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PREFAZIONE

Obiettivo primario del libro e la presentazione dei metodi basilari nella riso-
luzione analitica e numerica delle Equazioni Differenziali. Al fine di ridurre
al minimo il ricorso ad altri testi, nel libro vengono richiamati i metodi e i
risultati necessari alla loro reale comprensione.

Destinatari primi del libro sono gli studenti delle Lauree Magistrali in Inge-
gneria. Per questo motivo vengono presentati i risultati analitici e numerici che
maggiormente interessano le applicazioni, rinviando a libri specialistici i risul-
tati teorici e modellistici relativi a situazioni piti complesse. E questa la ragione
per la quale sono state omesse le dimostrazioni su diversi risultati analitici e
numerici utilizzati. Il libro potrebbe essere adottato nella Laurea Magistrale in
Matematica, a condizione che vengano apportate integrazioni sulle proprieta
analitiche delle soluzioni delle equazioni differenziali e precisazioni varie sul-
la esistenza e unicita della soluzione in domini pitt generali. Considerazioni
analoghe, in un certo senso complementari, valgono per la Laurea Magistrale
in Fisica. In questo caso le integrazioni dovrebbero riguardare la parte mo-
dellistica. Sarebbe infatti opportuno integrare il libro con la presentazione di
ulteriori problematiche fisiche, allo scopo di evidenziare maggiormente che le
equazioni differenziali sono lo strumento matematico piu utilizzato per descri-
vere le relazioni tra le diverse entita fisiche (massa, posizioni, forze, energie,
momenti, ecc.). Le equazioni differenziali sono infatti utilizzate per rappresen-
tare fenomeni stazionari ed evolutivi nella generalita dei settori dellingegneria,
della Fisica e di numerosissimi altri settori delle scienze applicate. Negli ultimi
due decenni il loro utilizzo si e esteso a settori non tradizionali, come quello
delle nanotecnologie, nel quale si presentano spesso con caratteristiche nuove,
aprendo cosi nuovi fronti per la ricerca matematica. Due esempi relativi a
questo settore sono illustrati nei Capitoli 6 e 8. Anche se buona parte degli
argomenti trattati sono contenuti in [26], i due libri presentano importanti dif-
ferenze. In primo luogo perché i cambiamenti, apportati nella presentazione
degli argomenti, ne hanno accresciuto la leggibilita, in secondo luogo perché gli
ampliamenti introdotti in alcuni capitoli lo hanno reso piu completo, riducendo
significativamente la necessita di ricorrere ad altri testi. Anche se la sua foca-
lizzazione riguarda i metodi di risoluzione analitica e numerica delle equazioni



differenziali a derivate parziali, alcuni capitoli sono dedicati ai richiami e alle
metodologie, le cui conoscenze sono essenziali alla loro effettiva comprensione.
Dei suoi otto capitoli, il primo e il quarto riguardano la risoluzione analitica
delle equazioni a derivate parziali. Piti precisamente, mentre il primo capitolo
contiene una presentazione di caratttere generale sulle equazioni alle derivate
parziali con relativa classificazione, il quarto ¢ dedicato alla presentazione dei
due metodi di risoluzione analitica maggiormente utilizzati, con applicazioni a
vari problemi di tipo ellittico, parabolico e iperbolico.

Il secondo richiama i risultati essenziali sulle equazioni differenziali ordi-
narie, con una certa enfasi sui metodi spettrali, dato che questi sono i piu
utilizzati nella risoluzione analitica di quelle alle derivate parziali. Il capito-
lo terzo e funzionale al quarto, in quanto la generalita delle soluzioni delle
equazioni alle derivate parziali e rappresentabile mediante serie di Fourier o
di autofunzioni relative a problemi di Sturm-Liouville. Per questo motivo, in
aggiunta ai richiami essenziali, vengono messe in evidenza le proprieta di deca-
dimento dei coefficienti delle serie di Fourier in funzione della regolarita della
soluzione.

Nel quinto, dedicato allalgebra lineare, oltre ai richiami di carattere gene-
rale sugli spazi vettoriali, autovalori-autovettori e norme vettoriali e matriciali,
vengono richiamate le proprieta spettrali basilari nella risoluzione dei sistemi
lineari mediante i metodi iterativi. Vengono quindi presentati alcuni dei me-
todi iterativi piu utilizzati nella risoluzione numerica dei sistemi lineari tipici
delle equazioni a derivate parziali.

Il sesto & dedicato alla risoluzione delle equazioni differenziali ordinarie e
alle derivate parziali mediante i metodi alle differenze finite. Nel primo caso
viene considerata la risoluzione di problemi ai limiti per equazioni lineari e
debolmente lineari del secondo ordine. Nel secondo caso la risoluzione numerica
di problemi ellittici, parabolici e iperbolici lineari su domini rettangolari. Nel
caso ellittico viene altresi considerata la risoluzione di problemi debolmente
non lineari.

Il settimo capitolo e dedicato alla risoluzione numerica dei sistemi non
lineari. Dopo un presentazione generale dei metodi di risoluzione e di alcuni
metodi iterativi, vengono messe in evidenza le principali analogie e differenze
con i metodi iterativi per i sistemi lineari. Il capitolo e corredato da esempi
esplicativi e da applicazioni riguardanti la risoluzione numerica delle equazioni
differenziali debolmente non lineari.

Il capitolo ottavo e il piu vasto. Dopo aver richiamato alcune definizioni es-
senziali di calcolo vettoriale-differenziale, si procede alla formulazione variazio-
nale dei problemi differenziali considerati, evidenziando le principali differenze
tra le formulazioni classiche e quelle variazionali. Vengono quindi introdotti gli
spazi di Sobolev, con la presentazione delle proprieta di specifico interesse per
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il settore. Si passa quindi alla risoluzione dei problemi ai limiti per le equazioni
differenziali lineari ordinarie e dei problemi con valori al bordo per quelle par-
ziali di tipo ellittico. Per queste vengono considerati problemi con valori noti
della soluzione al bordo, valori assegnati della derivata normale sulla frontiera
e con condizioni miste.

L’ultima parte riguarda la risoluzione numerica dei problemi di tipo para-
bolico e iperbolico. Come nel capitolo sulle differenze finite, viene illustrata
la risoluzione di un problema spettrale di Helmholtz, tipico di alcuni settori
ingegneristici. Nell’Appendice A sono infine riportati i risultati dell’Analisi
Funzionale, piu frequentemente utillizzate nella Matematica Applicata.
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Capitolo 1

INTRODUZIONE ALLE
EQUAZIONI ALLE
DERIVATE PARZIALI (PDEs)

1.1 Preliminari

Per equazione alle derivate parziali di ordine n in r variabili, si intende una
relazione che stabilisca un legame funzionale tra una funzione incognita

u(xy, oy ..., ;)
e le derivate parziali prime 2% seconde =224 n-esime ——2% _ con
p p Dz, Bu;0x; " PRIPREP

ki 4+ ko 4+ ...+ k. = n, della stessa funzione.

Naturalmente nell’equazione possono non figurare varie derivate parziali.
Perché l'ordine sia n, deve comparire almeno una delle sue derivate parziali di
ordine n. Nel caso r = 2, un’equazione del primo ordine ¢ del tipo

ou o
"O0x’ Oy

?

/ (w,y;u

mentre una del secondo ordine ha la forma
ou u u u Pu\
T0x’ Oy’ 0x?’ 0xdy’ Oy )

f(roe

Una funzione u che, assieme alle derivate parziali coinvolte, soddisfi I’equazio-
ne e detta soluzione o integrale dell’equazione. In accordo con la notazione
internazionale, le equazioni differenziali alle derivate parziali verranno indica-
te come PDEs (Partial Differential Equations) e quelle ordinarie come ODEs
(Ordinary Differential Equations).



Una fondamentale differenza fra le PDEs e le ODEs e che, mentre la soluzio-
ne generale delle ODEs, che rappresenta la totalita dei suoi integrali, dipende
da n costanti arbitrarie (nel caso l'ordine sia n); nelle PDEs, di ordine n,
I'integrale generale dipende da n funzioni arbitrarie.

Esempio 1.1 La ODE del primo ordine
y'(x) = f(z), a<z<b, f(x)continua in [a,b,

ha come integrale generale la funzione

y(z) = / Cf(tdt +c.

dove ¢ ¢ una costante arbitraria.
La PDE del primo ordine g—g = f(z,y), con f(x,y) funzione continua
nell’intervallo a < z < b, ¢ < y < d, ha come integrale generale la funzione

u(z,y) = /z f(t,y)dt+ o(y),

dove p(y) ¢ una funzione continua, peraltro arbitraria nell’intervallo [c, d].

Esempio 1.2 La ODE del secondo ordine
y' = f(x), a<xz<b, con f(x)nota e continua in [a, b],

ha come integrale generale la funzione

y(x) :/j (/atf(T)dT) dt + c1x + co,

essendo ¢; e ¢; costanti arbitrarie.
La PDE del secondo ordine

0*u
0x0y
con f(z,y) funzione nota e continua in [a,b] X [c,d], ha come soluzione ge-

nerale un’integrale dipendente da due funzioni arbitrarie. Infatti, integrando
I’equazione rispetto ad x, segue immediatamente che

g—z = /axf(t,y) dt + o(y),

essendo ¢ una funzione continua e arbitraria nellintervallo [c,d]. Da essa,
integrando rispetto ad x, segue che

w(z,y) = /Cy (/:f(t, 2) dt) dz + /aycp(z) dz + (),

essendo 1(z) una funzione continua, peraltro arbitraria, nellintervallo [a, b].

= f(z,y), a<z<b, c<y<d,

2



Il problema della soluzione generale di una PDE e, in generale, impossibile
da risolvere in modo esplicito. Per fortuna, nelle applicazioni, esso non &
generalmente di effettivo interesse. Interessa molto di pit determinare 'unica
soluzione che, unitamente ad altre condizioni prefissate, soddisfa il problema
differenziale, ossia la PDE e le condizioni assegnate.

Nelle ODEs di ordine n, tipicamente, I'unicita della soluzione ¢ ottenuta
imponendo n condizioni iniziali (problema di Cauchy), oppure n condizioni
lineari negli estremi di integrazione (problema con valori agli estremi). Nel-
le PDEs, il problema di Cauchy fondamentalmente riguarda le equazioni del

primo ordine
ou Ou
f (nyJUJ ax7 ay) _0 (1.1)
Esso consiste nella determinazione di un integrale u(zx,y) che, nei punti di una
curva regolare v del piano xy, assuma dei valori prefissati. Supponendo che
la curva ~ sia assegnata mediante equazioni parametriche del tipo x = a(t),
y = B(t), a <t < b, i valori prefissati di u(x,y) su « risultano assegnati in
funzione di t e, di conseguenza, si puo dire che si cerca un integrale u(z,y)
della (1.1) che verifica la condizione iniziale

u[a(t)’ 5@)] = (P(t)’ a<t<b, (1'2)

essendo ¢(t) una funzione continua, peraltro arbitraria, assegnata su [a, b]. Es-
so rappresenta la naturale estensione del problema di Cauchy per un’equazione
f(z,y,9y") = 0, con la condizione iniziale y(zq) = yo.

Geometricamente il problema (1.1)-(1.2) equivale alla determinazione della
superficie integrale u = wu(x,y), soluzione della (1.1), che passa per la curva
x=at), y=5(t), u=(t) dello spazio z,y,u con a <t <b.

Per maggiore chiarezza, consideriamo l’equazione

u u
ale. )G + o) =0, (1)

la quale, sotto 'ipotesi di continuita dei coefficienti, possiede infinite soluzioni
dipendenti da una funzione arbitraria. Per la sua determinazione consideriamo
una soluzione del tipo

o(x,y;u(z,y)) = costante

con ¢ funzione da determinare. A tale scopo osserviamo che, per la derivazione
delle funzioni composte, la ¢ soddisfa il sistema

dp  Opdu
ozt ouor
(1.4)
o0 opon_
oy  oudy

3



. RT . . ou ou
Da cui, moltiplicando la prima equazione per 5 € la seconda per Z* e sot-

traendo la prima dalla seconda. si ottiene I’equazione

Di conseguenza la u(z,y) ¢ soluzione della (1.3), nel caso che la ¢ soddisfi le
condizioni: P 5

g, =) e Gh=—by) (1.5)
In questo caso, anche lau = F[p(x, y; u)], qualunque sia la F', purche derivabile

rispetto alla ¢, & soluzione delle (1.3). Per verificarlo, basta osservare che per
la (1.4),

oF OF
o4 -
a(z,y) 5+ b(z,y) 3y
OF (0p Oy du OF (0p Oy du
= — | =+ == b — | =+ L—]=0.
alz,9) Oy (39& + ou (‘3m> +b(@,y) Oy (8y + ou Oy
Esempio 1.3 Determinare la soluzione generale dell’equazione
ou ou
3—+2— =0. 1.6
ox + oy (16)
In virtu della (1.5)
d¢ ¢
PPog e o
By ¢ or ’
da cui o(x,y) = 3y + f(x) e p(z,y) = =2z + g(y), con f(z) e g(y) funzioni
continue ed arbitrarie. Di conseguenza, prendendo f(z) = —2z e g(y) = 3y,

una soluzione particolare e
p(z,y) = —2x + 3y,
mentre la soluzione generale ¢
u(z,y) = F(—2z + 3y),

con F' arbitraria, purche derivabile rispetto a = e y. Per la verifica basta
osservare che

ou ou
— = —2F'(-2 = = 3F' (-2
e (—2z+3y) e 2y 3F'(—2x + 3y),

da cui segue la (2.6).



Determinare ora la soluzione del problema di Cauchy

u(z,0) = sinz.
Essendo F'(—2z + 3y) la soluzione generale, dobbiamo imporre che

F(—2z) =sinz,

F(t) = sin <—%) =2

Da cui, posto t = —2z + 3y, la soluzione del problema (1.7) &

ossia che risulti

w(z,y) = sin (—3(—2z + 3y)) =sin (z — 3y),

come e immediato verificare per sostituzione diretta.

L’estensione di questo problema alle PDEs di ordine n > 2, oltre che di
difficilissima soluzione, ha scarso interesse applicativo. Per questo motivo, nel
seguito, per tali equazioni faremo riferimento soltanto ad altri tipi di condizioni.

Passiamo ora alla descrizione dei metodi analitici piu comunemente usati
nella risoluzione esatta delle PDEs lineari del secondo ordine, che rappresenta
I’argomento fondamentale del capitolo. Per la loro descrizione ¢ indispensabile
fare ricorso alle serie di Fourier e alle proprieta spettrali tipiche dei problemi
di Sturm-Liouville. Le definizioni, proprieta e risultati sulle serie di Fourier e
sui problemi di Sturm-Liouville , funzionali alla illustrazione dei metodi sulle
PDEs, sono contenuti nel Capitolo 3.

1.2 PDEs del secondo ordine

Una PDE del secondo ordine ¢ definita lineare quando in essa la u e le sue de-
rivate parziali del primo e del secondo ordine compaiono linearmente. Nel caso
le variabili indipendenti siano due, essa e rappresentabile nel modo seguente:

(LH(.T, y)u:rx + CL12(x> y)uzy + Q99 (ma y)“yy
+ bi(z, y)us + o2, y)u, + c(z,y)u = f(z,y), (1.8)

dove i coefficienti a11(x,y), ..., c(x,y) e il termine noto f(z,y) rappresentano

funzioni che, per semplicita, supponiamo continue in un assegnato dominio {2

: _ Ou _ Ou _ 9% _ 0%u
del piano zy. In essa, come usuale, u, = 32, u, = 5y U = G325 Uzy = Fr00

2w 1 equazione ¢ detta omogenea se f(z,y) =0in Q.

Uyy = 52

bt



Per le equazioni del tipo (1.8) il problema di Cauchy consiste nel richiedere
che la u e la sua derivata normale % assumano valori prefissati lungo i punti di
una curva v definita nel dominio €2 dell’equazione differenziale. L’imposizione
di questa condizione induce tre situazioni, sostanzialmente diverse, a seconda
che il discriminante

Az, y) = aa(z,y)* — dan(z,y)an(z,y), (z,y) €, (1.9)

sia negativo, uguale a zero o positivo. Nel primo caso (A < 0) l'equazione
e detta di tipo ellittico, nel secondo caso (A = 0) di tipo parabolico e, nel
terzo caso (A > 0), di tipo iperbolico. Essa ¢ detta di tipo misto se, in un
subdominio di 2 ¢ di un tipo e in un altro di tipo diverso.

Se i coefficienti delle derivate di secondo ordine sono costanti, la classi-
ficazione e la stessa in tutti i punti del dominio 2. Diversamente essa puo
dipendere dal punto del dominio, come nel seguente esempio di Tricomi:

ou P,
Yo oy

In questo caso, essendo a1 (x,y) = vy, aa(z,y) =0, an(r,y) =1e
A(SE, y) = A12('T, y)2 — 4@11(1‘, h)le(Qj, y) = —4y

Di conseguenza 'equazione ¢ ellitiica per y > 0, parabolica per y = 0 e iper-
bolica per y < 0. Se il dominio contiene valori di y > 0 e y # 0, I'equazione ¢
di tipo misto. Se ovunque in €2, ¢ y > 0, 'equazione e di tipo ellittico in (2, se
ey =0, e di tipo parabolico ed ¢ di tipo iperbolico se y < 0.

Per le equazioni di tipo ellittico, il problema di Cauchy ha pochissima
importanza, mentre sono di grande importanza i problemi detti di Dirichlet e
di Neumann, il cui significato verra precisato nel seguito.

Per quelle di tipo parabolico, interessa pochissimo il problema di Cauchy
e interessa molto, come vedremo nel seguito, il problema di propagazione non
vibratoria.

In quelle di tipo iperbolico, il problema di Cauchy e di qualche interes-
se applicativo, anche se quello che maggiormente interessa ¢ quello detto di
propagazione vibratoria, il cui significato verra chiarito nel seguito.

Nelle applicazioni, le equazioni ellittiche rappresentano modelli di tipo sta-
zionario a differenza di quelli parabolici, che rappresentano modelli evolutivi
di prima specie, e di quelli iperbolici, che rappresentano problemi evolutivi di
seconda specie.

Una PDE del secondo ordine, in due variabili, e definita debolmente non-
lineare quando in essa la w non compare linearmente, a differenza delle sue



derivate parziali che compaiono tutte linearmente. Essa ¢ dunque del tipo

a11(2, Y)Ugy + a12(2, Y)Uyy + a22(2, Y) Uy,
+ b1 (@, y)ue + Do, y)uy + c(x,y;u) = f(z,y)

con ¢(x,y;u) nonlineare in wu.

Esempio 1.4 L’equazione seguente

—r<z<mw, —5<y<3,

{um + Uy + (e"siny)u, + (e¥sinz)u, — (z + y)*u® = xy cos zy,

¢ pertanto un esempio di PDE debolmente non lineare. L’equazione ¢ det-
ta fortemente nonlineare, quando la nonlinearita riguarda almeno una delle
derivate parziali della w.

La trattazione proposta, anche se fondamentalmente riferita alle PDEs del
secondo ordine in due variabili, puo estendersi (in modo del tutto naturale) ai
modelli in piu variabili. Allo scopo di rendere concreta questa affermazione,
nel seguito verranno considerati alcuni esempi di PDE in tre variabili. La
generalizzazione formale a R" risulta sostanzialmente immediata, una volta
precisata l’estensione dal caso 2D a quello 3D.

I problemi applicativi governati da PDEs sono innumerevoli. Essi riguar-
dono soprattutto la Fisica, la Chimica, la Biologia e la generalita dei settori
dell’Ingegneria, Relativamento parlando, i modelli differenziali di tipo ordinario
e alle derivate parziali rappresentano la maggior parte dei modelli matematici
di reale interesse applicativo.

Tra di essi, una prima distinzione riguarda i problemi di tipo stazionario
da quelli di tipo evolutivo, tra i quali una ulteriore distinzione riguarda quelli
di primo ordine e di seconda ordine.

A titolo esemplicativo, ci soffermiamo ora su tre classici problemi fisici la
cui modellizzazione matematica conduce a tre PDEs, rispettivamente di tipo
ellittico, parabolico e iperbolico,

Esempi:

(1") Caso ellittico (equazione di Laplace):
0%u N PPu
ox2  Oy?

Tale equazione puo rappresentare la conservazione di un flusso in assenza
di sorgenti e di scarichi, come la temperatura in un dominio €2 in condi-

zioni stazionarie, dunque indipendenti dal tempo, oppure un potenziale
gravitazionale o elettrostatico in {2, in condizioni stazionarie.

0, (z,y)€.
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(1") Caso ellittico (equazione di Poisson):

0’u  O%*u 1

92 + a—yQ = —Eﬂ(%y)a (z,y) € Q.

Tale equazione puo rappresentare la conservazione di un flusso in presen-
za di una sorgente, come in elettrostatica, fluidodinamica e gravitazione
Newtoniana.

(2) Caso parabolico (equazione del calore):

ou J*u K conducibilita termica

ot " ox? a_u ~ calore specifico x densita’

Tipicamente la u(x,t) rappresenta la temperatura in un punto = di un
intervallo [a, b] all'istante t, con 0 <t < T.

(3) Caso iperbolico (equazione delle onde):
(3") Corda vibrante

Pu 0% , T  tensione

— =a"—, at=—=——.

ot? Ox? p densita
In genere la u(x,t) rappresenta la tensione all'istante ¢ (0 <t <7T)
di una corda in un punto x di un intervallo [a, b].

(3") Vibrazioni trasversali di una trave

*u  ,0u , € elasticita
o C T

=C EEPEETEE

ox i densita
In questo caso la u(z,t) indica la vibrazione della sezione trasver-
sale di una trave in un punto z di un intervallo [a,b] all’istante ¢
(deflessione rispetto ad una posizione iniziale).

Nel caso di una PDE lineare in n variabili (n > 2) indicata, come usuale,
con 0N la frontiera di riferimento e con [0, 7] I'intervallo temporale di riferi-
mento nei modelli evolutivi, i modelli differenziali di riferimento, per i quali
e facile dare le condizioni che assicurano l'esistenza e I'unicita della soluzione
sono 1 seguenti:

(a) Modello ellittico

~ 0 0
Bj=1 """ !

u =, su 0f).



(b) Modello parabolico

o Xn: 3( au)ﬂ‘@ouzﬁ (z,t) € 2 x[0,T],

2,7=1
u =, su 0N x [0, T7,
u(z,0) = 1, r € QCR™

(c) Modello iperbolico

( 5%u "0 ou
W - Z 8_951 <awa—%) + apu = f, (x,t) €1 x [O,T],

ij=1
U=, su 02 x [0, 77,
u(z,0) = 1y, reQCR,
L u(2,0) = Yy, r € QCR™

Le definizioni (a), (b) e (c) introdotte sono valide nell’ipotesi che i coefficienti
{ai;} e {ao} soddisfino le condizioni di ellitticita, ossia che esistano:

(a) un numero ag tale che ag(x) > ap, qualunque sia = €

(b) esista una costante positiva « tale che

n

> ay(@)&&; > allg]’,  per ogniz € Qe & €R™,

,j=1

essendo ||€|| = /&2 + ... + &2 la norma Euclidea del vettore .

Da notare che ay puo non essere positivo, a condizione che o + o > 0.

Nel caso dell’equazione di Laplace, la condizione di ellitticita e verificata
in ogni punto (z1,z2) € R% Basta infatti osservare che, essendo a; = a9 = 1
e ajp = as; = 0, la condizione di ellitticita & & + & > «||¢]]?, ovviamente
verificata per ogni € = (£;,&) € R? e 0 < a < 1. Nel caso la relazione sia
valida per a = 0 e non a > 0, la condizione ¢ detta di debole ellitticita.

Ciascuno dei tre problemi indicati possiede una e una sola soluzione, sotto
ipotesi molto generali sui coefficienti {a;;,ao}, sulla funzione f in Q, come
anche su quelle assegnate su 99 e su 9 x [0, T|. Questo & vero, in particolare,

quando 'operatore ellittico

"0 0
A=— Z 8_1'1 (a”a—%) -+ Clo(.’ll')

i,.=1



soddisfa le condizioni di ellitticita in € e la frontiera 02 ¢ sufficientemente

regolare (C'! a tratti). Ipotesi che, nel seguito, supporremo sempre soddisfatta.
I problemi modello indicati, in ciascuno dei quali ¢ assegnata la soluzione

su 02, sono definiti problemi di Dirichlet. Se invece, in luogo della u su 0§2, si

assegna la derivata normale %, essi sono noti come problemi di Neumann.
Infine sono definiti di tipo misto quando su una parte di 0€) ¢ assegnata la u

e sulla parte complementare ala g—z, oppure se su 0Jf) ¢ assegnata un’opportuna

u

combinazione lineare di u e B

Esempi di problemi di Dirichlet, di Neumann e di tipo misto per 'equa-
zione di Laplace:

(0 o _
ox2  oy?
u(z,0) =0, wu(x,3)=0,
\U(O, y) =0, u(57 y) = f(y)v
(0% N Pu
oz oy?
Uy({L‘,O) =0, uy(:p,?)) =Y
Lu2(0,y) = 9(y), ua(5,9) =0,
(0 o _
or  oy?
uy(2,0) =0, wu(z,3)=0,
\ur(()? y) =0, u(57 y) = f(y>7
essendo g(z) una funzione continua sull’'intervallo [0,5] e f(y) una funzione
continua sull’intervallo [0, 3].

0, 0<z<5 0<y<3,

Esempi di PDEs per le quali ¢ facile determinare la soluzione generale:

e Consideriamo la PDE

0%u 5
=2 —y.
0xdy 4
Integrando ordinatamente rispetto alla z e alla y si ottiene la soluzione

generale
u(z,y) = 2’y — ey° + F(y) + G(2),

con F e G funzioni arbitrarie di classe C'. Le funzioni

ui(z,y) = v’y — %ny + 3y +sinx — 5

us(z,y) = 2y — Szy® + y + cos’ x

sono invece due soluzioni particolari.

10



e Consideriamo ora 'equazione di Clairaut

La soluzione generale e
u(z,y) = 2F(y) — F*(y), F arbitraria di classe C".

Le funzioni

1
ul(xvy) - sz

uy(z,y) = wsiny — sin’y
sono due soluzioni particolari.
e Consideriamo ora la PDE

B 0%u
Uay = 00y

= 2 COSY.

La soluzione generale e
u(z,y) = 3a°siny + Fy) + G(x),

con F e G di classe C'. Le funzioni

1
uy(z,y) = §x2 siny — 1y 4 32" + sinh

2 2

us(x,y) = %[E siny — coshy + y — cos” x

sono invece due soluzioni particolari, in quanto ottenute particolarizzan-

do F(y) e G(x).

La risoluzione analitica delle PDEs ¢ ottenibile soltanto in casi particola-
ri. Per questo motivo, in generale, si ricorre alla sua risoluzione numerica.
Quando possibile, la risoluzione analitica e preferibile sia per l'esattezza dei
risultati, sia per la quantita e qualita di informazioni matematiche e fisiche da
essa deducibili. I metodi analitici piu utilizzati sono il metodo degli integrali
generali e il metodo della separazione delle variabili. Per la loro illustrazione
¢ necessario utilizzare 1 risultati essenziali sulle ODEs (presentati nel Cap. 2)
e quelli sulle serie di Fourier e sulle proprieta spettrali dei problemi di Sturm-
Liouville (introdotti nel Cap. 3). Per questi motivi la illustrazione dei metodi
analitici delle PDEs ¢ rinviata al Cap. 4.
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Capitolo 2

RISULTATI ESSENZIALI
SULLE EQUAZIONI
DIFFERENZIALI ORDINARIE
(ODEs)

2.1 Preliminari

In questa sezione vengono illustrati alcuni metodi basilari per la risoluzione
analitica delle ODEs e richiamati, molto sinteticamente, alcuni metodi per la
loro risoluzione numerica. I metodi analitici richiamati sono utilizzati nella
risoluzione analitica delle equazioni a derivate parziali (PDEs) ed & questo il
motivo per cui sono piu dettagliati rispetto a quelli numerici. Per ODE di
ordine n intendiamo una relazione funzionale tra una variabile indipendente,
la funzione incognita e le sue derivate fino all’ordine n. La sua forma generale
e del tipo

[y y™) =0, (2.1)
dove z ¢ la variabile indipendente, y la funzione incognita, ¢/, ...,y™ le sue
derivate fino all’ordine n e f una funzione nota. L’equazione

v +a(z)y = f(z), a<z<b, (2.2)
¢ evidentemente lineare e del primo ordine, mentre I’equazione
Y +ale)y +b(@)y = f(z),  a<z<b (2.3)
¢ lineare del secondo ordine. Piu in generale, I'equazione

Y™ 4+ ay(2)y™ Y + . Fan(2)y = f(2), a<x<b, (2.4)
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e lineare di ordine n.

E ben noto che la soluzione generale di una ODE di ordine n dipende da n
costanti arbitrarie. Conseguentemente per la sua unicita ¢ necessario assegnare
n condizioni linearmente indipendenti: tipicamente n condizioni in a (oppure
min a e n—m in b). Nel caso sia a = —o0 e/0 b = 400 le condizioni assegnate
sono di tipo asintotico. Esempi:

(1) v = f(x) pera<x<b, ylx)= f;f(t) dt + c.
(2) o' +w?y=0pera<x<b y(r)=c coswr + cysinwz.

dove ¢, ¢1 e ¢y sono costanti arbitrarie. Nell'ipotesi che sia sinw(b — a) # 0,
esse possono essere univocamente determinate fissando il valore della y in a
per la (2.2) e i valori della y e della 3’ in a oppure, in alternativa, i valori di y
in a e b. Nel caso della (2.4) le costanti arbitrarie sono n e si parla di problema
di Cauchy, nel caso vengono assegnati in a i valori delle y,7/,...,y™ Y; di
problema agli estremi nel caso vengono (complessivamente) assegnati n valori
di y e della sua derivata prima in a e b. E bene ricordare che la (2.2) e
facilmente risolubile analiticamente. Infatti, indicata con a(z) una primitiva
di a(z), molteplicando primo e secondo membro per e i ottiene I'equazione

L () =), a)= [ e

dalla quale segue immediatamente che

y(x) = e_o‘(x)/ D f(t) dt + ce @), (2.5)

Yy —y = cost,
y(0) = 1.

Molteplicando primo e secondo membro per et I'equazione diventa

Esempio 2.1

t
(e7'y) = e cost = y(t) = ¢’ {/ e~ TcosTdr + c] ,
0

dalla quale, osservato che

t
/ e TcosTdr =
0

y(t) = 3(sint — cost + ¢e') + c¢,

da cui, richiedendo che y(0) = 1, risulta che

[e”!(sint — cost) + 1],

N | —

deriva che

y(t) = 3(sint — cost) + 3¢,
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Esempio 2.2

y" + w?y =0, a<x<b,
yla)=a, yb)=p, con0<w(b—a)<m.

Essendo coswz e sinwx soluzioni particolari, la soluzione generale e
y(x) = ¢1 coswx + ¢ sinwz.

La soluzione del problema agli estremi viene quindi ottenuta imponendo che
¢y e ¢o soddisfino il sistema

asinwb — fsinwa

. Cl1 =
¢ coswa + co sinwa = a, 1 sinw(b—a)
c1 cos wb + ¢y sinwb = b, ¢y = B coswa — acoswb
sinw(b — a)
Nel caso particolare a =0, b=1,a=1e =0
cosw
y(z) = coswr — — sinwz.
sin w

2.2 Trasformazione di una ODE di ordine su-
periore al primo in un sistema

Iniziamo con la trasformazione di una ODE lineare del secondo ordine in un
sistema lineare di due equazioni del primo ordine. Sia

ay'+by' +cy=f(z), a#0, (2.6)

una ODE nella quale a, b e ¢ sono numeri reali noti e f(x) una funzione nota.
Per la sua trasformazione, posto

y=1y1 e y =y =1,
la (2.6) diventa

yi — y27 y& = y27
ayy +byy +cyr = f(7), Yh=——y1 — —Yo + :

che, con notazione matriciale, possiamo scrivere nella forma

i-er = (00) +

dove A = (—S/a —I}/a>7 f(l’) = (f(a?)/a)
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Esempio 2.3
y" 4+ wy = cos z.

Ponendo y; =y, y» = y; = ¢/, 'equazione precedente si trasforma nel sistema

1= Y2, d 0 1 0
n =2 (0 )+ ()
Yy = —w*y1 + cos, dx —w* 0 COS T

essendo y(x) = (yl(x)>.

y2(z)

Esempio 2.4
y"V 4+ 2y + o +y =sinz.

Ponendo y1 =y, vo =¥, =¥, y3 = vh = 4" e vy} = y', I'equazione puo essere

scritta nella forma

yi = Y2,
/

=y, d
Y3 = Y, dx

Yy = —2y3 — Y2 — y1 +sinz,

dove
Y1 0 1 0 0 0
R . 0 0 1 0 _ 0
Ya -1 -1 =2 0 sin x

Lo stesso tipo di tecnica permette di trasformare una ODE lineare di ordine
n in un sistema lineare di ODE del primo ordine.

La tecnica e ugualmente applicabile, senza modifiche significative, al caso
di ODE non lineari. Un’equazione non lineare del secondo ordine

y' = f(z,y,y)

puo essere trasformata in un sistema non lineare di due equazioni del primo
ordine. Ponendo y; =y e y2 = 1, la (2.7) si trasforma infatti nel sistema

yi = Y2,
yé = f($7y17y2>'
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2.3 Risoluzione di semplici ODEs lineari del
secondo ordine

Iniziamo con una ODE lineare omogenea del secondo ordine a coefficienti
costanti
ay” +by +cy=0, (2.8)

dove a, b e ¢ sono costanti reali con a # 0. Il metodo piu utilizzato si basa
sull’osservazione che la soluzione generale e esprimibile come combinazione
lineare di due soluzioni particolari, linearmente indipendenti. Per determinare
le quali, seguendo il metodo di D’Alembert, poniamo

y(z) = e™

con « costante complessa da determinare. Sostituendo la sua espressione nella
(2.8) otteniamo
e (aa2 +ba +c) =0,
dalla quale, dato che e*® £ 0, si deduce che « deve essere soluzione dell’equa-
zione caratteristica
ac? +ba+c=0

le cui radici

’ 2a
identificano le soluzioni caratteristiche della (2.8).

(a) Le radici caratteristiche sono reali e distinte (b* — 4ac > 0). In
questo caso
yi(z) =™ e yp(r) =™

sono entrambe soluzioni e la loro combinazione lineare
y(r) = 1€™* + 2e™**, con ¢p,co € R,

¢ la soluzione generale della (2.8). L’arbitrarieta di ¢; e ¢y consente di soddi-
sfare due condizioni iniziali (problema di Cauchy) oppure due condizioni agli
estremi (problema con valori agli estremi).

(b) Le due radici sono reali e coincidenti (b* — 4ac = 0): a3 = ay =
o= —%. Alla radice « corrispondono le soluzioni:

yi(x) =e* e yo(x) = xe™.

Essendo ovvio che y; sia una soluzione, basta osservare che lo ¢ anche la
seconda. Derivando due volte y, e sostituendo nella (2.8) si ha infatti che

a(2a+a’r)e™ +b(1+ax)e™ + cre™ = x e (aa® +ba+c) +e*(2aa+b) = 0,
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dato che aa? + ba + ¢ = 0 (essendo « radice dell’equazione caratteristica) e
2aa 4+ b =0, in quanto o = —%. La soluzione generale ¢ dunque

y(z) = (co + c1 x)e™”, co,c1 € R.

(c) Le radici caratteristiche sono una complessa coniugata del-
Paltra (b — 4ac < 0). Anche in questo caso €** e €*2* sono soluzioni. La
loro forma non ¢ pero (in generale) utilizzata in quanto si preferisce evitare
il ricorso a funzioni complesse, dato che la ODE e a coefficienti reali. Per
avere una rappresentazione reale della soluzione generale, basta utilizzare op-

portunamente la formula di Eulero. Piu precisamente, posto a; = —% +10 e
g = —% —if8, f = —”’22;4“ > 0, per la formula di Eulero

b

eM?® = ¢ 24" (cos fr + isin fx),
b

e*?® = ¢ 24" (cos fr — isin fx),

da cui deriva immediatamente che

1 _b
5 (ealx + 606233) —e 2a”" COSB«I,

1 b
% (eMT — e™2%) = e 2a" sin .
i

Questo implica (essendo 1'equazione lineare) che
_b, b
e 2" cosfr e e 2a"ginfr

sono soluzioni (linearmente indipendenti) della (2.8) (come si puo verificare
per sostituzione). Conseguentemente, in questo caso, la soluzione generale ¢

b
y(x) = e 2a" (¢; cos fx + ¢y sin fx).

Esempio 2.5 Determinare la soluzione dei seguenti problemi di Cauchy:
(a)
y'+2y—y=0,
{y(O) =0, y'(0)=1
Posto y = e®*, I'’equazione caratteristica e

a?+20-1=0= a5 =—-1F V2

Di conseguenza la soluzione generale e
y(r) =e™" <C16_’”ﬂ + cQGxﬂ> ,
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con (c1, ¢3) soluzione ca) (unica) del sistema

C1+ Ccy = 0,
(14+v2)er + (1 = V2)ey = —1.
(b)

y(0) =1, ¥'(0) =0,

dove w > 0. Essendo oy o = £iw, la soluzione generale ¢

{y” +w’y =0,

y(zr) = ¢1 coswz + ¢y sinwe.

La soluzione particolare si ottiene imponendo che la y soddisfi le condizioni
iniziali, ossia che

(c)
{y” -2y +y=0,
y(0) =1, ¥'(0)=0.

L’equazione caratteristica associata e
a?—2a4+1=0= a3 =ay = 1.

Di conseguenza la soluzione generale ¢

con (a,b) soluzione unica del sistema

{y/(oo)): C;+2 _o. Y@ =el-a)

2.4 Esempi di ODEs di tipo inomogeneo facil-
mente risolubili

Le ODEs piu ricorrenti nelle applicazioni sono di secondo ordine che, in vari
casi, e possibile risolvere facilmente. Nel caso i coefficienti siano costanti,
abbiamo gia visto come si calcola la soluzione generale dell’equazione omogenea
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associata. Nel caso inomogeneo a questa deve essere aggiunta una particolare
della inomogenea. Supponendo che ’equazione sia del tipo

ay’ +by +cy= f(x) (2.9)

con a, b e ¢ costanti, la sua determinazione e facile se: (a) f(z) & esponenziale;
(b) un polinomio algebrico; (¢) un polinomio trigonometrico.

(a) f(z) = e*, a € R. In questo caso si cerca una soluzione del tipo
y = ce™ con ¢ costante da determinare. Sostituendo la y e le sue prime
derivate nella (2.9) si ottiene la relazione

e (aoz2 +ba+c) = e,

dalla quale si ricava immediatamente ¢, nell’ipotesi che a o® +ba + ¢ # 0. Nel

. . _ oz . . A 1
caso non lo sia, si pone y = x e, da cui deriva che ¢ = 5—— se 2aa +b =+ 0.

Nel caso aa? +ba+c=2aa +b =0, si pone y = 22e**, da cui deriva che

A1
¢ = 5, essendo a # 0.

(b) Supponiamo, per ipotesi, che f(x) sia un polinomio di secondo grado
f(z) = apx® + a1z + ay, ap # 0.
La previsione ¢ che anche y(z) sia un polinomio di secondo grado
y(x) = yor’ + 1 + yo.
Derivando e sostituendo si trova la relazione
a(2y0) + b(2yor + 1) + c(yor® + Y17 + y2) = agx® + a1 + as,
dalla quale segue che ¥, 11 € y» debbono soddisfare il sistema

CYop = Qo,
<2b)y0 + CYp = aq,
(2a)yo + byr + cy2 = ao,

che, nell’ipotesi che ¢ # 0, ammette un’unica soluzione. Nel caso ¢ = 0, si
ripete il procedimento ponendo

y(x) = yor’ + y12® + Yo + ys.
Questo implica che ag, a; e as sono la soluzione unica del sistema

3by0 = Gy,
6ayo + 2byr = a1,
2ay1 + bys = ay,
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nell’ipotesi che b # 0. Nel caso b = ¢ = 0 e a # 0 la ODE si riduce all’equazione

" apr? + a1 + ay

a
con soluzione generale

_ Q0 4, @1 3 Q2 o
12¢" +6ax +2ax totar,

dove le costanti ¢y e ¢; sono arbitrarie.

(c) Nel caso
f(z) = focoswz + fisinwz, 0#weR,
si procede nell’ipotesi che anche la y sia dello stesso tipo. Ponendo
y(x) = yp coswx + y; sinwz,

derivando e sostituendo nella (2.9) si trova che la coppia (yo,41) € la soluzione
unica del sistema

(c — aw)yo + bwys = fo,
(c —aw?)ys — bwyy = fi,

nell'ipotesi che (¢ — aw?)? 4+ (bw)? > 0. Nel caso b=c—aw?* =0ea #0 la
ODE si riduce all’equazione y” + w?y = 0. In tal caso, ponendo

y(x) = forcoswz + fiasinwe,

si ottiene il sistema —2fow = y1 e 2fiw = gy di soluzione f = - e f; = 2.

Essendo I’equazione lineare, per il principio di sovrapposizione, il problema
¢ facilmente risolubile anche nel caso f(x) sia di tipo misto. Nel caso, ad
esempio, sia

f(z) = filz) + fa(z)
con f; polinomio algebrico e fy polinomio trigonometrico, si cerchera una so-
luzione del tipo y(z) = y1(x) + y2(x) con y; (polinomio algebrico) soluzione
del sistema

ay’ +by +cy= fi(z)

e Yo (polinomio trigonometrico) soluzione del sistema
ay’ +by +cy = fo(x).
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Esempio 2.6
y' 2 Ay =2+ 1,
y(0)=1, y(1)=0.

Poiché le radici dell’equazione caratteristica associata sono a2 = —1 F i\/g,
la soluzione dell’equazione omogenea associata ¢

j(z) = e~° <a cos(z/3) + b smm/ﬁ)) .

Essendo il secondo membro dell’equazione un polinomio di secondo grado, ¢
facile dimostrare che una sua soluzione particolare e

yp(z) = %(952 —x+1).

Di conseguenza la soluzione ¢ y(x) = g(x) + y,(z), essendo a e b la soluzione
unica del sistema

lya=1, o3 b:_e+3cos(\/§)
i + 4 (a cos(v/3) + bsin(\/g)) =0, v 4sin(v/3)

e

2.5 Risoluzione di sistemi di ODEs lineari omo-
geni

Consideriamo ora la risoluzione analitica di un sistema lineare omogeneo di
ODE a coefficienti costanti, pertanto esprimibile nella forma

dy

0 =AY
dove A € una matrice a termini costanti di ordine n e y € un vettore di n
funzioni incognite della x. Anche se esistono metodi a carattere piu generale,
procediamo nell’ipotesi che la matrice A ammetta un sistema di autovettori
linearmenti indipendenti. Sotto tale ipotesi la soluzione generale del sistema
puo essere ottenuta con un metodo spettrale che consente di ricondurre il calcolo
alla risoluzione di n ODE disgiunte del primo ordine. Come sara evidente nel
seguito, la denominazione spettrale deriva dall’utilizzo nel metodo dello spettro
della matrice A. Per la sua applicazione, si cercano soluzioni della (2.10) della
forma [§]

(2.10)

y(z) = a(z)u,
dove a(z) € una funzione scalare e u ¢ un vettore non nullo in R”. Sostituendo
la sua espressione nella (2.10) abbiamo che

dy da
= —u= A
0 = 1 u=a(r)Au,
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da cui deriva che i due vettori u e Aw debbono essere proporzionali, ossia
che u deve essere un autovettore di A. In altre parole perché valga 1'ultima
relazione deve essere

Au = \u,
dalla quale segue che

da

— =Xa(z) = az) = ce™?,

" = Xa(z) = a()

dove ¢ e una costante. Di conseguenza, ad ogni coppia autovalore-autovettore
(A, u) di A si puo associare una soluzione della (2.10) del tipo

y(x) =ceu

determinata a meno di una costante arbitraria. Se lo spettro di A ¢ {\;, w;},
e i suoi autovettori sono linearmente indipendenti, la soluzione generale della

(2.10) assume la forma

y(z) =) ceu, (2.11)

i=1
con ¢y, cy, . .., C, costanti arbitrarie, pertanto utilizzabili per soddisfare condi-
zioni iniziali o agli estremi.

Esempio 2.7

Yy = Sy1 — 4ya — 3,

Yy = —4y1 + 8y — 4ys,

Y3 = —y1 — 4y2 + 5ys,

y1(0) =1, yg(O) =1, y3(0)=—1.

La matrice A del sistema e pertanto

5 —4 —1
A=|—-4 8 -4,
-1 —4 5
il cui sistema spettrale e
1 1 1
)\1:0, u; = 1 ; )\2:6, Ug = 0 3 )\3:12, U3 = -2
1 -1 1
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La soluzione generale del sistema differenziale ¢ pertanto

c1 + c9e% 4 cqel??,

3
y(x) = E ci e u; = { ¢ — 2032,
=1 ¢ — 626633 + 63612x,

con ¢, co e c3 da determinare imponendo che siano soddisfatte le condizioni
iniziali, ossia che soddisfino il sistema

Cl+62+03:1,
01—203:1, :>01:%, 02:1, C3 — —3.

L=

¢ —cp+c3=—1,
Di conseguenza

yi(z) =1 (143e% — ™), yo(z)=1 (142€™") , y3(z)=1 (1-3¢% — ).

2.6 Risoluzione di sistemi di ODEs lineari ino-
mogenei

Consideriamo ora la risoluzione di sistemi di ODE lineari di tipo

Z—:Z:Ay+f(x), (2.12)
dove A, come nel caso omogeneo, ¢ una matrice costante di ordine n e f(x) ¢
un vettore di n funzioni della z. Come verra evidenziato nel seguito, esistono
situazioni particolari nelle quali, nota la soluzione generale del sistema omo-
geneo, € molto facile trovare una soluzione particolare di quello inomogeneo e
conseguentemente determinare la soluzione generale di quello non omogeneo,
dato che e la somma della soluzione generale del sistema omogeneo associato
(sistema (2.10)) e di una particolare di quello inomogeneo (sistema (2.12)). Il
metodo a carattere generale piu utilizzato e il metodo della variazione dei pa-
rametri che ci limitiamo ad illustrare nel caso la matrice A abbia n autovettori
linearmente indipendenti (stessa ipotesi del caso omogeneo). Di conseguenza
anche in questo caso possiamo parlare di metodo spettrale. Come nel caso
omogeneo, indichiamo con

{Aiuidis,

lo spettro (autovalori-autofunzioni) di A. Essendo (per ipotesi) linearmente in-
dipendenti, ogni vettore di R™ e esprimibile come loro combinazione lineare. Di
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conseguenza, per ogni x, possiamo affermare che f(z) puo essere rappresentato
nel modo seguente:

f(@) =ca(@)u+ ca(z)us + ... + cp(x)uy, (2.13)

dove i coefficienti sono, ovviamente, funzioni di z. Essendo f(z) nota, i coef-
fienti {¢;(x)}", possono essere calcolati risolvendo un sistema lineare. Nel
caso A sia simmetrica e, conseguentemente, gli autovalori siano ortogonali, i
coefficienti sono le proiezioni ortogonali di f(z) sugli autovettori, ossia

ci(r) = f(2) uy, i=1,2,...,n

con

3

F(x) = (fi(z),.. -afn(l"))T» w; = (Ui, Ui, - - - ,Um‘)T> f(l“)TUi = fi(@)ugi.

Per lo stesso motivo anche la soluzione y(x) della (2.12), per ogni x, puo essere
espressa in modo analogo, ossia ponendo

y(x) = a1(z)uy + az(z)us + . .. + an(x)u,, (2.14)

i cui coefficienti {a;(z)}?_; non possono essere calcolati come nel caso della
f(z), dato che y(x) & un vettore incognito. Tuttavia il metodo permette di
calcolarli mediante la risoluzione di n ODE disaccopiate (una per coefficiente).
Tenuto conto della (2.14) e del significato degli {u;}! ;, possiamo affermare

che
fl_?; — Ay = % (Z Cli<x)ui) -4 <Z Gz’(@“i)

- Z daz a;(r)Au; = Ccilai Z Aiai(x)u;

=1 =1 =1
_Z{daz —)\az )}uz

Di conseguenza, tenendo conto della (2.14), il sistema (2.12) puo essere scritto
nella forma seguente

n

Zn: {ZCZ - /\iaz’(-’ﬂ)} wi =Y cilx)u,

i=1 =1

dalla quale segue che

dCLZ'
dx

—)\iai:ci(as), i:1,2,...,n. (215)
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La (2.15) evidenzia che, in questo modo, la risoluzione del sistema (2.12) viene
ricondotto a quella di n ODE del primo ordine, ciascuna indipendente dalle
altre. La loro risoluzione consente di scrivere immediatamente la soluzione
generale della (2.12), la quale dipende da n costanti arbitrarie derivanti dalla
risoluzione delle n ODEs (2.15) (una costante per equazione). I loro valori
vengono determinati uno per volta, nel caso siano assegnati i valori iniziali per
le componenti del vettore y (y;(a) = v, i = 1,...,n).

Esempio 2.8
Y1 = Y1+ Yo,
Yo = Y1 — Y,
y1(0) =1, 3(0)=~-1
Lo spettro della matrice A = (1 L) & A = V2, us = (5.,); A2 = —V2,

Uy = (1—1\/§ ) Di conseguenza la soluzione generale ¢

y(x) = c1 V2 uy + o eV uy

con ¢ e ¢p determinati imponendo che siano soddisfatte le condizioni iniziali,
ossia come soluzione del sistema

{cl + (1 —+2)ey =1,

1 1
— =1 n=—-1+V2).
(\/5—1)614-02 = —1, ! 2 2 2( )

Questo implica che
() =, [emﬁ + 6”‘/5] (7)) =3 [(\/5 —1)e™V? — (V2 + 1)e*W§] _

Esempio 2.9

{y"u) +0% = f(x), a<w<b, (2.16)

yla)=a, yb)=p, 6>0, 0<b—a<m,

dove 0 # 6 € R. Essendo il problema lineare, per il principio della sovrapposi-
zione, possiamo porre y = v+w, con v e w soluzioni dei seguenti due problemi:

v+ 6% = f(2),

{v(a) =v(b) =0, (2.17a)
w” 4+ 0?w = 0,

{w(a) =a, w(b) =4 (2.17b)
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La ODE che caratterizza il primo problema e del tipo inomogeneo e quella
che caratterizza il secondo e di tipo omogeneo. L’inverso si verifica per le
condizioni agli estremi, essendo di tipo omogeneo il primo e di tipo inomogeneo
il secondo. La (2.17b) & facilmente risolubile in quanto, essendo cos 0z e sin fx
due soluzioni linearmente indipendenti, la soluzione generale ¢

w(z) = ¢; cosbx + ¢y sin bz,

con (cq, ¢2) soluzione unica del sistema

(cosfa)cy + (sinfa)ey = a,
(cosBb)cy + (sinfb)cy = 3,

chiaramente non singolare, dato che il determinante del sistema & sin6(b — a).
Per la soluzione del secondo problema, posto v; = v e v] = v, trasformiamo
I’equazione nel sistema lineare

o(z) = (Zig) - (_%2 é) (z;g;) + ( f(ox)) — Av(z) + f(z). (2.18)

Lo spettro di A & A\ =i, u; = (}); Ao = —i0, ug = (). Di conseguenza,
sulla base del metodo della variazione dei parametri, possiamo scrivere

v(z)=a(r)u +ax(z)uy e f(z)=ci(z)u; + co(x) ug

con aq(x) e az(x) incognite e ¢;(z) e ca() soluzioni del sistema
f (=)

c1(x) + ex(z) = 0, cy @
{i9[01(17)—02(x)] — f(a), = a(z) 20 (z)

@)
20

Sostituendo v(x) nella (2.18) e tenendo conto dello spettro della A e della
rappresentazione di f(z), possiamo affermare che

v'(z) = o (z) uy + ah(z) ug = Av(z) + f(z)

= a1 (z)\uy + ag(x) Aaus + ¢1(z) uy + co(x) Uy,

dalla quale segue che a;(z) e aq(z) sono soluzione delle due equazioni disac-
coppiate

ay(x) = eM® [/ e Mley(t) dt + C] :
0

oy () = Aaaa () + c2(), ag(x) = 2" {/Ox e Mley(t) dt + c} :

27



con ¢ e ¢ costanti arbitrarie. La soluzione generale dell’equazione (2.17a) &
pertanto

v(z) = ai(z) + ()
— %9 {ewx [/Ox e 0 f(t) dt + c] —e " U: e f(t) dt + c} }
{ T [eie(gc—t) . e—i@(g;—t)] f(t) dt + cei@x + ée—wx}

sinf(zx —t) c+¢cosbxr c¢—¢sinfx

:/0 g Wt e S

con ¢ e ¢ determinabili imponendo le condizioni v(a) = « e v(b) = .

2.7 Risoluzione numerica dei sistemi di ODEs

Sull’argomento esistono numerosi libri a carattere introduttivo e specialistico.
Nel primo settore rientrono i libri di Analisi Numerica (per es. [17, 28, 24]) e nel
secondo quelli specifici (per es. [3, 14]). In ciascuno di essi ampio spazio viene
riservato alla famiglia di metodi di tipo Runge-Kutta, con particolare riguardo
a quelli a passo variabile di ordine 4 e 5 e loro combinazioni. Il metodo,
probabilmente piu diffuso, & il cosiddetto ODE45 (presente nel MATLAB)
che utilizza una combinazione di metodi di Runge-Kutta (a passo variabile)
del quarto e del quinto ordine. Esso consente di risolvere con successo la
generalita dei sistemi di ODE, con lI'importante eccezione di quelli definiti
STIFF, ossia di quelli nei quali ¢ particolarmente elevato il rapporto tra il
massimo e minimo valore assoluto degli autovalori della matrice A del sistema.
Vediamo di illustrare il problema con un interessante esempio riportato in |8,

pag. 115].
Consideriamo
dx dy
o a (2.19)
z(0) = a, y(0) = a,

due ODE di tipo omogeneo con le stesse condizioni iniziali. Per semplificare
I’analisi, assegniamo A; e A, mediante le loro decomposizioni spettrali, suppo-
nendo che siano caratterizzate da autovalori diversi e autovettori uguali. Piu
precisamente, supponiamo che

AleDlUT [§ AQIUDQUT, COHU:(Ul U9 ’U,3),
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essendo

1 1
L (4 Lo 2
U = —F= ) Uy = —= 9 Uz = —— - ;
V31 V2 AW
Dy = diag(—1,-2,-3) e D,=diag(—1,-10,-100) e o =+3u,.

Avendo i due problemi lo stesso vettore iniziale e gli stessi autovettori, la
differenza riguarda gli autovalori delle due matrici e soprattutto la differenza
tra il massimo e minimo valore assoluto degli autovalori. Tale rapporto ¢
infatti 3 per A; e 100 per As. Il metodo spettrale precedentemente illustrato
permette di calcolare facilmente le rispettive soluzioni. Ponendo infatti

x(t) = Zaj(t) uj,

si ottiene che

PCAGETE Z Aja;(t) u;,

J=1

dalla quale segue che a/;(t) = Xja;(t), ossia a;(t) = e¥'a;(0), j = 1,2,3. Di
conseguenza,

z(t) = a1(0)e " uy + az(0)e > uy + az(0)e ™ usy
con a;(0), az(0) e az(0) determinati imponendo che
z(0) = a = V3u; = a,(0) = V3, as(0) = a3(0) =0,
per cui
z(t) = V3etu, = e o
Utilizzando lo stesso procedimento si trova che
y(t) = by (0)e " uy + by(0)e % uy + by(0)e 0% g,

da cui, imponendo che y(0) = a = V3w, segue che b1(0) = V3, by(0) =
b3(0) = 0. Di conseguenza

yt)=z(t) =",
ossia e~ ' ax ¢ la soluzione di ciascuno dei due problemi.
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Nonostante cio, il numero dei passi occorrente per ottenere una precisione
dell’ordine di (At)* in ¢ = 0,1 &, nel secondo esempio, circa 200 volte quello
richiesto nel primo. Risultato che dipende del diverso rapporto (| Amas|/|Amin]) =
3 nel primo caso e 100 nel secondo. Nel secondo esempio, come in tutte le
situazioni simili & importante, e talvolta necessario, ricorrere a metodi di tipo
implicito, in luogo di metodi espliciti, come lo sono i metodi di tipo Runge-
Kutta in generale e il metodo ODEA45 in particolare.

Esempio 2.10 (di problemi stiff)

Y fay) = (_1_0;‘“) - vl = G) |

La soluzione, come ¢ immediato verificare, e

y(t) = (e_:it) :

L’applicazione del metodo di Eulero esplicito, indicato con At il passo tempo-
rale unitario, richiede che

y(n+1) _ y(n) + f(xrw y(n))At’ n = O7 1, 2’ ey

ossia che
g = 105AE Y = (1100482 Y = L= (1 — 108AH)™H,
i = g = (A = (1= Al = (1= Aty = = (1A,

Da tali formule di ricorrenza segue che, per ragioni di stabilita,
1—10°At| <1 e |[I1-At|<1l=0<At<2107%

In altri termini, la stabilita numerica richiede che il passo temporale sia mol-
to piccolo. Se At ¢ esterno alla regione di stabilita, si verifica il cosiddetto
“blow up”, ossia una abnorme crescita dei valori assoluti degli iterati. Se, per
esempio, At = 107°, si ottengono gli iterati

gV =110y = -9, yt? = (—9)%..., 4" = (-9)",
per cul |y§n)| — +00 per n — oo. Inoltre
g = (1 =100y = 11077,

y = (1—107)%,..,
Y = (1-107%)" ~1—-10""n.
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Situazioni non accettabili, anche se non “esplosive”, si presentano quando ci
si avvicina alla frontiera sella regione di stabilita. Per At = 1079, ad esempio,
si ottengono gli iterati

y =0pern=0,1,2,...,
yén):<1_10—6)n pern:0’1’2,....

Per evitare questo tipo di problemi € necessario ricorrere a metodi impliciti,
ossia a metodi che, ad ogni passo, richiedono la risoluzione di un sistema di
equazioni. Situazione che, per quanto possibile, si cerca di evitare soprattutto
quando il sistema da risolvere ¢ non lineare. Utilizzando (nel caso specifico) il
metodo di Eulero implicito, ad ogni iterazione si deve risolvere il sistema

che, in forma scalare, diventa

(n)

(n+1) _ (1) _ 6 Af D) = (D) Y1 _ _ 1
" n b h 1+ 105At " (1+ 106A¢)m+
(n+1) _  (n) T R ys 1
P gl ALY o ) — ==
T = OTTE AT (T At (1+ At

Ricorrenze che evidenziano la stabilita del metodo, indipendentemente da At,
in quanto
|(1+10°AH) 7 <1 e [(1+AH) <1,

per ogni At > 0. Per At < 107°, ad esempio, si ottengono gli iterati

y(n): 1 ! y(n): ; ! n=0,12....
1 1+10) > 2 1+1075) ° T

Valori sostanzialmente accettabili, in quanto

y1(10_5n) = e_lon = e—lOn’ y2<10—5n) — 6—10’571 — 6—10*571.

Considerazioni analoghe valgono se si considera ’esempio (2.19) caratteriz-
zato dalla matrice A,. In questo caso la regione di stabilita, relativa al metodo
di Eulero diretto, e caratterizzata da un passo temporale

0 < At < 0.02.

Tale limitazione segue facilmente dalla applicazione del metodo di Eulero e
dell’osservazione che

Ay = VD, VT con V matrice ortogonale (VVT = I).
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Applicando il metodo, per n = 0,1,2,... abbiamo

- V(I + At DY)V Ty,

da cui, posto VTygn) = 2" segue

§n+1) ( At) n 7
20D = (I 4+ AtDy)z™ = ¢ 2" = (1 - 10A1) 25",
2D = (1= 100A8) 2.

Il metodo e pertanto stabile solo se
1 — At] <1, |1 — 10At] < 1, |1 — 100A] < 1,

ossia se 0 < At < 0.02. Di conseguenza, se si considera un passo temporale
maggiore, per esempio At = (.03, si presenta il blow-up ossia una crescita
abnorme dei valori degli iterati. Se invece si applica il metodo di Eulero im-
plicito, tale fenomeno non si presenta e si ottengono ragionevoli valori della
relazione anche con un passo temporale At = 0.03. Il metodo implicito non
richiede invece alcuna limitazione sul passo At. Per rendersene conto basta
osservare che la sua applicazione richide che

Yt =yl + AtV DV Ty,
dalla quale, usando le stesse precedenti notazioni, deriva la successione
(1= At Do)z = 200 0 2(F) — (T — At Dy) 2™,
Successione che, in forma scalare, ¢ cosi esprimibile

(n+1) ( +At)_ (n)
("“) = (1 + 10At)" 1z§”,
“‘“) = (1 + 100A8) 125",

Le precedenti considerazioni valgono unicamente per sistemi lineari. Nel
caso non lineare il comportamento e molto pitt complicato, in quanto possono
presentarsi singolarita anche al finito. In questo caso il “blow-up” puo risul-
tare intrinseco al problema come si puo osservare analizzando, ad esempio,
I'equazione [20]

/
v =tyly—2),  y(0)=1y.
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La sua esatta soluzione &

_ AT
Yo + (2 — yo)e?’

y(t)
Dalla sua espressione segue immediatamente che:

(a) y(t) =2 per yo = 2;
(b) y(t) converge asintoticamente a zero per 0 < yy < 2;

(c) Per yo > 2, y(t) ha una singolarita al finito a ¢ = 7, con

(o) = 1/In (yoyf 2).

Inoltre, y(t) — +oo se t — 7(yo) ™.

La soluzione dell’equazione differenziale & pertanto instabile rispetto alla sua
condizione iniziale in quanto per 39 = 2 € costante, per 0 < yg < 2 tende
asintoticamente a zero per t — +00 e per yy > 2 presenta un asintoto verticale

int=7(yo).

|\\
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
. . . . . o 2y0
Figura 2.1: La figura mostra i grafici della funzione y(t) = e Per

Yo = 4 e per yp = 1.
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Capitolo 3

SERIE DI FOURIER E
PROBLEMI SPETTRALI DI
STURM-LIOUVILLE

3.1 Funzioni periodiche e polinomi trigonome-
trici

Definizione. Una funzione f(x) definita in un dominio D ¢ detta periodica
di periodo T se, qualunque sia € D, x + T appartiene a D ed inoltre f(x) =
flx+T).

In tal caso T' ¢ il periodo e 1/T ¢ la frequenza della f. Se f(x) & periodica
con periodo 7', lo e anche di periodo 27, 3T, .... Per questo motivo, talvolta
si preferisce precisare che T' ¢ il periodo fondamentale.

Per esempio le funzioni sin x e cos x sono periodiche di periodo 27, mentre
sinwz e coswzr (w # 0), sono periodiche di periodo 27” Se k & un intero
positivo, anche sin kwx e cos kwx sono periodiche con periodo fondamentale
(27 /kw).

Spesso, in vari contesti applicativi, una funzione definita in un intervallo
di ampiezza limitata viene estesa per periodicita a tutto R. Ad esempio, la

funzione
x, 0<z <1,
.T =
/() {2—:15, 1<x <2,

puo essere estesa per periodicita su R, ponendo f(z) = f(x + 2).

Armoniche elementari. Le funzioni

1. fe(z) = a cos kwz + b sin kwz, k intero positivo, w # 0,
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2. gr(x) = pg cos(kwz + 0y), k intero positivo, p > 0, w # 0, 0, € R,

dette armoniche elementari, sono periodiche di periodo %” Esse sono inoltre
equivalenti, nel senso che, assegnate le costanti che caratterizzano una forma,
e sempre possibile passare dalla (1) alla (2) e viceversa. Per esempio, assegnati
pr € Ok, € immediato calcolare ay e by. Infatti, essendo
gr(x) = pr cos(kwx + 0y) = pi {cos(kwz) cos(by) — sin(kwx) sin(0y }
= py, cos(0y) cos(kwz) — py sin(fy) sin(kwz)

basta porre ay = py cos(0y) e b, = —py sin(6).
Viceversa, noti a; e by, ¢ immediato determinare py e ;. Infatti, essendo

{Pk cos O, = ay,

prsin 0y, = —by,

si avra pp = \/az + b% e 0, = arctg (—Z—i) se a # 0. In particolare, se b, = 0
si ha pr, = |ax| e 8 = 0 oppure 6 = 7 a seconda che sia a; > 0 0 a; < 0.

Polinomio trigonometrico. Per polinomio trigonometrico di ordine n,
intendiamo una funzione del tipo

T.(x) =ayg+ Z (ay cos kwzx + by sin kwz),
k=1

dove ag, ay, by e w # 0 sono numeri reali.
T, ¢ una funzione periodica, in quanto combinazione lineare delle 2n + 1
funzioni elementari

1, coswz, sinwz, ..., cosnwer, Sin W, (3.1)
tutte periodiche con periodo fondamentale 1" = 2“)—”

Teorema 3.1 Le funzioni trigonometriche (3.1), qualunque sia n, sono mu-
tuamente ortogonali in [0,T].

Dimostrazione.  La funzione costante f(z) = 1 & ortogonale a tutte le altre,
in quanto, per k=1,2,...,n,

T ) T . oL
/ 1 - cos ke do — [sm kwx] _sin kwT _ sin 2ikm 0,
0 0

T T
1-— 2
/ 1-sinkwwdx:—[w} :M:O'
0 kw ], kw
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Inoltre se h # k,

T T
/ cos kwx cos hwr dr = / 1 {cos(k — h)wz + cos(k + h)wz} dx
0 0

1 [Sin(k: — h)wz  sin(k + h)wm] T _0

T2 (k—hw (k+hw |,

in quanto w1 = 27. Da notare che se h = k,

T T
/ cos® kwzx dr = / 2 {1+ cos 2kwz} dx
0 0

1 sin 2kwx T_T
2 " T 2ke |, T 2

Pertanto i due risultati possono essere espressi nella forma

T T
/ cos kwzx cos hwx dr = 55hk7
0

essendo dyy, il simbolo di Kronecker, cosi definito:

1, h=k,
5hk =
0, h#k.

Analogamente, se h # k,

T T
/ sin kwz sin hwzx dr = / 1 {cos(k — h)wz — cos(k + h)wz} dx
0 0

:1Fm%—th_$Mk+quT

2| (k—hw (k + h)w

=0
2 )

0

e, se h =k,

T T
/ sin® kwr dr = / 2 {1 — cos 2kwz} dx
0 0

1 { sin2kwx}T T
0

2 2kw 2"

Pertanto, indipendentemente dall’essere h e k£ uguali o diversi,
T T
/ sin kwz sin hwz dx = §5hk.
0
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Infine ¢ immediato osservare che sin hwz e cos kwz sono ortogonali in [0, 77,
qualunque sia la coppia di valori h, k. Infatti, se h # k,

T T
/ sin kwzx cos hwx dr = / 5 {sin(k — h)wz + sin(k + h)wz} dx
0 0

1 [_ cos(k — h)wzr  cos(k + h)wx] T _0

T2 (k — h)w k+hw |,

e inoltre, se k = h,

T T T
1 2h
/ sin kwz cos hwx dx = / %sin 2hwz dx = 5 [—COS—W] = 0.
0 0 0

2hw
O

Dimostriamo ora un’importante proprieta sull’integrazione delle funzioni
periodiche.

Teorema 3.2 Indicato con T il periodo di una funzione periodica e integrabile
e con a un qualunque numero reale, vale la sequente proprieta:

/aa” f(@) do = /OTfm da.

Dimostrazione.  Qualunque sia a € R, esiste un intero n tale che nT <
a < (n+ 1)T. Pertanto, essendo (n + 1)T' < a+ T,

a+T (n+1)T a+T
| f@ae= [ payae /(M)Tf(w) da
(n+1)T a
= [ r@ades [ sweT)ay

(n+1)T a

:/ f(:c)dx—i—/ f(z)dx
a nT
(n+1)T

:/ f(z)dx

nT

T
:/ f(z+nT)dz
0

= /OTf(JJ) dx.

Dalla proprieta segue, in particolare, che

* ) do = / ") de.

v

qualunque sia il valore di T'. O
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Coefficienti di Fourier. Supponiamo che una funzione f(x) sia bene
approssimata in [0, 7] mediante un polinomio trigonometrico di ordine n

- 2
f(x) Nao—i—Z(akcoskwx—i—bksinkwx), T7="

w
k=1

E allora naturale richiedere che 'integrazione in [0, 7] della f(z) per le funzioni
di base
{1, coswz,sinwz, . .., cos kwzx, sin kwz}

risulti sostanzialmente uguale all’integrazione della funzione approssimante per
le stesse funzioni di base. Questo fatto, in conseguenza della ortogonalita delle
funzioni di base, implica che

T T
/ f(z)dx ~ ag/ ldr = aoT,
0 0

T T
/ f(x)cosk;wxda:zak/ coskaxdx:akg, k=1,2,...,n,
0 0
T T
/ f(x)sinkwxdxzbk/ sin2k:wxdx:bk%, k=1,2,...,n.
0 0

Poiché questa osservazione e dovuta a Fourier, i coefficienti

1 (T
aozf/o f(z)dz,
2 T
ak——/ f(z) cos kwz dx, k=1,2,...,n,
T Jo
2 T
bk:—/ f(z) sin kwz dx, k=1,2,...,n,
T Jo

vengono definiti coefficienti di Fourier della f.

Energia di un segnale. Supponendo che una funzione f(x), al quadrato
integrabile in [0, T'], rappresenti un segnale a valori reali o complessi, si definisce
energia del segnale la norma della f cosi definita

1

1= ( | ' foPd) P = )@,

dove f(z) indica il complesso coniugato di f(z) se f(x) ¢ complessa, f(x)
stessa se f(z) e reale.
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Indicato con T,, un polinomio trigonometrico, il quadrato della sua energia
puo essere agevolmente calcolato nel modo seguente:

T i n 2
HTnH2 = /0 ag + Z(ak cos kwz + by, sin kw:c)] dx

k=1

T n
= / as + 2ag Z(ak cos kwx + by sin kwz)
0

k=1

+ Z (ay, cos kwx + by, sin kwzx)(a; cosl wx + by sinl w:c)] dx

]C,l—l
/
0

ag+ 3> (ap +07)
k=1

ag + Z(ai cos® kwx + b} sin? kwa:)] dx
k=1

=T

Y

_ T .2 _ (T .2 _T
essendo w = (2m/T) e [, cos® kwzdx = [ sin® kwr dr = 3.
E interessante capire quale sia la distanza minima, in termini di energia, tra

una f(z) in [0, 7] ed una sua approssimante trigonometrica. Interessa dunque
minimizzare la funzione

(o, a1, by, -, by) — /0 F(z) = To(2)]2 do

al variare dei coefficienti ag, a1, by, ..., a,, b, di T,(x). E possibile dimostrare
che, grazie alla ortogonalita delle funzioni di base, tale minimo ¢ determinato
dai coefficienti di Fourier.

Dimostrazione. Per brevita, limitiamoci a dimostrare il risultato per
n = 1. A tale scopo consideriamo la funzione

T
I(ag,ay,by) = / [f(z) — (ag + ay coswzx + by sinwz))? dx
0

e indichiamo con

1 /7
ag = T/o f(z)dx,
9 (T
a; = T/o f(z) coswz dz,
R 2 (T
by = —/ f(z) sinwz dz,
T Jo
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i coefficienti di Fourier della f(z) in [0,77]. Per I'ortogonalita delle funzioni di
base e la definizione di ag, a1 e by

T
I(ao,al,bl)—/ fP(x)de + T af + Z(a3 + b7)
0

-2 [ao /OT f(z)dx+ay /OTf(:U) cos wx dx—+by /OTf(x) sinwxdm]

T
= / f2<33'>d513' + T&g + %(CL% + b%) -2 |:T aodo + %(aldl + blbl)i| s
0
da cui, aggiungendo e togliendo Ta3, La? e %l;%,

T
I(ag,ay, b)) = / fA(z)de — T ag + T(ap — ao)* — La3
0
+ L{ar — @) = L0 + L (b — by)?,

il cui minimo e ovviamente ottenuto per ag = ag, a1 = a; € by = by.

Il quadrato dell’energia corrispondente alla differenza tra la f(z) e la sua
approssimante ottimale Tl( ) = ag + a1 coswx + by sinwz & dunque

T
Hao i) = [ P@)ds =76 - 2@+ ).
0

Estendendo tali considerazioni al caso generale si ottiene che il minimo di
I(ag,ay,by,...,a,,by,) € ottenuto per ag = ag, ar, = ay e by, = b, k=1,2,....n.
In altri termini, prefissato n, i coefficienti di Fourier identificano il polino-
mio trigonometrico che, in termini di energia, meglio approssima un segnale,
esprimibile con una funzione al quadrato integrabile in [0, 1.

L’estensione delle precedenti considerazioni permette inoltre di affermare
che

. . T T .
I(ag, i1, by, . ..\ ap, by) = / f2(x)de — T a2 — 52 (az + bz)
0 k=1

da cui, essendo I(ay, a, bi,..., a4n, l;n) > 0, segue la disequaglianza di Bessel

. 1 9
@+ Z (a2+1) < 7 / Pl
Tale diseguaglianza esprime il fatto che ’energia associata al polinomio tri-

gonometrico che meglio approssima un segnale ¢ sempre inferiore a quella del
segnale stesso.
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Un’altra interessante osservazione € che

T ~
2 2 ~2 2
[Tl = 1Tl + 5 (@20 +8a)
ossia: I'energia dell’approssimante 7T, ¢ una funzione monotonamente crescente

rispetto a n e limitata dall’energia del segnale.

3.2 Serie di Fourier

Definizione. Sia f una funzione integrabile in [—L,L]. Allora ad essa ¢
formalmente associabile la serie di Fourier

=ap+ Z (an cos == 4 by, sin ?) ) (3.2)

dove, ag e gli {a,,b,} sono i coefficienti di Fourier, cosi definiti:

i/L f(z)dz

/ f(z cos@d:ﬁ

= z/_Lf(x)sianx.

Esempio 3.3 Scrivere la serie di Fourier di f(z) =z, —7 <z <.
Dalla definizione della sua serie di Fourier segue immediatamente che:

1 [7 1
= — d = — 271' = N
a = 5 7ﬂx x 47T[x ™. =0;
1 [ 1 /™ in k
ak:—/ xcosk;xdx:—/ xdsm -
T J)_x T J)_, k

1 sinkx]” _l/”sinkxd 1 coskzx]™ o
_7Tx k| . 7©J), k :B_ﬂ' k _ﬂ_’

1 [7 1 [7 k
bk:—/ xsinkxdmz——/ :L’dCOS L
T T k

—T —T

1 T 1 [7 2
_ 1 [mcoskkx] N _/ cos kx dr = 2 (1)
ﬂ- —

in quanto cos km = cos(—km) = (—1)*.



La serie di Fourier di « su [—7, 7] ¢ dunque la

Fla)=)
k=1
Esempio 3.4 Scrivere la serie di Fourier di f(z) = 2%, —7 <z <.

1 (7 1 37 2
a0 = — xzdx:_[%] -

(—1)* sin k.

L

1 [" 1 /" i
ak——/ z? coslmdx:—/ x2ds1nk‘x:
T J)_x T J)_x k
1| ,sinkx 1 [ cos kx
= — — 2xd =
T {x k }_ﬂ 71'/_7r . k2
1 coskz]™ 2 [T coskx 4 )
_% |:2{E k‘2 :|_ —;/ﬂ- /{32 dl‘_ﬁ(_l) )
1 [ 1 [ k
bk——/ x? smk::cdx:—/ z? COSRT _
T ) . i - k
1] ,coskx I sin kx
_%lx K ]W %/_ﬂzxd 2
1 sin kx 2 [T sinkx 2 [coskx
D) _z _“ _
w{x k?} n/_ﬂ EE k;[kQ 1ﬂ 0

Esempio 3.5 Scrivere la serie di Fourier di

0, —m<z<1,
flx) =41, 1<x<2,
2, 2<zxz<m.

In conseguenza della definizione della sua serie di Fourier,

a—l 7rxdaz:—l /2dx+/ﬂ2dx =
07 o o A 9 N
3

1
=—[1+2(r=2)]=1—- —;
277[ + (W )] o’
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1 [" 1]/ "
akz—/ x f(x)coskx dr = — [/ coskxd:c—irQ/ coska:d:c} =
T J_x ™ LJ1 2

1 1
= —|[(sin 2k — sin k) + 2(sin km — 2sin 2k)] = ——(sink)(2cos k + 1);
km km

1 (" 2 -
:_/ f(z)sinkx dx = {/ sinka:dm—i—Q/ SiIlkJZEdJ}:| —
I - L i

1
—k—[(cos 2k — cos k) + 2(cos km — 2 cos 2k)] =
m

1
= [— cos 2k — cos k + 2(—1)’“] :
T

Di conseguenza, alla f(z) possiamo associare la serie di Fourier

Fl(z )_1_3——2 {[sin k(cos 2k + 1)] cos kx

+ [2(-1)F - cosk; cos 2k| sinkx } .

Esempio 3.6 Scrivere la serie di Fourier di

f(x):{o, 3<x<0,

r, 0<x<3.

Per la definizione della sua serie di Fourier,

/f :%/ :de:%;
3

ak:l/ f(av)cosk—dxzﬁ/ ICOS@dQSZkSNQ [(—1)F —1];
3

k 1 [ k
/ f(z sinﬂ dx = / sin L gy = —i(—l)k.
3 3 3 km

(=

Pertanto, la serie di Fourier di f(z) in [-3,3] &

+ :ol { 5 [(—1)F —1] cos ML _ i(—l)ksin@} :

F(z) =

>

k272

Funzioni pari e dispari. Sia f una funzione definita in un intervallo
[—L, L] for every L € R*. Se per ogni « € [—L, L], risulta:

f(z) = f(—z), la funzione si dice pari;

f(z) = —f(—x), la funzione si dice dispari.
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Se per almeno un valore di x non vale nessuna delle due precedenti condizioni,
la f non e né pari né dispari. Di conseguenza, la funzione dell’Es. 3.3 e dispari,
quella dell’Es. 3.4 ¢ pari, mentre quelle degli esempi 3.5 e 3.6 non sono né pari
né dispari.

E importante notare che se la funzione f(z) e pari, allora b, = 0 per
n =1,2,... e la sua serie di Fourier si riduce ad una serie di soli coseni. Piu
precisamente risulta

Teorema 3.7 Se la funzione f é pari, la sua serie di Fourier e

- nw
}"(x)—ao—l—;ancosT
dove .
1
——/ f(x)dz e /f Cos@dx
L Jo

Dimostrazione.  Tenuto conto dell’ipotesi di parita

%/if(x)dx:% [/_if(x)dx—k/jf(x)dx}
:i {—/Lof(x)dx%—/oLf(m)dx} :%/OLf(x)dw

dove nel secondo passaggio si € posto t = —x nel primo integrale e si e fatto
uso della parita della f(x).

Analogamente
k
/ f(x) cos Lx dx

[/ f(z cos—dx—i—/f COS@dlL’
:Z/o f(x)cosTd:c,

/ f(z sin@da:

L T
=7 [/_Lf(a:)sianx—i—/o f(x)sindex
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Se la funzione f(z) ¢ dispari, allora ag =0e a, =0pern=1,2,...ela
sua serie di Fourier si riduce ad una serie di soli seni. Piu precisamente risulta

Teorema 3.8 Se la funzione f é dispari, la sua serie di Fourier é

o0
. nNmTx
= E bnSIHT,
n=1
dove

/ f(z sinwdm

Dimostrazione.  Si dimostra in modo del tutto analogo, ossia decomponen-
do l'integrale tra [—L, L] in uno tra [—L,0] e uno tra [0, L], ponendo t = —x
nel primo integrale e ricordando che f(—t) = —f(t). 0

Osservazione. Non ¢ detto che il valore della f in un generico x € [—L, L]
coincida con il valore della sua serie di Fourier in x. In altri termini, non
necessariamente la serie di Fourier di una funzione risulta ad essa convergente
in ogni punto.

Ad esempio, la serie di Fourier di f(z) =z in [—m, 7] &

(o)
=25

k=1

1)+ sin ka,

wlw

la quale assume il valore 0 in x = £7, mentre in tali punti f(x) = 7. Inoltre,
mentre f(5) = 7, non ¢ affatto evidente che 7 sia il valore della serie in tale
punto.

Allo scopo di discutere il problema della convergenza ¢ bene premettere le
seguenti definizioni di derivata destra e derivata sinistra.

Definizione. Se la f(z) ammette limite destro in ¢ (f(zd)), si definisce
deriwata destra della f in xg il limite

Pt =t L0 =16

h—0t+ h ’

nell’ipotesi che esso esista e sia finito.
Analogamente, se la f ammette limite sinistro in zy (f(zy)), si definisce
deriwata sinistra della f in zq il limite

f/(l"g) — lim f(x() — h) — f(xﬁ)

h—0t —h ’

nell’ipotesi che esso esista e sia finito.
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Esempio 3.9 Sia

l+z, —7m<2<0,
f@) =49,
x°, 0<z<m.

In questo caso esistono derivata destra e sinistra in tutti i punti interni. Per
x € (—m,m) \ {0} & evidente, mentre in x = 0, essendo f(07) =0e f(07) =1,
risulta )
h=—0 1—h—-1
lim =0, Ilm ——=
h—0t h h—0t —h

1.

Da notare che in — esiste la derivata destra e in 7 quella sinistra con f'(—7™)
=1le fl(n7) =2m.

Definizione. La funzione f ¢ regolare a tratti in [a, b] se valgono le seguenti
proprieta:

1) esiste un numero finito di punti z1,...,z, con a < 1 < ... < z, < b,
tale che f sia di classe C* negli intervalli (a,z1), (x;,z;41) (per j =
1,2,...,n—1) e (x,,b);

2) nei punti y, ..., x,, esistono finite le derivate destra e sinistra;

3) nei punti 1, ..., x,, esistono finiti i limiti destro e sinistro.

Teorema 3.10 (Convergenza della serie di Fourier) Sia f regolare a tratti su
[—L, L. Allora:

1) se la f é continua in xy € (—L, L), la serie di Fourier assume in xq il
valore f(x);

2) se xy € (—L,L) e la f é discontinua in xy, la serie di Fourier in xg
converge a

slf(xg) + flag));
3) la serie di Fourier converge a
sUF(=LT) + F(L7)]

sia in —L che in L.

k12

La 1) consente, ad esempio, di affermare che ) 77 (—1)*"'2

dalla quale segue che

ox o
sinkj = 7,

2

=1
D=
k=1
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Per convincersene ¢ sufficiente osservare che, per I’esempio 3.4,

, T o d o — 4
W—g—i-;(—l)ﬁcosw _+;ﬁ

Teorema 3.11 (Lemma di Riemann-Lebesque) Sia f sommabile in [—L, L]
(nel senso che esiste finito 'integrale ffL |f(z)|dx) e ivi sviluppabile in serie
di Fourter, allora

L L
lim f( )cos@dxzo, lim f( )sinn%dsz

n—00 L n—00

limiti che stabzlzscono la convergenza a zero dei coeﬂicienti della serie di Fou-
rier.

Questioni rilevanti sulle serie di Fourier riguardano la sua integrazione e
derivazione termine a termine. Come si evince dai due teoremi che seguono,
la differenziabilita termine a termine & molto piu problematica rispetto alla
integrabilita.

Teorema 3.12 (Integrazione termine a termine) Se la f é regolare a tratti in
[—L, L], essa ¢é integrabile termine a termine, ossia, per ogni x € [—L, L],

z L1 nnT nwT
D= e+ 0+ E30 ™ 0, feos ™ cosn] )
/_Lf() ap(z + L) + W;n a,, Sin 7 + CoS 7 COS N

Esempio 3.13 Dall’esempio 3.3, la serie di Fourier di f(z) = 2z in [—7, 7] &

4
F(z) = Z Esin kx.

k=1

Poiché f ¢ continua in [—, 7|, in virtu del Teorema 3.12, si puo scrivere

oo 4 T
/Qtdt x —WZ—Z—(—l)k“/ sin kt dt

k=1

I

I
WE
T o

(—1)k+1 |:—%(COS kx — cos k)

k=1

(—=1)* [cos kz — (—1)*],

I
WE
|~

i

1

2
da cui, ricordando che Y2 % &

3.4, che
= 7T— §° kcos kx
3 pt k:

si ottiene esattamente, come nell’esempio

I N

48



La differenziazione di una serie di Fourier si presenta in modo molto diverso.
Infatti, differenziando termine a termine la serie di Fourier di z in [—m, 7| si

ottiene
3 (Fonrsnie) = Yoat- ot
k=1 k=1

la quale non converge per alcun valore di z in (—m,7) e tanto meno risulta

Jla) = 1.

Teorema 3.14 (Differenziazione termine a termine) Se la f ¢ continua in
[—L, L] con f(—L) = f(L) ela f’ é regolare a tratti in [—L, L], allora la serie
di Fourier é derivabile termine a termine. Ossia, in ogni punto x € (—L, L)
in cui la f'(x) € continua,

Fl(z) =

=1
NE

[ . nmx b mrx]
—na,sin — +nb, cos —| .
L L

Il
—_

n

La serie di Fourier di f(x) = z non ¢ dunque derivabile termine a termine

in quanto f(—m) # f(n).
Esercizi.

1. Risolvere 'equazione differenziale

2t
T , —m <t <0,
s
' +8y=f(t), f(t)= ”_Zt, 0<t<m,
T

flt+2m), teR.

Sviluppando la f(t) in serie di Fourier si ha che:

4 KR —(—1)k
kQ

F(t)= — cos kt.
k=1

Posto y(t) = ao + e, ay cos kt, derivando e sostituendo nell’equazione
differenziale, si ottiene

S 41— (-1)*
8ap + Z:(—k‘2 + 8)ay cos kt = 3 Z % cos kt
k=1 k=1

da cui

™

41— (—1)F
ap =0, (—/{:2—1—8)%:—22%(:081%15, k=12,...
k=1
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e infine

[e.9]

8
_ 5 2k — 1)t.
w2 £ {2k — 1) (2k— 77 o8 )

2. Calcolare la serie di Fourier di f(z) = |z|, -7 <z < .

Soluzione:

Flz) = %Z ﬁ cos(2n — 1)z

n=1

-1, —7<z2<0
3. Calcolare la serie di Fourier di f(z) = p TS
1, 0<z <.

Soluzione:

F(x) = 4 Z ! 1 sin(2n — 1)z.

2n —
=1

Decadimento dei coefficienti. La rapidita con cui i coefficienti di Fourier
{ag; by} convergono a zero per k — oo, dipende dalla regolarita della funzione
f(x) cui la serie si riferisce. In generale, si puo affermare che esso ¢ tanto piu
rapido quanto piu la f & regolare. Piu precisamente se la f(x) presenta dei
punti di discontinuita a, = O (%) eb, =0 (%), ossia i coefficienti decadono a
ZEero come % per k — oo. Se la funzione e continua ed esiste la derivata prima,
come funzione continua a tratti, a = O (k%) eb,=0 ( k?) ossia i coefficienti
decadono a zero, per k — 0o, come k% Se, infine, la f & derivabile r volte
(r > 1) ed esiste la derivata (r + 1)-esima, come funzione continua a tratti,
ap = O (#) eb,=0 (kr—lﬂ), ossia i coefficienti decadono a zero, per k — oo,
come .

3.3 Serie di Fourier in due variabili

La sviluppabilita in serie di Fourier non e limitata alle funzioni in una variabile,
ma riguarda anche le funzioni in piu variabili. Supponiamo, ad esempio, di
avere una funzione

flzyy)con —L<zx<Le —M<y<M,

integrabile nel rettangolo [—L, L] x [—=M, M]. Supponiamo inoltre che, prefis-
sato y, la funzione gy, (x) = f(x,y) sia dispari nell'intervallo [-L, L]. La sua
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espansione in serie di Fourier e allora

. nNmx
g (%) = Y _ buly) sin —=,

dove

ba(y) = %/OL gpy) () sin (?) dx = %/OL f(x,y)sin (?) dx,

pern=12 ...
Supponiamo ora che la b,(y) sia, a sua volta, sviluppabile in una serie di
funzioni seno (ipotesi verificata nel caso sia dispari in [—M, M]). In tal caso si

puo scrivere
oo
m7ry
g by m Sin ,

m=1

essendo

bpm = U / sm M )dy

In definitiva, la f(z,y) puo essere sviluppata come una doppia serie di Fourier,
nel modo seguente:

flz,y) = Z [Z brm SID mj\;y] sin ?

essendo

2 (M2 [F
boom = M/ (—/ f(z,y) sinn—zxdx) sin mj\zydy
LM/ / f(z,y) smmsin Ajfyda:dy.
Esempio 3.15 Sia f(z,y) =2y, -5 <2 <%, —n<y <

Essendo la f dispari rispetto ad ambedue le variabili, sulla base delle
precedenti considerazioni, possiamo scrivere

n

x,y) = Z Z bpm SIn My sin 2n.,
i=1 j=1
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dove

bym = / / xy sin my sin 2nx dxdy

/2 2
= y sin my dy/ x sin 2nx doe = —(—1)"".
0

7T2 0 nm

Nel caso generale, la rappresentazione in serie di Fourier di una f(z,y),
sull'intervallo —L <z < Le —M <y < M, ¢ la seguente

oo o0

nmx mmy nmwxr . mmy
T,y) = Qpyym, COS —— COS ——— ~+ by, COS —— SIn
f(z,y) n:[)mz:()( I Mo I M
n . nTT mmy Cd s nmx | mwy)
Crym SIN —— €OS ——— m SIIL —— Sin
I M L M

. nmx
= agg + E ano cos —_— + Cpo SIN I

mmy nwr mmy
E E Cnm cos —_— COS bym COS —— sin
+ =t = < M + L M
n . nwx mmy d nmwT mwy)
Cpnm SIN —— COS m SIN —— Sin ,
L M L M

con i coefficienti cosi determinati:
1 L M
Qop = W/ / f(:x,y) dydz,

aAgm = 2LM/ / f(z,y) cos

Gno = 2LM// flx ycos—dyd n=12...;

Cpm = LM/ cosmﬁ/ :vycos—d:vdy, m,n=1,2,...;

bnm:—/ sin
LM |
1 M
Com = 777
LM/_M
1 M
dnm:—/ sin
LM |_,,

d:cdy, m=1,2,...;

/ :zzycosTdmdy, m,n=12...;

(z,y sdexdy, m,n=1,2,...;

/ xysdexdy, m,n=12....
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Da notare che by,,, ¢no, don € do non compaiono in quanto coefficienti di fun-
zioni che si annullano rispettivamente per m =0, n =0, m =0 e n = 0 come
¢ immediato notare, guardando lo sviluppo della f(x,y). Naturalmente, come
abbiamo gia visto nel caso di una funzione f(z,y) dispari rispetto ad entram-
be le variabili, lo sviluppo si semplifica notevolmente nel caso di importanti
simmetrie. Nel caso la f(x,y) sia pari rispetto ad ambedue le variabili, essa
assume la forma seguente:

= nmwx > m
f(z,y) =apo + 231 Qg COS % + mz:l Qo COS ]\Zy
2 = nmwx mmy
+ Qmp COS —— COS ———,

dove agg, g, € amp sono determinati come gia specificato nel caso generale.
Qualora la funzione sia pari rispetto alla x e dispari rispetto alla y, si ha il
seguente sviluppo:

z,y) = Z bom sin >
m=1

Se, infine la f e dispari rispetto alla x e pari rispetto alla y, si ha il seguente
sviluppo:

+ Z Z by, COS @ sin m]\zy‘

m=1 n=1

Z Com sm —_— + Z Z Cmn Sm COs m]\Zy.

m=1 n=1

Esercizio. Dimostrare che lo sviluppo di f(x,y) = 23y, per —7 <z <7
e —m <y < e la serie

Z Z ) (mzﬂz — 6) sin na sin max.
m=1 n=1
3.4 Problema di Sturm-Liouville: Forma ca-
nonica

Si tratta di un problema spettrale che, nella sua forma canonica, viene rappre-
sentato nel modo seguente:

o 2]+ s =rm ase <o

o y(a) +azy/(a) =0, Biy(b) + p2y'(b) =0,

(3.3)
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dove ay, aw, B1, B2 sono costanti assegnate tali che a? + a2 > 0 e 32 + 52 > 0;
p(z) > 0, g(z) e r(x) > 0 sono funzioni note e A & un parametro indipendente
da z.

Ogni equazione del tipo

Y +a(z)y + [b(x) + Ae(z)]y =0, a<z<b,

puo essere scritta nella forma (3.3), a condizione che ¢(z) > 0. A tale scopo,
indicata con a(z) una primitiva di a(z) (a(z) = [ a(z) dz), basta moltiplicare
I'equazione per e*®). Cosi operando si ottiene infatti

@y + e @a(z)y + [e*@b(z) + Ne"Pe(x)] y =

= L[y + [qa) + M)y = O

con p(r) = €@ > 0, g(x) = —e*@b(z) e r(x) = e*@c(z) > 0, essendo
c(x) > 0 per ipotesi.

Per il suo ruolo particolare la funzione r(z) ¢ definita funzione peso. I valori
{Ak}32, del parametro spettrale A ai quali corrispondono soluzioni {y }%2; non
identicamente nulle, sono detti autovalori e le corrispondenti y; sono definite
autofunzioni. L’'insieme {\g, yx }72, rappresenta lo spettro del problema.

Lo spettro e caratterizzato dalle seguenti due proprieta:

e gli autovalori sono reali e formano una infinita numerabile non limitata,
con limy_,o [Ax| = +o0;

e le autofunzioni sono mutuamente ortogonali, rispetto alla funzione peso
r(z), nell’intervallo [a, b], ossia ffr(x)yn(x)ym(x) dx = 0 per ogni coppia
(n,m) con n # m.

Da notare che ambedue le proprieta valgono anche nell’ipotesi che r(z) < 0,
nel qual caso come peso si assume la funzione |r(z)]|.

Alcune dimostrazioni.

1) Gli autovalori sono reali.

Dimostrazione: Supponendo «q, oo, B1, [a, p, ¢ ed r reali, siano A un
autovalore e y la corrispondente autofunzione. In tal caso A e y soddisfano
il sistema

d

ek RY TR U

o y(a) + azy'(a) =0, PBry(b) + B2y (b) =0,

(3.4)
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da cui, considerando i complessi coniugati, si ha

d

- [p(m) j—i] +q@)y=Ar(2)y, a<x<b,

ary(a) + a2y(a) =0, Liy(b) + A7/ (b) = 0.

Moltiplicando 'equazione (3.4) per 7 e la (3.5) per y e sottraendo membro
a membro si ottiene
d

= (@) (W7 =7y = A =N r@) yl’,

da cui, integrando tra a e b,

(3.5)

@) w7 — T = (A~ N / @)y dr = 0,

in quanto y(a)y'(a) — y(a)y'(a) = 0 e y(b)y'(b) — y(b)y'(b) = 0, dato
che a; e o non si annullano simultaneamente! e neanche 3, e B,. Di

b
conseguenza, A = \, dato che / r(x)|y|* dx > 0.

2) Le autofunzioni corrispondenti ad autovalori diversi sono ortogonali in
[a, b] rispetto alla funzione peso r(x).

Dimostrazione: Se y; e y» sono le autofunzioni corrispondenti agli auto-
valori A\; # Ao, sono validi i sistemi

d d
i [P0 | e = A, ase<h
aryi(a) +aoyi(a) =0, Bryi(b) + Bayi(b) =0,

d d
- [p(m) %} +q(@)ys = Xor(x)ys, a<z<b (3.7)

a1 1a(a) + aays(a) =0, Brya(b) + Bayy(b) =0,

Moltiplicando 1’equazione (3.6) per y e la (3.7) per y; e sottraendo
membro a membro si ottiene

% [p(2) (119 — vou))] = (M1 — A7 (@)y15s.

La relazione y(a)y(a) —¥(a)y'(a) = 0 & vera in quanto il primo membro ¢ il determinante

del sistema omogeneo

y(a)ar —y'(a)as =0,
g(a)ar +7'(a)az = 0,

nel quale a; e as non sono entrambi nulli. Per lo stesso tipo di considerazioni e valida anche
la seconda relazione in b.
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Integrando tra a e b e tenendo conto delle condizioni agli estremi si ha

b
b
(= 2a) [ rlalynge dz = o) ons ~ 121 = .
Conseguentemente, essendo, A\; # Ay, 41 € Yo sono ortogonali rispetto a
r(z) in [a, b].
I sistemi di Sturm-Liouville sono spesso generati dalla risoluzione dei pro-

blemi alle derivate parziali mediante la tecnica di separazione delle variabili.

Esercizio 3.16 Sviluppare la funzione f(z) = e~*V2 mediante le autofunzioni
del seguente problema di Sturm-Liouville:

" +20+(2+X)p=0, con0<z<7T,

#'(0) +2(0) =0,

»(3) =0.

Si cercano soluzioni del tipo p(z) =~ e
caratteristica

*? che conducono all’equazione

a? +2a+ 2+ =0.

Questa equazione ha come soluzioni a5 = —1 £ y/—(A+ 1). Occorre distin-
guere tre casi a seconda del segno del discriminante.
e A < —1. In tal caso abbiamo due radici reali e distinte a3 = —1 £

\/m, per cui la soluzione generale e
plz)=e" <01 eV =0 4 () emm> |
Poiché
@(0) = c1 + ¢,
§0) =t + (- "D + e/ TOED).

p(3)=e? [016 V04D 4, e%\/A—H)]

Y

13

le costanti ¢; e ¢o devono soddisfare il sistema

(1— —()\+1)) e+ (1+ —()\+1) e =0,
e*%mcl + 3V, =,

Affinché ¢; e ¢y non siano simultaneamente nulli il determinante A(\) di questo
sistema, ossia

A(N) = <1 — V- + 1)) o3V -+ <1+ m) V=01
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deve risultare nullo. Posto b = y/—(A+1) > 0, si puo affermare che il
determinante si annulla quando

(1-10) ez — (14+0) e’ = 0.

Riscritta 1’equazione come % = e7™? le sue soluzioni sono date dall’interse-
zione in (0, 1) fra la funzione y(b) = %b) e la funzione y(b) = e ™’ per 0 < b < 1.
Dalla rappresentazione grafica delle due funzioni [Fig. 3.1}, si vede che esiste
un singolo valore di b € (O~7 1), b, dove i due grafici si intersecano. Ad esso
corrispondono 'autovalore A = —1 — b* appartenente all’intervallo (—2,—1) e

l'autofunzione

@(.T) — e e—m\/—(S\—H) . 1- _()\ - 1) ez\/—(S\—H)

1+4/=(A+1)

1

0.9 r

0.8 r

0.7 r

0.6

05 r

04 r

03

0.2 r

0.1 r

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.1: La figura rappresenta i grafici delle funzioni y = }jr—; ey=e ",
e \ = —1. In tal caso abbiamo due radici reali e coincidenti oy = oy = —1.

La soluzione generale ¢ ¢(z) = e (¢1 + cax), con ¢; e ¢z soluzioni del sistema
omogeneo
c1+c =0,
T
c1 + 5 Cy = 0.

Essendo il suo determinante diverso da zero, 1'unica soluzione ¢ quella banale
(Cl = Cy = O)
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e A > —1. In questo caso abbiamo due radici complesse coniugate o o =
—1+ iV A+ 1, per cui la soluzione generale &

plx)=e" <01 cos(zVA+1) + ¢, sin(a:\/A——l—l)) ;

le cui costanti ¢; e ¢y sono da determinare mediante il sistema di equazioni
lineari e omogenee

{CI+CQ\//\+1:O,

c1 cos(5VA+ 1)+ ¢ sin(FvVA+1)=0.

Dalla prima equazione del sistema si ricava ¢; = —co/ A + 1, che sostituita
nella seconda equazione fornisce

2 [—\//\—i—lcos(g A+ 1) +sin(3 )\—1—1)] = 0.

Non consideriamo c; = 0, in quanto questa scelta comporta ¢; = 0. L’equa-
zione € quindi non banalmente soddisfatta quando

t(EVATT) = VATT.

Per risolvere tale equazione poniamo $vA + 1=z > 0, da cui segue che

2
tgz = — 2.
T

Come si vede nella Fig. 3.2, i due grafici si intersecano in un insieme nu-

Figura 3.2: La figura mostra i grafici delle funzioni y = %z ey =tgz.

merabile di punti {z;: k=1,2,...}, dove kr < z, < 2"“'2—“ 5. Gli autovalori
corrispondenti sono i A\, = —1 + (2%) , cui sono associate le autofunzioni
. 22 2z1x 2z1x
or(z) =€ —— o8 sin :
T T T
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La soluzione generale ¢ pertanto la serie
(o.9]

p) = ap(x) + Y appr(x)
k=1

essendo @(x) Pautofunzione relativa all’autovalore —2 < X\ < —1. Per deter-
minare i coefficienti si deve imporre la condizione

e = ap(x) + Z appr(x

Per fare questo osserviamo che 'equazione ¢” 4+ 2¢' 4+ (2 + X) ¢ = 0 puo essere
riscritta nella forma canonica
2 2
o) 4+ €*(2+ N = 0,
¢ 2+ XN
per cui la funzione peso ¢ r(x) = e**. Essendo le autofunzioni ortogonali in
[0, §] rispetto al peso r(z), i coefficienti della serie sono ottenibili nel modo
seguente:

fog €2 e V2 5(x)dx

Jo? e2¢(x)*dx
g 2z —\/ﬁx d

ak:fo ie gpk2(a:) :E, conk=1,2,....
f02 e (z)” dx

Esercizio: Risolvere il seguente problema di Sturm-Liouville:

a =

Y

20" +3yY +(A—2)y=0, con0<zx <5,
2y(0) +y/'(0) =0,
y(5) = 5.

3.5 Problema di Sturm-Liouville con condizio-
ni di periodicita
Consideriamo preliminarmente il classico problema spettrale

—y" = Ay, a<xz<b,
y(a) = y(b), (3.8)
y'(a) = y'(b).
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E facile osservare che non esistono autovalori negativi. Infatti se A = —/2,

B > 0, la soluzione risulta del tipo y(x) = c1€’* + cye™P* con (cy, ¢3) soluzione
del sistema lineare omogeneo

(ePr — )y + (e7P2 — 7Py = 0,
(ePr — )y — (e7P — 7Py = 0,

il cui determinante
(eP% — eP)(ePT — e7F%) 4 (e7Pr — e7FY) (&P — PY) £ ()

per 8 > 0. Per A = 0, si ottiene un’autofunzione yo(z) = ¢y = costante. Per
A > 0, la soluzione generale dell’equazione e

y(z) = ¢1 cos(zVN) + ¢y sin(zV/N),

con ¢; e cp costanti arbitrarie.
Imponendo le due condizioni di periodicita, si trova che (¢1,¢3) debbono
soddisfare il sistema

(cos(av/A) — cos(bv/A)ey + (sin(av/A) — sin(bv/A)ey = 0,
—(sin(av/A) — sin(bv/A) ey 4 (cos(av/A) — cos(bv/A)ey = 0,

il quale possiede una soluzione non banale (¢; e ¢ non contemporaneamente
nulli) se e solo se il suo determinante

(cos(aVA) — cos(bVA)? + (sin(aV/A) — sin(bv/A)? = 0

ossia se e solo se cos(av/A) = cos(bV/A) e sin(av/A) = sin(bv/A). Quest’ultima
condizione, tenendo conto dell’ipotesi di nonnegativita di A, & soddisfatta se e
solo se (b — a)v/ A, = 2km, k=1,2,..., ossia

2
Ao = (2’”> L k=1,2,....
b—a

Lo spettro del problema (3.8), tenuto conto del fatto che le autofunzioni sono
definite a meno di un fattore moltiplicativo e che non esiste alcuna relazione
tra c; e co, € pertanto costituito dalla seguente infinita numerabile di autovalori
e autofunzioni:

{)\0 2071}7 kZO,

S\, y) = [ 2kn \? 2%\ . [ 2km
A = ;cos | —— | ,sin ,
b—a b—a b—a
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dove k = 1,2,.... Di conseguenza, il problema (3.8) possiede una infinita
di autovalori A\, con A\ — 400 per k — oo, e un’infinita di autofunzioni
mutuamente ortogonali in [a, b], come ¢ immediato verificare.

Consideriamo ora la seguente estensione bidimensionale del problema (3.8):

—(Uge +Uyy) = Au, a<z<b c<y<d,

u(a,y) = u(b,y), ua( 2(0,y), (3.9)
u(z,c) =u(z,d), uy(z,c

Per la sua risoluzione, utilizzando la separazione delle variabili, poniamo
U(z,y) = X(2)Y(y).

Procedendo come al solito, indicato con « il parametro che caratterizza la
separazione nella FDE, otteniamo

—X"=aXe -Y'=(—-a)Y.

Tenuto conto della periodicita, si perviene ai due sistemi

;

—X"=aX,

X(a) = X (b), (3.10)
| X'(a) = X'(b),
(—Y" = (A—a)Y,

Y(e) =Y (d), (3.11)
LY'(c) = Y'(d).

Procedendo come nel caso (3.8), per il sistema (3.10) si ottiene lo spettro

S( X)— B 2nm 2 X()— 2nwx . 2nmwx >
Qp, Xp) =< oy, = i n(x) = cos —_ ,sin T .

Per quanto riguarda lo spettro del sistema (3.11), nel quale a assume i valori
o, gia identificati, si procede come nel caso (3.8). Cosi procedendo, per ogni
n=20,1,..., si ottiene lo spettro

omm \ 2 2mmy
Sn()\n,’maYn,m) - {/\n,m = Op ‘I’ (E) ) Yn,m(y) = COS <d _ C) )

2
oppure Y, ,,(y) = sin (%) :m=20,1,2,.. } ,
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dove A, ,, — 400 per m — o0 e le Y}, ,,, sono mutuamente ortogonali nell’in-
tervallo [c, d].

Come conseguenza, tenuto conto della separazione delle variabili, lo spettro

per il problema (3.9) ¢ il seguente insieme bi-infinito

S()‘n,m§ Un,m) = {)‘n,m = (%)2 + (%)2;

2nm 2mm
Upm(x,y) = cos <b — x) cos <d — Cy) )

CoS (g”“ ) sin (2m7T )

sm(imr )COS(2 z )
sm(gmr )sm(d& ) :0,1,...},
dove le autofunzioni sono mutuamente ortogonali nel rettangolo [a, b] X [, d].

Suggerimenti. Per ulteriori approfondimenti e applicazioni si vedano i
libri [4, 19] oppure [27].
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Capitolo 4

RISOLUZIONE ANALITICA
DELLE PDEs

I metodi piu utilizzati nella risoluzione analitica delle PDEs sono due: il
metodo degli integrali generali e il metodo della separazione delle variabili.

4.1 Metodo degli integrali generali

Esso rappresenta la naturale estensione alle PDEs del metodo di D’Alembert,
gia utilizzato nella risoluzione delle ODEs. Tenuto conto delle finalita del libro,
procediamo alla sua illustrazione mediante la sua applicazione a vari tipi di
PDEs.

Iniziamo con il seguente problema di Cauchy per una PDE del primo ordine

ou ou
%—I—Sa—y—o,

u(0,y) = 4siny.
Per la costruzione dell’integrale generale, osserviamo preliminarmente che

una funzione del tipo

u(z,y) = e

e soluzione dell’equazione differenziale soltanto se a = —3b. Di conseguenza
I'integrale generale ¢ della forma

u(z,y) = F(y — 3z), con F arbitraria e differenziabile rispetto a = e y.
La condizione al contorno richiede che
u(0,y) = F(y) = 4siny
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il che implica che la soluzione del problema differenziale e
u(z,y) = F(y — 3x) = 4sin(y — 3x).
Determiniamo ora la soluzione generale dell’equazione differenziale
Suy = 10 uyy. (4.1)
Estendendo il ragionamento adottato per le ODEs cerchiamo una soluzione

della forma u(z,t) = e** che, sostituita nella equazione differenziale, fornisce
la seguente relazione tra le costanti reali a e b:

3b* = 10a” = b = +ay /4.

Questo implica che nell’equazione differenziale data (equazione delle onde) la
variabile spaziale e temporale sono correlate, nel senso che compaiono univo-

camente nella forma a <x Ftq/ %) Per questo motivo, ipotizziamo ora che la

soluzione generale della (4.1) sia

w(z,t) = F (m - t\@) +G <x + t\/lg(]) , (4.2)

con F e G di classe C?, peraltro arbitrarie. Per verificare se la (4.2) soddisfa
I'Eq. (4.1) osserviamo che

Uy = \/1;0[—17' (2= ty/2) + ¢ <x+t\/1;0>] :
U, = F’ <x—t\/zgo> + G’ (m+t\/¥>,

e che
Uy = 5 [F” <x — t@) +G” (ar—i-t\/zgoﬂ :
Ugy = F” (m—t@) +G” <x+t\/¥> :

Da cui segue immediatamente che

Suy = 1Ouxx7

ossia che la (4.2) ¢ la soluzione generale della (4.1).

64



Consideriamo quindi la PDE iperbolica

0*u )
Oxdy -
u(z,0) = 22,
u(l,y) = cosy.

Integrando ordinatamente rispetto alla x e alla y si ottiene l'integrale
generale
u(z,y) = g2’y + Fly) + G(a).

Per le condizioni al contorno deve essere

u(z,0) = F(0) + G(z) =2* = G(z)=2>— F(0)

u(l,y) = ty*+ F(y) + G(1) =cosy = F(y) =cosy — 1y* — G(1),

dalle quali si ottiene u(z, y) = ga*y*+cosy—3y>—G(1)+2*>—F(0), con G(1)+
F(0) = 1, essendo u(x,0) = 2°.

La soluzione del problema differenziale ¢ dunque

u(z,y) = %x?’yQ + cosy — %y2 + 2% —1.

4.1a Problemi di Cauchy per PDEs iperboliche

.....

0%u 0%u
4@225@7 0§$§T7t20,
u(z,0) = sin 2z,
ur(z,0) = 0.
Ogni funzione
u(a,y) = et

e soluzione dell’equazione data se b = :I:ga.
L’integrale generale ¢ dunque della forma

u(z,t) = F(2z + 5t) + G(2z — 5t), F e @G differenziabili rispetto a = e ¢.

Dalle condizioni al contorno

{u(m, 0) = F'(2x) + G(2x) = sin 2z,
u(z,0) = B5[F'(2z) — G'(2x)] = 0,
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segue che, derivando rispetto ad x la prima equazione e sommando alla seconda,
F'(2x) = 1 cos 2z,
ossia

F(2z) = $sin2z + ¢,

G(2x) = §sin2z — ¢,

dove ¢ € una costante arbitraria.
Infine, si ottiene la soluzione

u(x,t) = §sin(2x + 5t) + 5 sin(2z — 5t).

2. Equazione delle onde con posizione e velocita iniziali non nulle

u_
o2 022’
u(z,0) = sin(z),

con0<z<m t>0,

u(z,0) = cos(x),

dove ¢ > 0.
Una funzione del tipo
u(z,t) = e

vEet) fornisce due soluzioni

soddisfa I'equazione se b = %ca. Per cui u(z,t) = e
particolari, qualunque sia il valore di a. L’integrale generale sara quindi della
forma

u(x,t) = F(x +ct) + G(x — ct)

con F' e G derivabili almeno due volte rispetto a x e a t.
Poiché u¢(z,t) = ¢ F'(z+ct)—c G'(x—ct), dalle condizioni iniziali ricaviamo
il sistema
u(z,0) = F(z) + G(z) =sinx
u(z,0) = c[F'(z) — G'(x)] = cos .
Derivando la prima equazione si ha F'(z)+G'(x) = cos z per cui, tenuto conto

della seconda equazione, ¢ possibile ricavare F'(x) e G'(x). Piu precisamente
si trova F'(z) = 1 (1+ 1) cosz e G'(z) = 3 (1 — 1) cosz. Integrando si ha che

—_

F(z)=1 (1+—> sinx + ¢q,

Al O

G(z) =3 (1 - )sina:+cz,
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dove ¢; e ¢y sono costanti arbitrarie che, per la condizione F(z)+ G(x) = sinz,
devono soddisfare il vincolo ¢; + ¢ = 0. Possiamo quindi scrivere

1
F(:c—l—ct):%(1+—)sin(:c+ct)+cl,
c
1 LY .
Gz —ct) =5 |1——|sin(z —ct) — c1,
¢

percio l'integrale generale diventa

u(z,t) =1 (1 + %) sin(z + ct) + 1 <1 - 1) sin(z — ct).

C

E inoltre immediato verificare che:

u(O,t)Jru(w,t):%{(lJr )smct (
(1Yo 1

U (0,1) + uy(m, 1) = %{(1 + )Cos (ct) + (1
" (1 n %) cos(r + ct) + <1 ~ 1Y cosr - ct)} —o.

Rimane da verificare che la soluzione trovata soddisfi il modello iniziale. Es-

sendo
uy(x,t) = —g [(1 - %) sin(z + ct) + (1 - %) sin(x — ct)} ,
Ugy(2,1) = —% [(1 + %) sin(z + ct) + (1 — 1) sin(z — ct)] :

c

1-— sm ct

sin(m — ct)} 0;

os ct

ol ml»—l QIP—‘ ﬁl'—‘

\_/\_/v

I’equazione %tg = cQg 2% ¢ soddisfatta. La verifica delle due condizioni u(x,0) =

sin(x) e uy(x,0) = cos(x) ¢ infine immediata.
3. Problema di Cauchy per una PDE iperbolica

Ugg + 2Uzy — Uy = 0,
u(z,0) = sinz,
4

uy(z,0) = 3 cosz.

Si cercano soluzioni del tipo u(z,y) =~ e®™®*% la quale, per sostituzione,
conduce all’equazione a? + 2ab — 3b> = 0. Dividendo tale equazione per b # 0
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(se fosse b = 0 allora sarebbe anche a = 0 e tale caso ¢ ovviamente da scartare)

si ottiene 2 "
() +2(5) =20

Tale equazione ammette come soluzioni § = —3 e ¢ = 1, per cui le soluzioni

cercate sono del tipo u(z,y) ~ e 3% e u(x,y) ~ e**¥. La soluzione generale
e pertanto

u(z,y) = F(z+y) + G(=3x + y)
con le funzioni F' e GG derivabili almeno due volte rispetto a x e y. Dal teorema
di derivazione delle funzioni composte si ha u,(x,y) = F'(z+y)+G'(=3z+y),
per cui, imponendo le condizioni per y = 0, si trova il sistema

F(z) + G(—3z) =sinx

F'(z) + G'(=3x) = 3 cos .
Derivando la prima equazione si ottiene

F'(z) —3G'(—3z) = cosx

F'(z) + G'(=3z) = 5 cos x,

da cui, sottraendo dalla prima equazione la seconda, si trova G'(—3z) =

1 ) 1 N . 1 ot .
15 cosz, da cui —zG(—37) = sinx + 05, ossia G(t) = —7sin (—%) 4+ c. Di
conseguenza I'(z) = sinz + g sinx — ¢ = §sinz — ¢. La soluzione generale del

problema ¢ dunque
- L y=3z\ ;. L (3r—y
u(r,y) = ysin(z +y) — gsin | — 5 = sin(x 4 y) — ;sin 3 .

Tale funzione e la soluzione del problema differenziale proposto, come e facile
verificare per sostituzione nell’equazione differenziale e nelle condizioni iniziali.

4.2 Metodo di separazione delle variabili

Il metodo consiste nel ricondurre un assegnato problema alle derivate parzia-
li, dotato di un’unica soluzione, alla risoluzione di piu problemi alle derivate
ordinarie. Naturalmente esso non e sempre applicabile. Il metodo e infat-
ti fondamentalmente utilizzato per risolvere problemi a derivate parziali con
coefficienti costanti e con domini regolari. Quando e applicabile € in grado di
fornire la soluzione esatta del problema, a differenza di quanto avviene con i
metodi numerici. Nei casi pit complicati il ricorso ai metodi numerici ¢ inevi-
tabile. Tuttavia, anche in questi casi, il ricorso ai metodi analitici € importante
per verificare effettivita dei codici di calcolo che si intende utilizzare. A tale
scopo tipicamente si procede nel modo seguente:
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(a) si risolvono analiticamente uno o piu problemi, il pitt possibile vicini a
quello da risolvere numericamente;

(b) si risolvono numericamente gli stessi problemi e si confrontano i risultati
ottenuti con le soluzioni analitiche;

(c) si procede alla risoluzione numerica del problema di effettivo interesse
con il codice disponibile, dopo aver verificato che I'errore commesso nei
problemi semplificati corrisponda alle aspettative.

Iniziamo con il seguente problema di Cauchy per una PDE del primo ordine:

ou_,ou
or 0y’
u(0,y) =8e ¥, (z,y) € R?

Dalla teoria delle equazioni a derivate parziali € noto che il problema am-
mette una e una sola soluzione. La tecnica consiste nel cercare preliminarmente
un integrale dell’equazione a variabili separate:

u(z,y) = X(2)Y(y), X e Y differenziabili.

Sostituendo, riordinando e dividendolo per XY si ha

X'Y =4XY,
X' Y’

La divisibilita per XY viene verificata a posteriori. Il primo membro del-
la (4.3) dipende esclusivamente dalla variabile z, mentre il secondo membro
dalla variabile y. Se due funzioni dipendenti rispettivamente da due variabili
indipendenti hanno sempre lo stesso valore, sono inevitabilmente uguali ad una
costante. Indicando con A € R tale costante, dalla (4.3) si ottiene il sistema

X' —4AX =0, . X =M,
da cui
Y —\Y =0, Y =eV,
e pertanto
u(zx,y) = ¢ty
Imponendo la condizione u(0,y) = 8¢ ™¥ si ha ¢ =8 e A = —3, da cui

u(x,y) = 8e 30ty
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4.2a Equazioni ellittiche

In questa sezione discutiamo alcuni problemi ellittici con diverse condizioni al
bordo.

1. Consideriamo il problema di Dirichlet per I’equazione di Laplace

Pu  O*u

_—t — = 0’

ox? = Oy?

u(z,0) =4e 3. u(r,5) =0, (4.4)

0
U(O, y) = 4 cos 3y, u(%, y) = 46_%7" cos 3y,

dove (z,y) € [0,%] x [0, Z].

Si tratta di un problema ellittico su un quadrato con assegnati i valori della
soluzione lungo la frontiera del dominio. Il problema ha una sola soluzione che
possiamo ottenere col metodo della separazione delle variabili, ponendo

u(z,y) = X(2)Y (y), X e Y differenziabili.

Sostituendo e riordinando si ha

Xl/ B Y// B )\
X vy 7
X(@)Y(0)=4e®.  X(x)Y(Z) =0, (4.5)

X(0)Y (y) = 4 cos 3y, X(E)Y(y) = de 2™ cos 3y.
Si hanno quindi tre casi a seconda del segno del parametro A (autovalore).
o \>0.
{X”(:Jc) —AX(x) =0, {X(x) = 1™V 4 eV,
Y"(y) + \Y (y) =0, Y (y) = dy cos(yvV/A) + dysin(yv/)).
Le condizione Y (0)X (z) = d1 X (x) = 4e3* implica che
c =0,

dicy = 4,
V=3
Dalla condizione
X(0)Y (y) = ¢o]dy cos(yV/A) + dy sin(yv/A)] = 4 cos(3y),

ricordando che dicy = 4 e V= 3, segue che dy = 0 e la soluzione del
problema risulta essere

u(z,y) = 4e " cos 3y,

dato che essa soddisfa tutte le condizioni (4.4).
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Poiché la soluzione e unica risulta del tutto inutile analizzare i casi A = 0
e A <O.

2. Consideriamo il problema misto per I’equazione di Laplace

Ou  Ou _
ox2  oy?
uy(z,0) =0, wu(z,3)=0,

uz(0,9) =0, u(5,y) = f(y).

Procedendo, come nel caso precedente, poniamo u(x,y) = X(z)Y(y). Si
ottiene cosi la condizione

X/l Y//

e v —X, A indipendente da = e da y.

Da cui, tenendo conto delle condizioni al bordo,

X"+ AX =0, Y —AY =0,
X'(0) = 0, Y'(0) =0, Y(3)=0.

Il problema in Y & un classico problema di Sturm-Liouville, il cui spettro e
definito da un’infinita numerabile di autovalori e autofunzioni. Tali autovalori
sono, ovviamente, i valori da attribuire a A per il problema in Y. Posto Y (y) =
e, I’equazione caratteristica, associata al problema spettrale in Y, e

a? = \=0.
Si considerano tre casi, a seconda che A sia positivo, nullo o negativo.

e A\ =32 3> 0. In questo caso Y (y) = c1e? + coe™?, essendo c; e ¢,
soluzioni del sistema

Y'(0) =0, 1 — =0,
=
Y(3)=0, e3Bey + e 3Pey = 0,
il cui determinante A = e=2% + ¢ > 0, per ogni 8 > 0. Di conseguenza

c1 = ¢y e la soluzione ¢ inaccettabile.

e )\ = 0. La soluzione ¢ Y (y) = a + by, anch’essa inaccettabile in quanto
comporta a = b = 0.
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e \=—03% 3> 0. In quest’ultimo caso Y (y) = a cos Sy+b sin By, essendo
a e b soluzione del sistema

b=0,
cos 36 =0,
dacui By = (2k +1)5, con k =0,1,....
Gli autovalori sono pertanto i A\p = —g—;(Qk +1)% k=0,1,2,.... Lo

spettro relativo e
{Ak = — [(2k+ 1)Z]*, Yi(y) = cos(2k + 1)Zy; k=0,1, .. } .
La k-esima soluzione dell’associato problema

X = [(2k+1)2]* X; = 0,
X3(0) =0,

™ s
e Xi(x) = ag DG 4 b e D6 con ap, — by, = 0, ossia, a meno di
un fattore moltiplicativo irrilevante,

Xi(x) = PRHDGT | o=@k Ge 2cosh(2k +1)gz.

Ciascuna delle funzioni ux(z, y) = cosh [(2k + 1)%z] cos [(2k + 1)2y], k =
0,1,..., soddisfa I'’equazione di Laplace e tutte le condizioni assegnate, ad
eccezione della u(5,y) = f(y), con f(y) funzione assegnata in [0, 3]. Si assume
pertanto come soluzione la serie

o0

u(z,y) = Z ¢ cosh [(2k + 1)Zx] cos [(2k + 1) Fy]
k=0

con i coefficenti ¢, determinati in modo che risulti soddisfatta la condizione

Zék cos(2k + 1)Zy = f(y), & = cpcosh(2k +1)2F.
k=0

Trattandosi di una serie di Fourier con 0 <y < 3,

o - Jo FW)coslCh+ DR dy

f03 cos?[(2k + 1)%] dy

3

| sz D71
— ék

*= cosh[(2k + 1)27]
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dove £k =0,1,....

3. Consideriamo il problema di Dirichlet
0%u N Pu 0
ox2  oy2
U(O, y) =0, u<Lv y) = f(y)>
u(z,0) =u(0,M) =0,

per (z,y) € [0, L] x [0, M].
Applicando il metodo di separazione delle variabili, poniamo

~ X(s X"(z) Y"(y) _ X"(x) = AX(z) =0,
u(z,y) = X(2)Y (y) = X0n) + Y(u) 0= {Y”(y) V() =0
=) =

Imponendo le condizioni sulla frontiera ¢ facile vedere che per la Y (y) si ottiene
un problema di Sturm-Liouville, essendo:

X" —AX =0, Y +AY =0,
X(0) =0, Y(0) =Y (M) = 0.

Per trovare gli autovalori e le autofunzioni risolvendo il problema relativo alla
Y, otteniamo

= )
k 4.7
Yi(y) = sin (%) , (4.7)
dove k € N. Il problema differenziale per la Xj(z) diventa
X{(x) ~ M X(x) = 0. ",
X, (0) =0,

che, essendo \; > 0, essa ammette la seguente soluzione
Xp(x) =ae™™ +be ™™ dacui Xp(0)=0=a+b=0.
Pertanto la soluzione del (4.8), a meno di una costante moltiplicativa, e
Xp(z) = eV — VA = 2ginh(y/Apz). (4.9)
Facendo uso delle (4.8) e (4.9) la soluzione del problema ¢ la serie trigono-
metrica: -
u(z,y) = ; ay sinh (%) sin (%) . (4.10)
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Dalla condizione u(L,y) = f(y) si ottiene infine

n h Y )
Za sin smMy fy)

da cui segue che i coefficienti di Fourier a,, sono dati da

— fo ) sin Wy dy

a
" L

4. Equazione di Laplace sul cerchio unitario (con formula risolutiva di
Poisson).
Uy + Uyy = 0, 2?4y <1, (4.11)
u(x,y) = f(l',y), x? + Z/2 = 1.
Il problema (4.11) non & risolubile mediante il metodo di separazione delle
variabili in quanto il dominio non e rettangolare. Pertanto si procede ad un
cambiamento di coordinate al fine di avere (nel nuovo sistema di riferimento)
un dominio che ci permetta di separare le variabili nella equazione differenziale
trasformata. Vista la simmetria polare del dominio, trasformiamo il problema
da coordinate cartesiane a coordinate polari, ponendo

{x = pcosb, N {P: Vi + 3,

y = psiné, Hzarctg%.

Applicando le regole di derivazione delle funzioni composte,

W Pu0p w00 _wOu  y Ou_ 0w sindou
Y Opox 000x pdp x2+y200 op p 00’
Judp O0udld you xr  Ou . Ou cosfou
Y ey Ty pop @ rgron Mot T, on
0 Ou sinfou\| dp 0 Ou sinfou\| 00
= (g (05 - 5| 32 + [ (05 - 5756 | o
= (0050@ ﬂ@ — sinf 0u ) cos
0p? p? 00 p 0pdl
+<—sm€a—+cos«9 0*u _ﬂ@_sin@@zu) —sin@
dp 0p0l p 00 p 002 p
0%u cos 6sin 6 Ou cosfsinf 0*u  sin®’60u  sin®6 0%u

= cos? 0 2 — -2 —
o8 0p? * p? 00 p ap86’+ ) 8p+ p? 062’
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E)< ou coseau)] dop [8( ou cosﬁf)u)] 00
Uy — | sinf— + — || =+ |5 (sinf—+ — || =

0 dp p 00/ dy 00 dp p 00 )| dy
(sm@—  cosfOu N cos@ O%*u ) <in g
p? 00 p 0pdl
<c0s9— +sind 0*u _ sinf du N 008082u) cos
0p0l p 00 p 062 p
— in?0 0%*u B cos@sin@@ N cosfsinf O*u n 00829@ n cos? 0 0%u
Op? p? 00 p  0pdb p Op p? 00%’

da cui

Pu 10u 10% 10 [ Ou 1 0%u
sttt Sam = (e | + 555 =0
ap>  pop p?00%>  pdp \' Op p? 002

Ugg + Uyy =

Pertanto, tenendo conto delle condizioni di periodicita della w in (1,0) e di
limitatezza della soluzione nel cerchio, I’equazione di Laplace ¢ ora esprimibile
nella forma seguente:

10 ( Ou s 1 0%*u _0
p0p p@p 02 062 ’
u(l,2m) = u(1,0),

up(1,2m) = up(1,0),
u(1,0) = f(0), (condizione al contorno),

(condizioni di periodicita),

lim wu(p,d) limitato.
\ p—0+

Essendo p € [0,1] e 6 € [0, 27], nelle nuove variabili il dominio ¢ rettango-
lare, per cui possiamo porre:

Ulp,0) =U(p)V(0),

da cui, sostituendo nella PDE,

1 1
UV +=-UV+ —2UV” =0« pU'V+pUV +UV" =0,
P P
p2U” + pU/ B V//
U SV
Da essa, tenuto conto delle condizioni di periodicita, seguono: il problema
spettrale

=\

V' LAV =0,
V(0) =V (2m),
V'(0) = V'(2m),
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e la ODE
p*U" + pU' — \U = 0,
lim U(p) limitato.

p—07t

Procedendo, in analogia con quanto gia visto, si ottiene lo spettro
{)\n =n?% V,(0) = a, cosnd + b, sin n@}:;o )
Per ogni n > 0, si deve ora risolvere 1’equazione

p*U! + pU! — \U,, = 0, (4.12)

che costituisce una classica equazione di Eulero-Cauchy (x%y” + zy’ + by = 0).

Per la sua soluzione, posto U, = p™, dobbiamo risolvere I’equazione
p"m(m —1) +m —n? =0,
da cui m = £n. Di conseguenza
Un(p) = cpp”™ + dup™.
L’imposizione che il lim U(p) sia limitato, implica che d,, = 0 per ogni n > 1

p—0F
e di conseguenza, tenendo conto dell’espressione della V,,

u(p,0) = ag + Zp"(an cosnf + b, sinnd).

n=1

Dalla condizione u(1,6) = f(0) si ricavano i coefficienti di Fourier

1 2
= — d
a = o i f(r)dr
1 21
a, = — (1) cosnTdr

0

T
1 27

b, = —/ f(r)sinntdr.
T Jo

27 e
u(p,0) = — / 1+2 Z p" (cos nT cos nf + sin nt sin n9)] f(r)dr
0

n=1

_ i/O eSS preosn(0 - n(r) dT] £(r)dr.

n=1
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A questo punto si osserva che la serie entro parentesi puo essere espressa in
forma chiusa, in quanto

1+ 227“”005719 =Re (1 +re®)(1 +re? + 12 . .)
n=1

1+ re? 1—17?

¢ 1—re® 14+7r2—2rcosf’

=R

Si ottiene cosi la formula risolvente di Poisson

wo )= o [l
PUI = on o 1+ p*—2pcos(d —T) e

che definisce la u(p, #) mediante la u sulla circonferenza.

4.2b Equazioni paraboliche

In questa sezione illustriamo la risoluzione di alcune equazioni paraboliche con
condizioni al bordo di vario tipo.

5. Equazione parabolica con condizioni iniziali e al bordo

ou 0%u
— =92 <z < t >
o~ lop  VsTsS 120

u(0,) = u(3,1) = 0, (4.13)

u(x,0) = 5sindrx — 3sin 8wz + 2sin 107z
Si tratta dell’equazione del calore in una dimensione spaziale che ammette
una e una sola soluzione, visto che sono dati i valori della soluzione agli estremi

dell’intervallo e la distribuzione della temperatura all’istante iniziale lungo
tutto U'intervallo (0, 3). Cerchiamo una soluzione del tipo:

u(z,y) = X(z)T'(t), X e T differenziabili.

Sostituendo e riordinando si ha
T/ X//
XT' =2X"T la — = —.
ossia oo =
Imponendo che entrambi i rapporti siano uguali ad uno stesso parametro A, si
ottiene il sistema
X"(x) = AX(z) =0,
T'(t) — 2XT'(t) = 0.
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Utilizzando le condizioni al contorno date agli estremi, otteniamo

u(0,1) = X(0)T(t) =
X

0,
u(3,t) = 0,

la condizione T'(t) = 0 per ogni ¢t non ¢ accettabile, in quanto essa impliche-
rebbe u(z,t) = X (x)T(t) = 0 per ogni (z,t) nel dominio, con la conseguenza
che non risulterebbe soddisfatta la condizione iniziale

u(z,0) = 5sindrx — 3sin 87z + 2sin 107z.

Di conseguenza la X (x) deve soddisfare il problema spettrale

{X”(@ —AX(z)=0, 0<z<3, (4.14)

X(0)=0, X(3)=0,

che rappresenta un tipico problema di Sturm-Liouville (Cap. 3). Per la sua
risoluzione occorre distinguere tra i seguenti casi:

e )\ > (. In questo caso I'’equazione caratteristica ammette due radici reali
e distinte, con una soluzione esponenziale del tipo

X(z)=a eV 4 eV,

Imponendo le condizioni al contorno si trova il seguente sistema lineare

omogeneo
1 1 a 0
BAVA o3Vva ) T \o)-

Essendo il determinante della matrice e 3VA — ¢3V* = —2sinh(3v/A) # 0
per ogni A > 0, risulta a = b = 0, soluzione da scartare perché non
risulterebbe soddisfatta la condizione iniziale.

e )\ = (. L’equazione caratteristica ammette due soluzioni reali e coinci-
denti, per cui
X(z) = (a + bx)e™™.

Applicando le condizioni al contorno, si trova subito che a = b = 0,
soluzione non accettabile.

e )\ < 0. In questo caso l’equazione caratteristica possiede due soluzioni
complesse coniugate, cui corrisponde la soluzione generale

X (z) = a cos(zv/—=X) + b sin(zvV/—=N).
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Imponendo che siano soddisfatte le condizioni agli estremi, si ottiene

a =0,
b sin(3v/—\) = 0.

Di conseguenza si ha una infinita numerabile di autovalori A, cui corri-
sponde una infinita numerabile di autofunzioni Xy (z) e precisamente:

k2 . krx
Ap = — 5 ) Xi(z) = sin 5 ) k=1,2,3,.... (4.15)

X(0) = X(3) :0:>{

Avendo determinato Xy (x), per ogni Ay dobbiamo determinare la corri-
spondente soluzione Ty (t) della ODE

T,(t) — 2\, Tk (1) = 0. (4.16)

La soluzione della (4.16), a meno di una costante moltiplicativa, & e***! e, di
conseguenza, per ogni k € N, abbiamo la soluzione particolare

k
ug(z,t) = e sin (%) , keN.

La soluzione generale & una combinazione lineare delle uy(x,t), ossia la serie

u(z,t) = ickuk(x,t) = f:ck 6_2(%> "sin <k%x) : (4.17)

k=1 k=1

con i coefficienti {c;}32, da determinare in modo che risulti soddisfatta la
condizione iniziale, 'unica non soddisfatta dalle singole uy(x,t).

Imponendo quest’ultimo vincolo si ottiene la seguente condizione sui coef-
ficienti ¢y:

— k
Z Ck Sin (%x) = 5sindnr — 3sin8wx + 2sin 107z,
k=1

e questo implica che soltanto i tre seguenti coefficienti della serie siano diversi
da zero:

c12 = 9,
Coy = —3,
C30 — 2.

Di conseguenza 1'unica soluzione del problema (4.13) ¢

w(z,t) = 5e 20 gin dra — 3727  gin 87 4 2209 gin 1072
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6. Consideriamo il problema parabolico con condizioni di Dirichlet

ou 9*u
— =2— 0<x<3, t>0
ot Cop VSTES 120

w(0,4) =10,  u(3,t) = 40, (4.18)
u(z,0) = 6sinmr + 3(x* + 1).
Si tratta di un problema parabolico con condizioni agli estremi non omoge-

nee. In questi casi ¢ sempre possibile convertire il problema dato in uno avente
condizioni agli estremi omogenee. E sufficiente effettuare la sostituzione

u(a,t) = v(a, 1) + p(a), (419
con p € C*([0, 3]). Sostituendo la (4.19) nella (4.18), si ha
ov 0%
Y98 gy
51 = 2oz T 2¢"(),

0(0,8) + 0(0) = 10,  v(3,1) + (3) = 40,
v(z,0) + ¢(z) = 6sinTz + 3(x* + 1).

Di conseguenza, per avere un problema differenziale con la stessa PDE ma con
tre condizioni agli estremi omogenee, ¢ sufficiente scegliere ¢(x) in modo che

¢"(z) =0,
{90(0) =10, ¢(3) = 40, (4.20)

la cui soluzione & p(z) = 10z + 10. Il problema (4.18) diventa quindi
ov 0%

o Coa
v(0,t) =0, w(3,t) =0,
v(z,0) =6 sinmtr + 322+ 1) — 10(z + 1) = 6 sinwz + 32% — 10z — 7.
(4.21)
Procedendo per separazione delle variabili, come nell’esempio precendente, si
trova che la v(z,t) ¢ rappresentata dalla serie

= = k k)
o, t) = D aw(e,t) = D e Msin (- ) he= () . (422)
3 3
k=1 k=1
Imponendo infine la condizione iniziale v(z,0), si ottiene 1’equazione

> k
ch sin (%) = 6sinmz + 322 — 10z — 7,
k=1
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dalla quale segue che ¢3 = 6, mentre le altre costanti ¢, con k € N\ {3} devono
essere calcolate in modo che risulti soddisfatta ’equazione

- k
Z ¢k sin ?ﬂx = 32% — 10z — 7. (4.23)
5

La (4.23) & una serie di Fourier e per isolare i coefficienti ¢, occorre moltiplicare
primo e secondo membro per sin(mnz/3) (m € N\ {3}) e integrare nell’in-
tervallo [0, 3], in modo da sfruttare 1'ortogonalita delle funzioni sin(mmax/3)
nell’intervallo (0,3). Cosi operando si trova che

3 2 3
cm/ <sin mwx) dr = / <sin mﬁx) (322 — 102 — 7) dw,
0 3 0 3

da cui, ricordando che sin®*(m/3) = 1[1 — cos(2mm /3)], segue che

3
Sem = / sin (?) (322 — 10z — 7) dz. (4.24)
0

Calcolando, mediante integrazione per parti, 'integrale a secondo membro si
trova che

=3 2ol 1+ 2yt 2] ez

con m € N\ {3}.
Possiamo dunque affermare che la soluzione del problema (4.18) ¢ data da
t) =) cme s (@) 10(x + 1
u(zx,t) mZﬂc e sin { —5 +10(x + 1),

dove ¢3 = 6 e i coeffcenti ¢, con m # 3 sono dati dalla (4.25).

7. Equazione del calore con estremi isolati

2
Qu_ 20U g cacr, i,
ot 0x?
u(0,t) = u(L,t) =0, 420
u(:c,O) = f(l'),

dove a e una costante reale e positiva.
I1 problema (4.26) rappresenta un modello parabolico descrivente un fi-
lamento mantenuto a zero gradi agli estremi e avente una distribuzione di
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temperatura iniziale data da f(z) che, per semplicita, supponiamo continua.
Tale problema ammette una e una sola soluzione che cerchiamo col metodo di
separazione della variabili, ponendo

T X'()
a’T(t)  X(x)

u(z,t) = X(x)T(t) = -\

Dalle condizioni agli estremi del filamento (u(0,t) = u(L,t) = 0) segue che

X"(z) + X () =0,
X(0)=0, X(L)=

Questo problema spettrale ammette i seguenti autovalori e autofunzioni:

{A’“ = (7). (4.27)

Xi(z) = sin (kzx) ,

dove k € N. Dall’equazione T}, + AT}, = 0, segue che

o k27242t
Tp(t) =e "M = 12

La soluzione u(z,t) & dunque

Z k2r 22 . ]{Iﬂ'ZL’
cpe L2 sin—.
L

Dalla condizione u(x,0) = f(x) si ricava infine che

/ f(z sin@

8. Equazione del calore con un estremo radiante

)
ou ,0%u

— =a"—. 0<zz<L, t>0

ot “ o2 =t E e

u(0,¢) =0 (4.28)

uz(L,t) = —Au(L, ),
(2,0 = f(2),

con a e A costanti reali positive.

Il problema (4.28) modellizza un filamento con una distribuzione di tem-
peratura iniziale data da f(x) € C([0, L]), con un estremo mantenuto a zero
gradi e con l'altro estremo che irradia calore.
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Dalla teoria sappiamo che il problema ammette una sola soluzione, che
cerchiamo nella forma.

T/ X//
t) = X(x)T(t — =— ==\
u(,t) = X(@)T() = =
Le condizioni agli estremi della sbarra danno luogo alle seguenti condizioni per
la X (z):

u(0,4) = 0, X(0)T(t) = 0,
{UI(L,LL) — _Au(Lp), {

che generano il seguente problema di Sturm-Liouville con condizioni miste
(Appendice A):
X"+ AX =0,
X(0)=0, (4.29)
X'(L)+ AX(L) =0.

Avendo condizioni al contorno miste, il problema (4.29) va discusso al variare
del segno dell’autovalore .

e \<0.
X(z) = aerVIN 4 be_”\/m,
X'(2) = a/|A\ eV —by/|A e VAL

Le condizioni al contorno implicano

a+b=0,
{a N VI b I e VI 4 Afa eV 4 pem iV — o,

Occorre stabilire se il seguente sistema omogeneo ammette soluzioni non
banali:

((W W (—V/I e '“) (5)=(n): o

Si trova facilmente che il determinante della matrice dei coefficienti della
(4.30) & sempre diverso da zero perché 'equazione trascendente

(A4 VI eV = (4= e VP

e soddisfatta solo per A = 0. Di conseguenza a = b = 0, caso da scartare.
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Le condizioni al contorno implicano

b=0,
a+ A(aL +b) =0,
cioe a = b = 0 e quindi anche questo caso ¢ da scartare.
e \>0.
X (z) = a cos(zVA) + b sin(zV/N),
X'(z) = —aV/X sin(zVX) + bVX cos(zVN).

Le condizioni al contorno implicano

a=0,
{b\/X cos(LV/X) + Ab sin(LVA) = 0,

dove necessariamente b # 0, diversamente sarebbe X (z) = 0. Da essa
segue che cos(Lv/A) # 0, diversamente anche sin(Lv/A) = 0 e questo ¢
impossibile perché sin « e cosa non si annullano mai simultaneamente.
Di conseguenza

z
tg 2z na dove =z VA (4.31)

La (4.31) ¢ un’equazione trascendente che possiede una infinita numera-
bile di soluzioni {z,}5°,.

(2n —1)F < z, < nm. n=12....

Pertanto il problema di Sturm-Liouville studiato ammette le seguenti au-
tofunzioni e autovalori

{Xn(x) = sin <%> ’ (4.32)
zn <nm, n€N\{0},

con z, = Ly/A,. Da notare che tali autofunzioni sono ortogonali in [0, L], dato
che la funzione peso dell’equazione X" +AX =0¢ r(z) = 1.
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Figura 4.1: La figura mostra le intersezioni della curva y = tgz e della retta
y=—z/(AL).

Si trova facilmente che la soluzione per la T,,(t) & (a meno di una costante
moltiplicativa)

e quindi

& 2 2
__Zpa t . znx
u(z,t) = E cpe 17 sin -
n=1

Dalla condizione u(x,0) = f(x) si ottiene infine
- 2T
nz; Cp S T - f(x)v

da cui, sfruttando I'ortogonalita delle autofunzioni sin 2% in [0, L], si ha che

fOL f(z)sin %x dx

L . ZnT
fo sin? 22~ dx
L

Cn

9. Equazione parabolica con condizioni di tipo misto
Up = OUgy + 33U, +u, con0<x <2, >0,
uz(0,t) +u(0,t) = 0,
u(2,t) =0,
u(z,0) = 232 — ).
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Sostituendo nell’equazione u(x,t) = X (z)T'(t) si trova

T/ Xl/ X/
—=6—+3=+1=-\
T X - X +

Si perviene cosi al seguente problema spettrale

6X"+3X'+(A+1)X =0, con0<z<2,
X'(0) + X(0) =0,
X(2)=0.

Altre informazioni vengono poi ottenute dall’equazione

T = —\T.

Risolviamo il problema spettrale. Si cercano soluzioni del tipo X (z) ~ ¢** che

conducono all’equazione caratteristica
60 +3a+ (1+X) = 0.

Questa equazione ha come soluzioni o » = 15[—3 £ 1/— (24X + 15)].

o )\ = —%. In tal caso abbiamo due radici reali e coincidenti ov; = g =

P

1
La soluzione generale ¢ X(z) = e 4%(¢; + cox). Essendo X (0) = ¢,

1
X'(0) = —1c1 + 2 e X(2) = e 2(c; + 2¢2), le costanti ¢; e ¢; devono

soddisfare il sistema
3
¢+ =0,

C1 +2CQ = O,

il quale ammette la sola soluzione banale.

e\ < —g. In tal caso abbiamo due radici reali e distinte a5 = 1—12[—3 +

/—(24\ + 15)]. La soluzione generale ¢ X (z) = e 4(cie™"* + cqel?),
dove si € posto pu = 1—12\/—24)\ — 15 > 0. Le costanti ¢; e ¢y sono da

determinare mediante il sistema di equazioni lineari e omogenee

C1€_2M + 0262“ =
(2 —per + G+ p)e, = 0.

Il determinante relativo e

3 _ 3
(3 +we o (3~ e,
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che si annulla quando
(2 +pe ™ — (3 —p)e* = 0.
Tenuto conto che p > 0, 'equazione puo essere riscritta come
3—4
B et — 1,
3+4u

Le eventuali soluzioni di questa equazione sono date dall’intersezione fra
) e per > 0.

3—4p

la retta di equazione y = 1 e la funzione y = <3 vy
4etr

Poiché ¢/ = ( (—16p% + 3) la funzione & crescente per 0 < p < \/Tg,

3+4p)?
decrescente per u > \/Tg e raggiunge il massimo (assoluto) per p = \/Tg.
Inoltre poiché lim, o+ y = 1, y(%) =0elim, ;. y = —oo il grafico &

quello riportato nella Fig. 4.2.

3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.2: Grafico delle funzioni y = (g;ii) erey=1.

Poiché i due grafici si intersecano in un unico punto di ascissa fi con
\/Tg < i < 3, essendo i = %\/—24)\ — 15, il corrispondente autovalore

47
S 02 . . .
A= —g — &% e la corrispondente autofunzione ¢

X ~ ~ ~
X(z) = e d(eFr — g7 Hehr),
In corrispondenza all’autovalore i abbiamo 1’equazione
T = —iT,
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da cui si ricava T = e~#. Otteniamo quindi autofunzione
u(x,t) = e_ﬁac_ﬂt) (e7Hr — e~ Hiehr),
A > —%. In tal caso abbiamo due radici complesse coniugate a; o =
L[—3 £ 424X + 15]. La soluzione generale &
X(x) = e (c1 cos px + cosin px))
dove si € posto pu = ‘/m > 0. Poiché X(0) = ¢1, X'(0) = —Ic1+cope

1
X (2) = e 2(cy cos2u+ cosin2p), le costanti ¢; e ¢p sono da determinare
tramite il sistema

%cl + Colt = 07
€1 €08 21 + cosin 2 = 0.

Dalla prima equazione del sistema si ricava ¢; = —%czu, che, sostituita
nella seconda, fornisce ’equazione

Co [—%u cos2u +sin2u| = 0.
Le soluzioni non banali si ottengono risolvendo ’equazione
—%u cos 2yt 4 sin 2 = 0.
Potendo assumere cos2u # 0, ci si puo ricondurre all’equazione
tg2u = 3(2u) = 54, p>0.

Per risolvere questa equazione si procede per via grafica.

I grafici delle funzioni y = tg2u e y = 2(2u) (con g > 0) si intersecano in
un insieme numerabile di punti, in ciascuno dei quali I’equazione possiede
una soluzione non banale. Dalla Fig. 4.3 si vede che le ascisse p dei punti
d’intersezione soddisfano la seguente condizione § + k% < pp < G+ (k+
1)5, k=0,1,2,.... I corrispondenti autovalori sono \; = —% + 6u2, cui
corrispondono le autofunzioni

Xi(x)=e 4 (—%Mk oS X + sin ukx)) .

In corrispondenza abbiamo anche le equazioni 7}, + uxT = 0, che condu-
cono alle soluzioni

Tk( ) —#kt

In definitiva troviamo le funzioni

ug(x,t) = Ty (t) Xy (x) = e’“’“tefﬁ(—guk CoS fupx + sin ).
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Figura 4.3: Grafico delle funzioni y = tg2z e y = %x.

La soluzione del problema dunque risulta

u(z,t) = au(x, t) + Z crug(x,t) = de’ﬂtefﬁ(e’[“ — e el
k=1

oo
X
p— t _— .
+ E cpe e 4 (— 3k COS fux + sin ),
=1

con a e ¢ costanti da determinare. A tal fine imponiamo la condizione
u(x,0) = 2%(2 — x). Questa implica

z - - > T
a.” (e hr — emMelTy 4 Z cp e 4 (=3 cos upx + sin ) = (2 — ).
k=1
In questa condizione compaiono u(x,0) e le ug(z,0) che sono soluzioni della
equazione X" +%X ’—l—%()ﬂ—l)X = 0, la quale puo scriversi nella forma canonica

(€2X") +e2(L + 10X =0.

T

N8 Q‘lg.

La funzione r(z) = $e2 > 0 non cambia segno e questo garantisce che le
funzioni u(x,0) e ug(z,0) (k= 1,2,3,...) siano ortogonali in [0, 2] rispetto ad
essa. Si ottengono cosi le seguenti espressioni dei coefficienti:

f2 ex2%(2 — x)i(x, t)dx

0
f02 ezt(x, ) de
f02 ex2%(2 — x)uy(x, t)dx
cp = -

* f02 ez uy(x, 1) dx

~—

a =

)

kE=1,2

5 g Ly oo
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10. Equazione parabolica con condizioni miste

Up = Uge + 2Uy; + 3,
u.(0,t) + 2u(0,t) = 0,
u(m,t) =3,

u(x,0) = sinmz.
Si cercano soluzioni del tipo u(x,t) = v(z,t) + ¢(x). Sostituendo si trova

Up = Ve + @ + 20, +2¢" + 3v + 30,
(0, 8) + ¢'(0) + 20(0, 1) + 26(0) = 0,
v(m,t) + ¢(m) =3,

v(x,0) = sinmTx — ¢(x),

da cui seguono i due problemi

Vp = Ugy + 20, + 30,
v(0,t) + 2v(0,t) =0,
v(m,t) =0,

Lv(x,0) = sinmx — ¢(z),
(¢ +2¢ + 3¢ = 0,
¢'(0) +2¢(0) = 0, (4.34)
\qb(w) = 3.

(4.33)

E immediato osservare che la soluzione cercata ¢ del tipo
o(z)=e" (a cos(zV/2) + b sin(am/ﬁ)) :

con a e b costanti da determinare tramite il sistema

a++/2b = 0,
{acos(mv/2) + bsin(rv/2)} = 3e™.

Indicata con (d, l;) la sua soluzione, la soluzione del problema (4.34) &
o(x)=¢e" (d cos(zv2) + b sin(x\/§)> :

90



Possiamo adesso soffermarci sul problema (4.33). Cerchiamo soluzioni del
tipo v(x,t) = X (2)T'(t). Sostituendo nell’equazione si trova

T/ X// X/
=42 13=-)
T-X x 7 ’

da cui segue il problema spettrale

X"+2X"+ (A +3)X =0,
X'(0) +2X(0) =0,
X(m) =0.

Altre informazioni vengono poi ottenute dall’equazione
T = —\T.

Per risolvere il problema spettrale, si cercano soluzioni del tipo X (x) ~ e**, le
quali conducono all’equazione caratteristica

o +2a+ (34 X)) =0.

Questa equazione ha come soluzioni a5 = —1 £ /—(A +2). Occorre distin-
guere tre casi a seconda che sia —2 — A =0, =2 — XA > 0, oppure —2 — \ <
0.

e A\ = —2. In questo caso la soluzione generale ¢ X (z) = e *(¢; + cax) con
le costanti (cy, ¢2), soluzione del sistema

Ccl1+ cy = O,
C1 + Com = 0.
Poiché I'unica soluzione e quella banale, questo caso non e da prendere

in considerazione.

e Supponendo A\ < —2, per semplicitd, poniamo A +2 = —32, > 0. In
tal caso la soluzione generale e

X (2) = e7(c17 4 cpe™ 7).

Poiché X (0) = ¢;+¢z, X'(0) = (B—1)c;—(B+1)cz e X (7)) = e ™ (c1€”™+
026_6”), le costanti ¢; e ¢y sono da determinare attraverso il sistema di
equazioni lineari (rispetto a ¢; e ¢z) e omogenee

{(ﬁ+1)cl+(1—6)02 —0,

1™ + cpe™PT = 0.
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Il determinante di questo sistema ¢
B+1—(1-pB)e.
A noi interessano i valori di 3 per cui
B+1—(1-p)e*" =0.

Tenuto conto che § > 0, si puo riscrivere I'ultima equazione (dividendo
ambo i membri per 1+ 5 > 0) come

1-p -
(i) =1

Le soluzioni, se esistono, sono date dall’intersezione fra la funzione y = 1
1-8
1+8
tali funzioni (Fig. 4.4).

e la funzione y = ( e?#™ Occorre quindi rappresentare graficamente

20

151

101

0.5 1 1.5

Figura 4.4: Grafici delle funzioni y = (L’L—i) e ey = 1.
Poiché i due grafici si intersecano in un unico punto di ascissa B con
0 < B < 1, dall’equazione A + 2 = — /3% & possibile determinare il valore
A di A per cui il determinante si annulla. Quindi, in corrispondenza di
B, si trova ’autofunzione

X(ZL’) _ e—x(eg(Qﬂ—x) + egx)’

nella quale si & tenuto conto che ¢y = —ce?#™. In corrispondenza
all’autovalore [ abbiamo inoltre I’equazione

T = —jT,
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da cui si ricava T(t) = e~?*. Otteniamo quindi la soluzione (del problema
principale) ] ~ ~
O(x,t) = e Pmo(PET0) 4 Ty,

Per A > —2, poniamo A +2 = 32, 8 > 0. In tal caso abbiamo due radici
complesse coniugate a9 = —1 £ ¢/ e la soluzione generale ¢

X(z) = e ®(cqcos fx + co8in fz)) ,
con le costanti ¢; e ¢ da determinare mediante il sistema

{01 + CQ/B = O,

1 €cos BT + ¢y sin S = 0.

Dalla prima equazione del sistema si ricava ¢; = —cyf3, che, sostituita
nella seconda equazione, fornisce

o (—p cos fm + sin fmr) = 0.
L’equazione ¢ non banalmente soddisfatta quando
—f cos B + sin S = 0.
Osservato che cos B # 0, si perviene all’equazione
tg fm = f,

che viene risolta per via grafica.

|
|

sk “ |
|

-10

Figura 4.5: Grafici delle funzioni y = tgz e y = (z/m).
I grafici delle funzioni y = tgfm e y = B (6 > 0) si intersecano in un

insieme numerabile di punti, in ciascuno dei quali il sistema di equazioni
lineari possiede una soluzione non banale. Dalla Fig. 4.5 si vede che
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le ascisse [ dei punti d’intersezione soddisfano la seguente condizione
k< B < 2'“2—“, k =1,2,.... Una volta noti questi valori di 8, € possi-
bile determinare i corrispondenti valori di A, per cui il sistema possiede
soluzioni non banali attraverso la relazione Ay = 87 — 2. Quindi, in cor-
rispondenza ai valori k < ), < 2k+1 , k=1,2,... del problema spettrale
si trovano le seguenti autofunzwnl

Xi(z) = e (=B cos Brx + sin fix) .

Per ciascun valore di fy si considera I'equazione T}, + ;T = 0, che ha la

soluzione
Tk(t) = €7ﬁkt.

In definitiva troviamo le autofunzioni
ve(z,t) = T () Xp(x) = e Prte™ (= By, cos Bra + sin Bx) .

Siamo quindi in grado di scrivere la soluzione del problema, che risulta

o
u(z,t) =av(x,t)+ chvk (x,t) =ae Bt_x(eﬁ(QW_z) + eP7)
k=1

+ Z cpe PRt (— By cos Bra + sin i)

con @ e ¢, costanti da determinare. A tal fine imponiamo la condizione
u(z,0) = sinmz — ¢(x). Questa implica

a e’x(e’é(%*x) + e’éx) + Z cxe” * (=P cos Brx + sin fyz) = sinmr — ¢(x).
k=1

In questa condizione compaiono u(x,0) e le ug(z,0) che sono soluzioni della
eequazione X" 42X’ +(A+3)X = 0, la quale puo scriversi nella forma canonica
di Sturm-Liouville

%(ehx’) +e**(34+ M) X = 0.

La funzione r(x) = €2* > 0 non cambia segno e questo garantisce che le funzioni
(z,0) e ug(x,0) (k = 1,2,3...) siano ortogonali tra loro rispetto ad essa in
[0, 7], e questo determina le seguenti espressioni dei coefficienti

foﬂ e?*(sinmr — ¢(x))a(x, t) d
foﬁ ez, t)2 dx
Jy e (sinmx — ¢(x))ug(z, t) do

Cp = T 5 5 s k‘:1,2,....
Jo €2y (x,t)" dx

a= ,
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4.2c Equazioni iperboliche

[llustriamo ora la risoluzione di alcune PDEs iperboliche con condizioni di vario
tipo.

11. Equazione delle onde con spostamento iniziale nullo

2 2
Ou _ 0 gop<s >0
ot? Ox? 4
w(0,t) = u(5,t) = 0, (4.35)

u(z,0) =0, wu(z,0)=2sinmxr — sindrx.

Si tratta di un problema iperbolico in una dimensione spaziale (equazione
delle onde descrivente una corda vibrante) con condizioni iniziali e alla frontiera
che garantiscono l'unicita della soluzione. Cerchiamo ora tale soluzione con il
metodo di separazione delle variabili:

u(z,t) = X(x)T(t), X e T differenziabili.
Sostituendo e riordinando si ha:

T// X//

X"x)+AX(z)=0
XT"'=4X"T — — = =—-A ’
4T X {

T"(t) + 4T (t) = 0.

Applicando le condizioni agli estremi della corda u(0,t) = u(5,t) = 0, si trova
il problema di Sturm-Liouville per la X (z):

(4.36)

X"+ X =0,
X(0)=0, X(5)=0,

con z € [0, 5].

Tale problema ammette diversi casi a seconda del segno dell’autovalore A
ma, in analogia a cio visto negli esempi precedenti, sappiamo che I'unico caso
accettabile ¢ quello con soluzioni oscillanti (A > 0) del tipo

X(x) = a cos(avV/A)+b sin(zV)), {§ Eg; _ 8 = jﬁ()(k?w) (/m)
pl2) =sim| —= ],

con k € N.
Di conseguenza il problema differenziale per la Ty (t) diventa:

(4.37)

Ty () + A0 Tu(t) = 0,
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che ha come soluzione

2kt

Ti(t) = sin (Tt) , keN\{ol.

(2.1) = si km\ . 2kt
ug(z,t) = sin 3 sin 3 ,

u(et) =3 agsin (’”T‘”) sin (@) | (4.38)

k=1

Pertanto

Possiamo ora applicare la condizione us(x,0) = 2 sin ma — sin 47z, sfruttando
il fatto che la serie (4.38) ¢ uniformemente convergente rispetto alla variabile
t e che quindi e possibile permutare 'operatore di serie con quello di derivata
parziale rispetto al tempo. Di conseguenza

f:a —sin ke Cos —ka
k 5 5 )

2k k
Z ak—ﬂ sin ( gx) = 2sinmx — sin4nz. (4.39)

da cui

Dalla (4.39) si capisce chiaramente che sono diversi da zero soltanto i coeffi-
cienti az e agy. Da tale osservazione segue che

10 __ _ 1
a5 —= 5 27 as = P
40 _ 1
as—- = —1, a0 = —g--

La soluzione del problema (4.35) risulta dunque

u(x,t) = Lsin(ra)sin(2rt) — &= sin(4mwz) sin(8t). (4.40)
Facendo uso delle formule di prostaferesi la (4.40) puo essere scritta nel
seguente modo

cosm(x — 2t) — cosm(x + 2t)  cosdn(x — 2t) — cosdm(x + 2t)
U@, t) = o - 167 ’

nel quale viene evidenziato che nella soluzione della equazione delle onde, le
variabili spazio e tempo compaiono sempre come x + ct essendo ¢ la velocita
di propagazione dell’onda nel mezzo considerato.
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g—;;:az%, 0<x<L, t>0,

u(0,t) = u(L,t) =0, (4.41)
u(z,0) = f(z),

\ut(:v,O) =0,

dove a e una costante reale positiva.

Il problema ammette una e una sola soluzione che possiamo ottenere con
il metodo della separazione delle variabili.

La procedura e analoga a quella vista negli esempi precedenti, per cui,
sorvolando sui dettagli, possiamo scrivere:

u(z,t) = X(x)T(t)

n°m
X”“—)\X:O, An:—u n:1727"'7
et L2 nm
X(0)=X(L) =0, X,, = b, sin —.
L
T" + T = 0, nam
T, = a, cos —
T(0) =0,
= nmwx namt
)= ¢,sin—-
u(z,t) nz::lc sin —— cos —

o

= Z n [sm— x—at)+51nnl(x+at)
! 2 L

o0

Dalla condizione u(x,0) = Z Cpsin 7% = f(x) si ricava infine

/ f(x sin@dx

13. Equazione iperbolica con condizioni non nulle agli estremi

Uy = 3Uge + Uy +22, con0<ax<1let >0,
uw(0,t) = u(l,t) =1,
u(z,0) =z(l —z), w(z,0)=0.
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Poiché le condizioni per z = 0 e x = 1 non sono di tipo omogeneo, si cerca
una soluzione del tipo u(x,t) = v(x,t) + ¢(x). Sostituendo nell’equazione si
trova

Oy =3 (Uga + @) + v, + @' + 22.

Si impone quindi che siano soddisfatti i problemi differenziali

Uyt = 3Vzg + Vg,
v(0,t) = v(1,t) =0, (4.42)
v(x,0) =z(1 —x) — d(x), v(z,0) =0,

3¢//+¢/+2$:07 (443)
$(0) = ¢(1) = 1.
La soluzione generale dell’equazione (4.43) &

o(x) =c1 + Coe” 37 4 z(—x 4 6).

Imponendo le condizioni agli estremi si trova che ¢; e ¢; devono soddisfare il

€1+ c = 17
1
c1 +e 3cy = —4.
Indicata con (¢, ¢é) la soluzione di tale sistema, la soluzione del problema
(4.43) &

sistema

d(x) = & + 23" + z(—2 + 6). (4.44)

Passiamo ora alla risoluzione del problema (4.42). Procedendo con il me-
todo di separazione delle variabili, Cerchiamo soluzioni del tipo v(x,t) =
X (x)T(t). Sostituendo si perviene ai seguenti problemi:

3X7 4+ X'+ AX =0
AT ’ (4.45)
X(0) = X(1) =0,
T" 4+ \T =0
* ’ (4.46)
T'(0) = 0.

Iniziamo a risolvere il problema di Sturm Liouville (4.45). Cerchiamo soluzioni
del tipo X () ~ e**. Si ottiene cosi 'equazione caratteristica 3a* +a+ A = 0
che ammette come soluzioni

—1+£+1—-12)
5 .

Q12 =
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1

e A = ;5. In tal caso I'equazione caratteristica possiede due radici rea-

li coincidenti ooy = g = —%. La soluzione dell’equazione ¢ X(x) =
1

e 6%(a + br), con a e b costanti da determinare. Essendo, X(0) = a

1
e X(1) = e 6(a+b), a eb debbono soddisfare il sistema di equazioni

lineari e omogenee
a=0,
a+b=0.

Quest’ultimo ammette come unica soluzione quella banale a = b = 0.

A< % In tal caso I’equazione caratteristica possiede due radici reali e
distinte a5 = %[—1 + +/1 — 12X]. La soluzione dell’equazione &

—_

X(z)=e76" (ae™™ +be),

dove si € posto = %\/1 — 12X > 0, con a e b da determinare mediante
il sistema di equazioni lineari e omogenee

a+b=0,
eta+etb=0.
Il determinante di questo sistema di equazioni lineari ¢ det = e™* — e#

che si annula solo se ;n = 0. Poiché p > 0, il sistema ammette come unica
soluzione quella banale a = b = 0.

A > % In tal caso I’equazione caratteristica possiede due radici reali e
distinte a2 = g[—1 £ iv/—1 + 12X]. La soluzione dell’equazione &
1
X(z) =e 6" (a cos ux + b sin ux) ,

dove si e posto pu = %\/—1 + 12X\ > 0, con a e b costanti da determinare
dal sistema di equazioni lineari e omogenee

a =0,
acosp+bsinp=0.

Le soluzioni non banali di questo sistema si ricavano dall’equazione sin p

= 0. Si trova %\/—1 + 12)\, = km, k = 1,2,.... In corrispondenza agli

1
autovalori Ay, si hanno le autofunzioni Xy (z) = e 6" sinknz, k =1,2,....
In corrispondenza degli autovalori sopra trovati occorre risolvere

Tlg + M1 =0,
T/(0) = 0.
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Questa ammette come soluzione

Ty (t) = ag cos(tr/Ax) + by sin(ty/Ag).
Poiché T7}(0) = bpy/ A, = 0, ossia b, = 0, si ottiene Tj,(t) =

k
Quindi, relativamente agli autovalori /=14 12\, = km, k = 1,2,.. .,
& 6

1
si trovano le seguenti funzioni vy (z,t) = e~ 6" sin(kmwx) cos(tv/A).

dalla (4.44). A tal fine osserviamo che
> 1
v(x,t) = Z cpe” 67 sin(kmx) cos(ty/ k),

k=1

1
con Yy 22, cge 67 sin(kmz) = x(1 — ) — ¢(z). Questa equazione pud essere
riscritta come

oo

Z ek sinkmx = e%x {z(1 —z)—¢(x)},

k=1
dalla quale & possibile ricavare i coefficienti ¢, attaverso ’analisi di Fourier
(a primo membro compare infatti una serie di Fourier). Infatti, moltipli-
cando primo e secondo membro per sin(hmz) e integrando (tenendo conto
dell’ortogonalita delle funzioni sin(k7x) sin(hmx)) si trova

1
k= 2/ eéx(m(l —z)—¢(x))sinkmz, k=1,2,.... (4.47)
0
Finalmente si puo scrivere la soluzione del problema come
> 1 1
v(x,t) = Z cxe 67 sin(kmx) cos(t\/ ) + ¢ + éae” 3" + x(—x + 6),
k=1

con i coefficienti ¢;, dati dalle equazioni (4.47).

4.2d PDEs in tre variabili

Vediamo ora come si estende al caso tridimensionale la tecnica di separazione
delle variabili illustrata nel caso bidimensionale.

14. Equazione delle onde sul rettangolo
(0% o (Pu N 0%u
o2 ox?  Oy?
u(z,0,t) = u(x, M,t) =0,
u(0,y,t) =u(L,y,t) =0,
u(r,y,0) = f(x,y),

\ut(x7 ya O) = O

)7 0<z<L 0<y<M t=>0,

(4.48)
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Il problema (4.48) rappresenta la propagazione delle onde su una membrana
elastica di forma rettangolare (lunghezza dei lati M e L) con lati bloccati,
posizione iniziale data dalla superficie regolare f(z,y) € C([0, L] x [0, M]) e

Vista la regolarita del dominio, ¢ possibile applicare il metodo di separa-
zione delle variabili

u(z,y,t) = X(2)Y (y)T(?).

Tenuto conto delle condizioni al contorno e, in particolare, della condizione
u(0,y,t) = u(L,y,t) = 0, otteniamo X (0) = X (L) = 0. Iniziamo ora con il
separare la variabile z e t, operando nel modo seguente:

T/l Y// X//

- —A
a?T Y X ’
da cui o v
W_?:_)\ (& X/,+)\X:0

La seconda equazione, tenendo conto della condizione u(0,y,t) = u(L,y,t) =
0, genera il problema spettrale classico

X"+ AX =0,
X(0)=X(L)=0.
Dalla prima equazione ¢ ora possibile separare le variabili y e ¢, ponendo
T// Y//
A = — = —
O

dove p & un secondo parametro spettrale. Da questa, ricordando che u(x,0,t)
= u(x, M,t) = 0, otteniamo il problema spettrale

Y"+uY =0,
Y(0)=Y(M)=0,
e 'equazione di raccordo
T+ (A + p)a®T = 0.

Dal problema di Sturm-Liouville in X segue che

2
)\n:(n%> e X,Ax)zsin(?), n=12....

Analogamente, dal problema di Sturm-Liouville in y segue che

22
un:n]l\/[—z e Ym(y):sin%, m=1,2,....
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Di conseguenza resta da risolvere I’equazione

n?  m*\ ,
T <L2 MQ) Ty = 0.

Da essa segue che

n? m?2 n?2  m2
T (t) = apmcos | mat 7 + 2 + by m sin | wat I3 + ek

da cui, ricordando che w(z,y,0) = 0 segue che b,,,, =0, n,m =1,2,....
Pertanto avendo ottenuto, a meno di fattori moltiplicativi arbitrari,

Xn(7) = sin *F%,
Y (y) = sin =,

si ha che, a meno di un fattore moltiplicativo arbitrario,

( b = si nwx . mmwy ; n? N m?
Up.m(x,y,t) = sin —— sin cos | mat\/ — + — | ,
it L M [ VE

e nwx mm n2  me2
u(®,y,) = Z Cn,m SinT sin My CoS <7Tat 72 + W) )

nmx

da cui, per I'ortogonalita delle autofunzioni sin *7* in [0, L] e delle autofunzioni
sin 77 in [0, M],

4 M- L nmT mmy
Com = —— x,1)sin — sin dxdy.
o= ap [ fsn T sin B vy
Come gia osservato in casi simili, la tecnica ¢ analoga se u(x,y,0) = 0 e

Ut(l',y, 0) = g(ilf,y)

Inoltre, se u(x,y,0) = f(x,y) e u(x,y,0) = g(x,y), per la linearita del
problema omogeneo a parita delle altre condizioni, si risolvono separatamen-
te i due casi con u(z,y,0) = 0, u(z,y,0) = g(z,y), u(z,y,0) = f(x,y) e
u(z,y,0) = 0, rispettivamente, e si assume come u(z,y) la somma delle due
soluzioni cosi ottenute.
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15. Equazione iperbolica con posizione iniziale nulla

;

U = SUgy + 2Uyy +4uy +3uy, 0<z,y <7 t2>0,
u(0,y,t) = u(m,y,t) =0,

u(zx,0,t) = u(x, 7, t) =0,

u(z,y,0) =0,

| w(z,y,0) = sin(zy).

Si cercano soluzioni del tipo u(z,y,t) = X(x)Y (y)T'(t). Sostituendo nel-
Iequazione, si trova XYT" = 3X"YT + 2XY"T + 4X'YT + 3XY'T, da
cul T// X// Y// X/ Y/

S S S EA S
T s X * Y * X * 3Y

Potendo scrivere I'ultima equazione come

X// X/ T// Y// Y/
CEIVECE LS LAY L
X X TT Tty vy T

si perviene al primo problema spettrale

3X"+4X'+AX =0,
X(0) =0, (4.49)
X(m)=0.

/!
Inoltre, poiché il rapporto - non dipende da y, introducendo un secondo

parametro spettrale, si puo scrivere
Y// Y/ T//
2— +3—=—+ A= —pu,
y vy T K

da cui si ottengono i problemi differenziali

2Y" +3Y" + uY =0,

Y(0) =0, (4.50)
Y (m) =0,
T" + (A + )T =0,

{T(O) o (4.51)

Discutiamo brevemente la soluzione di ciascuno di questi tre problemi, ini-
ziando con il problema (4.49). Si cercano soluzioni del tipo X (x) ~ e** che
conducono all’equazione caratteristica

30 +4a+ A =0,

—2+v4-3)

la quale ha come soluzioni o 2 = 2 )
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A= %. In questo caso abbiamo due radici reali e coincidenti a; = ay =
2
—=2. La soluzione generale ¢ X (z) = e 3%(c; + cox). Poiché X (0) = ¢ e

2
3 )
X(m) =e 3" (¢1 + com), le costanti ¢; e ¢3 devono soddisfare il sistema

C1 = O7
C1 + Com = 0,
che ammette come unica soluzione quella banale.

Nel caso A < % abbiamo due radici reali e distinte a5 = =2+ 3, f =

V4—3\

== > 0, per cui la soluzione generale ¢

[\

X(x) = e 3%(c1™ 4 cpe™ 7).

Poiché X (0) = ¢1 +c3 e X () = e 37 (c165™ + coe757), le costanti ¢; e ¢
sono da determinare mediante il sistema

c1+cy = O,
c1€°™ 4+ cpe BT =0,
che possiede, come unica soluzione, quella banale.

Sia ora A > %. In tal caso abbiamo la soluzione generale

X(x) = efgx (c1 cos B + cysin fz)), [ = % > 0.

2
Poiché X (0) = ¢; e X(m) = e 3"(¢q cos B + cosin f7), le costanti ¢; e
¢y sono da determinare mediante il sistema
CcCl = 0,
€1 €08 B + ¢y sin S = 0.
L’equazione € non banalmente soddisfatta quando
sin S = 0.

Questa equazione ammette come soluzioni S, = k, k = 1,2,..., cui
corrisponde A\, = % + k2. Lo spettro per il problema (4.49) & pertanto

2
{)\k = % —|—k’2, Xk(ﬁ) = €_§x5ink75177 k= 1727-"}'

104



Discutiamo ora il problema (4.50). Si cercano soluzioni del tipo Y (y) ~ e*¥
che conducono all’equazione caratteristica

202 + 3o+ p = 0.

Questa equazione ha come soluzioni a9 = %[—3 + /9 — 8u). Occorre distin-
guere tre casi a seconda che sia 9 — 8u = 0, 9 — 8u > 0, oppure 9 — 8u <
0.

3
e u=2. In tal caso la soluzione generale ¢ Y (y) = e~ 4Y(¢1 + coy). Poiché

3
Y(0)=creY(r)=e 4" (c; + cam), le costanti ¢; e ¢ devono soddisfare

il sistema
cl = O,
C1 + Com = O,

che ammette come unica soluzione quella banale. In maniera analoga si
trova che anche il caso 9 — 8u > 0 ¢ da scartare in quanto conduce alla
soluzione Y (y) = 0.

e Sia ora 9 — 8u < 0. In tal caso abbiamo due radici complesse coniugate

_ . /81=9 . . N
g = F £if, f=YE=, per cui la soluzione generale ¢

3
Y (y) = e 4Y (¢1 cos By + cosin By) .

Poiché Y (0) = ¢1 e Y (1) = e~ 17 (¢, cos B 4 ¢y sin B), le costanti ¢; e ¢
sono da determinare mediante il sistema
C1 = Oa
€1 €08 BT + ¢ sin S = 0.
Il sistema e non banalmente soddisfatto soltanto quando
sin fm = 0.

Questa equazione ammette come soluzioni B, = k,. = 1,2,... e quindi
fy = % + 2n2. Lo spettro per il problema (4.49) ¢ pertanto

3
fin =440, Yot = P, n=1,2....}.

Resta da risolvere 1'associato problema (4.51). Esso & del tipo

Tvg,lk + (Ak + Mn)Tnk = 07
T(0) =0, kon=12,....
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Poiché \p + i, > 0, Top = ank cos(tv/ Mg + fin) + bk sin(t/ Ak + ) € dalla
condizione T,,;(0) = 0 si ricava a,, = 0. Lo spettro e quindi

{,un—l—)\k, Tok(t) = sin(t/ g + pn), n, k= 1,2,...}.

2 3
Pertanto uy,(z,y,t) = (e~ 3" sinkx)(e™ 4Y sinny) sin(t\/Ax + i,) e la soluzione
del problema iniziale ¢
- (Ge+iv)
u(z,y,t) = Z Crn €377 1Y sin ka sinny sin(t\/ Mg + fin).
k,n=1

Imponendo la condizione w;(x,y,0) = sinzy si trova

s 2 3
Z vV Ak i Crn e~ (37 1Y sin kz sin ny = sin xy.

kn=1

4
Sfruttando 'ortogonalita delle X (z) in [0, 7] rispetto al peso 3", si ottiene la
relazione

0 T T 9
Z Ak + fhn Crn (/ sin? kx dx) e~ 1Y sin ny = / e3” sin kx sin(zy) dx.
n=1 0 0

3
Infine imponendo 'ortogonalita delle Y,,(y) rispetto al peso e2¥, ugualmente
in [0, 7], si trova

Akt fhn Cin (/ sin? kx dx) (/ sin? ny dy)
0 0

T3 T2
= / e4” sin ny/ e3” sin kx sin(zy) dxdy.
0 0

Dall’'ultima equazione ricaviamo quindi la relazione

T 2

1 T3 2
Z\/Ak + by Conp = / e4” sin ny/ e3”sin kx sin(zy) dedy
0 0

per k,n = 1,2,..., la quale identifica, per ogni coppia (k,n), il valore del
coefficiente c¢y,,.

Osservazione. Come abbiamo visto negli esempi precedenti, I’applicazio-
ne del metodo di separazione delle variabili & notevolmente semplificata nel caso
in cui in tutte le condizioni al bordo e iniziali, tranne una, siano funzioni iden-
ticamente nulle. Questa tuttavia, almeno per le equazioni differenziali omoge-
nee, non rappresenta una oggettiva difficolta in quanto il problema iniziale puo
sempre essere ricondotto alla risoluzione di uno o pit problemi che presentano
le caratteristiche desiderate. L’affermazione ¢ una diretta conseguenza della
seguente proprieta di linearita, immediatamente verificabile.
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Proposizione 4.1 Se ui(x,y) e us(x,y) sono soluzioni di una PDE lineare,
lo € anche una qualunque loro combinazione lineare.

Per semplicita, limitiamoci a considerare ’equazione
uy = Az, )y, + B(x, t)u, + C(z, t)uy + D(x, t)u.

Dobbiamo verificare che se u(z,t) e ug(z, t) sono soluzioni, lo ¢ anche u(x,t) =
cruy(z,t) + coua(x, t), qualunque siano le costanti ¢; e cs.
Per la verifica, basta osservare che

cr(un)u + co(uz)u = Az, 1) [er(ur) e + ca(tz)ee] + B2, 1) [e1(u1)e + ca(ug)]
+ C(I’, t) [Cl (Ul)t + CQ(UQ)t] + D(l’, t) [clul + CQUQ]
in quanto, per ipotesi,
cr(ur)y = ¢ [A(z, t) (uy)ee + Bz, t) (u), + Clx, t)(ur)e + D(x, t)uq] ,
02(u2)tt = C2 [A((L’, t)(“?)rx + B(I, t)(u2)x + C(‘T7 t)<u2)t + D(I7 t)U“?] :
Supponiamo ora di dover risolvere una PDE a coefficienti costanti del tipo:

Uy = Atyy + Bug, + Cuy + Du, cona<z<bet>0,
u(a,t) = fi(t), u(b,t) = fo(t),
w(@,0) = gi1(z), w(z,0) = ga().

Supponiamo inoltre di saper risolvere la stessa equazione differenziale in cia-
scuna delle seguenti situazioni

(1) fi(t) #0, f2(t) = 0, gi(x) =0, g2(x)
(2) filt) =0, f2(t) #0, gi(z) =0, ga(w) =
(3) fi(t) =0, folt ) # 0, g2(x)
(4) f1(t) =0, f2(t) =0, gi(x) =0, go(x) #

Indichiamo con w;(z,t), ¢ = 1,2, 3, 4 rispettivamente le soluzioni dell’equazione

differenziale con assegnate le condizioni (1), (2), (3) e (4). E allora immediato
verificare che

Il
“O
Q
=

&
N
Q
)

S

)
)
)
)

w(z,t) = uy(z,t) + ug(x, t) + us(x, t) + ug(z, t).
A tale scopo basta osservare che:

(a) in conseguenza della linearita dell’equazione differenziale, u(x,t) ¢ una
soluzione;

(b) u(x,t) soddisfa sia le condizioni al bordo sia quelle iniziali, dato che
su ciascuna di esse tre soluzioni sono nulle e la quarta assume i valori
desiderati.
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4.3 Esercizi proposti

(a) Risolvere con il metodo degli integrali generali i seguenti problemi diffe-
renziali:

(1w = gy, con0<z<met>D0,
u(0,t) + u(m, t) =0,
| u(z,0) =sinz, w(x,0) = cosz.

(
Ugzy = T + Y COS T,

u(z,t) = 3z + 2,

Lu(0,y) = 2.
Uy = SUge + Sy,
u(z,0) = =,
L us(2,0) = 1.

(b) Risolvere mediante separazione delle variabili i seguenti problemi diffe-
renziali:

(utt:2um+3ux+4ut+5u, con0<z<2et>0,
u(z,0) =143, wu(z,0) =0,
u(0,t) =1, wu(2,t) =2.

\
(1w = 4y + 6u, — 2u,
u.(0,t) +u(0,t) =0,
u(l,t) =0,

L u(z,0) = sinz.

(um + 2Uyy + Uy + 2u, =0,

u(z,0) = u(x,1) =0,

(u(0,y) =y, u(l,y)=sinmy.
(utt:?)um—i-Zu, con0<zxr<let>0,
u(0,t) = 2, u(1,t) = 3,

| u(z,0) = wsinz, w(x,0)=0.

(ut:3um—2um+4u, con0<z<met>0,

u.(0,t) —2u(0,t) =0, w(mt)=0,

L u(z,0) = z(m — z)*.
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U = gy + dUy —4uy +sinz, con0<x<bdet>0,
uw(0,t) =1, wu(b,t) =3,

u(z,0) = cos %x, u(x,0) = 2% + 1.
(Ou  0%u

— = — -2 0<x<3, t>0
ot oz " =T=9t=b

u(0,t) = u(3,t) =0,

| u(x,0) = 2sinme — sin 4m.

(u = gy +2u,, con0<z<1,t>0,
u(1,t) =0,

u(0,t) + 4u,(0,t) =0,

(u(z,t) = f(2),

( 0%u 0%u

S =55 0<e<Lit20, a>0,
u(0,t) = u(L,t) =0,

u(z,0) =0,

\ut(x,O) = g(x).

Suggerimenti per ulteriori approfondimenti: Gli argomenti trattati
in questo capitolo si ritrovano nella generalita dei libri (Advanced Engineering
Mathematics) utilizzati nelle universita statunitensi. Si veda in particolare
l'ottimo libro di O’Neil [19], oppure, in italiano, il libro di Spiegel [27].
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Capitolo 5

ALGEBRA LINEARE
ESSENZIALE

L’algebra lineare e la teoria delle matrici forniscono attualmente le metodolo-
gie e gli strumenti di calcolo pitt importanti in molti settori della Matematica
Applicata. L’affermazione e vera, oltre che per problemi tipici dell’algebra
lineare quali: la risoluzione dei sistemi lineari e il calcolo di autovalori e auto-
vettori nella risoluzione delle equazioni differenziali, per la teoria dell’appros-
simazione, per il controllo ottimale e per la risoluzione dei sistemi nonlineari

29, 11, 31, 24, 17].

5.1 Proprieta di base

Iniziamo questa sezione con qualche richiamo sulle notazioni.

Con R" indichiamo lo spazio reale n-dimensionale dei vettori colonna @ con
componenti xy, xs, ..., z, e con C" il corrispondente spazio complesso.

Assegnato £ € R", con ! intendiamo il trasposto di x, ossia il vettore
riga (z1, s, ..., 2,), mentre, per & € C", con «* = (23, x3,...,z}) intendiamo
il suo aggiunto, ossia il suo trasposto coniugato.

Ricordiamo che n vettori @1, @,, . . ., &, di R" sono linearmente indipendenti
se la relazione a @y + asxs + ... + a,x, = 0 vale unicamente per ay = ap =
... = a, = 0. Ogni n-pla di vettori linearmente indipendenti di R" rappresenta
una base di R™. Di conseguenza affermare che gli n vettori &, xs, ..., x, di R"”
sono linearmente indipendenti equivale ad affermare che ogni vettore b € R"
si puo esprimere univocamente come loro combinazione lineare.

L’insieme delle matrici reali A da R™ a R™ (A : R™ — R"), per evidenziare
che rappresentano operatori lineari da R™ a R", viene indicato con L(R™ R");
piu semplicemente L(R™) nel caso m = n. Analogamente con L(C™, C"), viene
indicato lo spazio delle matrici complesse da C™ a C"; semplicemente L(C")
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nel caso m = n. Gli elementi di A € L(R™,R"), come anche di A € L(C™ C"),
vengono indicati con a;5, 1 = 1,2,...,n, 7 =1,2,...,m.

Nel caso reale, con AT indichiamo la trasposta di A e, nel caso complesso,
con A* =4 = (AT) la trasposta coniugata.

Per ogni matrice quadrata, det A indica il determinante di A e per ogni
matrice A non singolare A~! indica la sua inversa. Per rango di una ma-
trice Rang(A) indichiamo il numero massimale delle sue colonne (o righe)

linearmente indipendenti.

5.1. Relativamente all’invertibilitd di una matrice ¢ fondamentale aver
presente l'equivalenza delle seguenti affermazioni:

a) det A # 0;

b) A & non singolare;

(a)
(b)
)
)

(c) il sistema lineare omogeneo Ax = 0 possiede 'unica soluzione & = 0;

(d) qualunque sia il vettore b, il sistema lineare Az = b possiede una sola
soluzione;

(e) le colonne (e le righe) di A sono linearmente indipendenti;
(f) il rango della matrice A & n.

Se A € L(C™), un numero (reale o complesso) A e un vettore  # 0 vengono
definiti autovalore e autovettore di A se

Ax = \x.

Per le equivalenze richiamate al punto 5.1, indicata (come usuale) con [ la
matrice identita, questo avviene se e solo se

Pa(N) = det(A\T — A) = 0,

ossia se e solo se A soddisfa I'equazione caratteristica di A. P4 () rappresenta
il “polinomio caratteristico” di A. Essendo P4(\) un polinomio di grado n,
A ha esattamente n autovalori non necessariamente distinti che, tenuto conto
delle loro molteplicita, sono esattamente gli zeri (con relative molteplicita) di
P4()). Di conseguenza, essendo P4 () monico,

n n

Pa(A) =] (A =X) con detA=(=1)"Pa(0) = (=1)"]] M-

i=1 i=1

112



[ vettori relativi agli autovalori sono gli autovettori e la coppia (A, ) indica
una coppia autovalore-autovettore.

Dalla definizione di polinomio caratteristico, essendo det(A) = det(AT),
segue immediatamente che gli autovalori di A e AT sono uguali. Per convin-
cersene basta osservare che

Pur(X\) = det(\ — AT) = det[(M — A)"] = det(M — A) = Pa()),

da cui discende che i due polinomi hanno gli stessi zeri con le stesse molteplicita.

Per spettro di A si intende l'insieme degli autovalori A\j, Ao, ..., A, di A,
mentre con

p(A) = max [X|
i=1,...,n

intendiamo il raggio spettrale di A, ossia il raggio del minimo cerchio (con
centro nell’origine) contenente lo spettro di A.

Calcolare lo spettro di una matrice ¢, in generale, difficile. Non lo ¢ tuttavia
in casi particolari. Se, per esempio, A & triangolare (superiore o inferiore),

aiy 0 0

ay; a2 ... ... QAin
Qo1 Q99 0 0 azo ... ... Qop
A= A= ,
0 -
Ap1 Ap2 ... ... Qpp 0 0 Qnn

non ¢ necessario nessun calcolo, in quanto gli autovalori coincidono con gli
elementi diagonali di A. Ovviamente questo vale anche se A ¢ una matrice
diagonale (A = diag(ay, g, ..., a)).

Essendo gli autovalori di una matrice gli zeri dell’associato polinomio carat-
teristico, la loro distribuzione nel piano complesso e del tutto arbitraria. Esisto-
no tuttavia delle importanti situazioni nelle quali gli autovalori sono distribuiti
in zone meglio precisate del piano. Valgono infatti le seguenti particolarita:

(1) Se A ¢ reale e simmetrica (A = AT), gli autovalori sono reali;
(2) Se A & complessa e Hermitiana (A* = A), gli autovalori sono reali;

(3) Se A & una matrice reale semi-definita positiva (x” Az > 0, per ogni
x € R"), gli autovalori sono reali non negativi;

(4) Se A ¢ reale e definita positiva, (€ Az > 0, per ogni 0 # x € R"), gli
autovalori sono tutti positivi.
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Due matrici A e B di L(R") (o di L(C™)) sono simili se esiste una matrice
non singolare P € L(R™) (o in L(C")) tale che

B =P 'AP.

Questa definizione appare del tutto naturale se si osserva che le due matrici con-
dividono la stessa trasformazione lineare in due diversi sistemi di riferimento.
Supponiamo infatti che in un dato sistema di riferimento

y = Aux.
Un cambiamento di variabili comporta trasformazioni del tipo
y=Py e y= Pz, conP non singolare.

Di conseguenza,
Py = APz,

dalla quale (essendo P non singolare)
= P 'APi = Bz, B =P AP,
ossia la trasformazione e la stessa, anche se riferita ad assi diversi.

5.2. Due matrici simili hanno gli stessi autovalori.
Per la dimostrazione basta osservare

det(A — P7'AP) = det [P~" (AP — AP)]
= det [P~ (A — A)P] = det(P~") det(A] — A) det(P).

5.3. In molte applicazioni non ¢ necessario calcolare gli autovalori; e suf-
ficiente darne una buona localizzazione. A questo serve, in particolare, il
seguente

Teorema 5.1 (di Gershgorin) Gli autovalori di una matrice n-dimensionale
A (reale o complesso) sono tutti contenuti nell’unione dei cerchi

|@m_)\‘ SZ ‘aijya ’L:1,2,,7L (51)
j=1
J#i

Dimostrazione.  Sia A un autovalore e  # 0 il corrispondente autovettore.
Indicata con x; la componente di massimo modulo di @ (|z;| = max;—y__, |z;]),
e evidente che x; # 0, dato che x # 0. Di conseguenza, considerando la i-esima
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riga di Az = Az e ricordando che |z;| < |z;], j = 1,...,n, possiamo affermare
che

n n

Jaii = Al 2] = Jaim: — 2| = > aga;| <D lagg| ]
j=1 =1
i#i i#i

<D0 laisl | 2l
j=1
J#
dalla quale segue la (5.1). O

Poiché, come osservato precedentemente, A e AT hanno gli stessi autovalori,
il teorema di localizzazione di Gershgorin puo riferirsi alle colonne di A, oltre
che alle righe. In altre parole il teorema e ugualmente valido nei cerchi

n
|CLZ‘Z‘—/\|§Z|CL1‘]‘|, j:]_,Q,...,TL.
i=1
i#]
La prima e praticamente piu importante conseguenza del teorema riguarda
le matrici diagonalmente dominanti.

Una matrice A e definita diagonalmente dominante in senso stretto se, per
ogni ¢t =1,2,...,n, vale la disuguaglianza

n
|aii| > E |aij]-
Jj=1
J#
Dal Teorema 5.1 segue immediatamente che ogni matrice diagonalmente do-
minante in senso stretto ¢ non singolare. Per rendersene conto basta osservare
che nessuno dei cerchi (5.1) contiene il valore A = 0 e dunque A = 0 non &

un autovalore, il che equivale ad affermare che A € non singolare. Se infatti A
fosse singolare,indicato con r < n il rango della matrice, I’equazione

Ax = \x, A=0,

avrebbe co™ " soluzioni non nulle.
Una matrice A si dice diagonalmente dominante in senso debole se

n

\%!22 |aijl, 1=1,...,n,
—
7
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con il maggiore stretto valido almeno una volta. La matrice

2 1 01

0 -1 01
A_0131’

1 0 01

ad esempio, e diagonalmente dominante in senso debole, ma non in senso
stretto.

5.4. Matrici ortogonali. Una matrice A € L(R™) ¢ ortogonale se

ATA=AAT =T+ AT = A"

V2 V31
Esempio 5.2 Lamatrice A = % <\/§ 0 2) ¢ ortogonale, in quanto AT A =
V2 —V3 1

[=2)

AAT = I. Di conseguenza:
V2V2 V2
(a) A7h=AT = & <\/§ 0 —\/3);
1 -2 1
(b) Se A & ortogonale, la soluzione del sistema Az = b ¢ * = ATb. Se, ad

es., A ¢ la matrice precedente e b = (0,1,1) e 27 = \%(2\/5, —/3,-1).

In L(C") proprieta analoghe valgono per le matrici unitarie, ossia per le matrici
per le quali

A*A=AA"=1, A" =(AT)= (A,

nel qual caso
Al =A"e Az =b=— x = A*b.

5.5. Autovalori di una matrice ortogonale. Tutti gli autovalori di
una matrice Hermitiana [A* = A~!] hanno modulo 1, conseguentamente sono
tutti localizzati nella circonferenza con centro 'origine e raggio 1.

Dimostrazione. Ax =  x e x # 0 = x*Ax = Iz — z*x =
A lz*Az. D’altronde, £*A* = \x* = x*A'z = \z*x = M\ " Az —
|A| = 1. Questo implica che anche gli autovalori di una matrice ortogonale
(AT = A71) sono A\ = £1.

Altre utili proprieta:
(a) gli autovalori di una matrice simmetrica AT = A sono reali;

(b) gli autovalori di una matrice antisimmetrica (A" = —A) sono immaginari
puri;
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(¢) in una matrice simmetrica gli autovettori corrispondenti ad autovalori
distinti sono ortogonali;

(d) se A € L(R") ¢ ortogonale, le sue colonne rappresentano una base
ortonormale di R".

In tal caso ¢ immediato calcolare le proiezioni sui vettori di base. Infatti,
indicato con & un generico vettore di R"™ e con ay, as, ..., a, le colonne di una
matrice ortogonale A, dalla relazione

Tr=o1a; +oxas + ...+ a,a,

segue, come immediata conseguenza della ortogonalita dei vettori {a;}?,, che

T .
x a; = (x,a;) =, 1=1,2,...,n.

Questo significa che 'i-esimo coefficiente «; di « € la proiezione ortogonale di
T su a;.

5.6. Ortonormalizzazione di una base. Anche se teoricamente le basi
di R™ sono equivalenti, dal punto di vista computazionale ¢ di gran lungo pre-
feribile disporre di una base ortonormale. Tale obiettivo puo essere raggiunto
ortonormalizzando la base iniziale con il metodo di Gram-Schmidt. Assegnata

una base {ai,as,...,a,} di R" il metodo di ortonormalizzazione di Gram-
Schmidt genera una base ortonormale {q;,q,,...,q,}, procedendo nel modo
seguente:
a;
@ =7 (5.2)
las |
A T T,
g, = Qs —T12q;, Ti2=¢q,02 = q,q, =0,
4,

q, = e, in generale,

145l

~

j—1
_ _ T
q; = a; — E Tijdi,  Tij = 4; 4;
=1

(5.3)
_ 4 -
q]_Hq]H7 j_273a"'7n7
dove il simbolo || - || indica la norma Euclidea.

Questo algoritmo puo essere considerato il prototipo dei metodi Q) R, ossia
dei metodi di fattorizzazione di una matrice A nel prodotto di una ortogonale
(@ per una triangolare superiore R.
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Dimostrazione. Posto A = (a1 as; ... an), vogliamo realizzare la fatto-
rizzazione

M1 Ti12 ... ... Tin
Tog ... ... Top
A= (a; a a,) = (a1 ¢ a,) = QR,
rnn
(5.4)
dove QTQ = I. Dalla (5.3), procedendo per colonne, otteniamo
a;
a; = r11q,, dalla quale, posto r; = ||a;||, segue che ¢, = —,
1
as = r12q, + T229,, dalla quale segue che 715 = q?ag;
osservato quindi che req, = as — ri12qy, 22 = ||as — 112q ||
as — 124,
e conseguentemente g, = ———.
722
In generale, per j =2,3,...,n
J
a; = E Tijd;,
i=1
dove qy,qs, - .., q;_; sono vettori noti, normalizzati e tra loro ortogonali. Da
esse segue che
7j—1
o —=ata.. i=1 i1 q. = @ — g
ri=q;a;, i=1...,] , Con 1j;q; = @ Tiiq;-
i=1
. e . . : I B j—1
Da quest’ultima, la normalizzazione di q; richiede che 7j; = [[a; —>_i_; 7454,

e conseguentemente

a;— Y rig,

Tjj
Di questo metodo esistono diverse varianti che hanno come obiettivo la sua
stabilita numerica [28, 31, 11].

Le matrici ortogonali svolgono un ruolo molto importante nel calcolo dello
spettro di una matrice, come nella risoluzione dei sistemi lineari, come risulta
dalle seguenti proprieta:

Se A € L(C"™) ¢ simmetrica, essa ¢ diagonalizzabile con una matrice orto-
gonale. Esiste cioe una matrice ortogonale P tale che

q;

A= P 'DP = P'DP, essendo D = diag(ay,...,ay).
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Da essa segue che, (essendo P~! = PT) lo spettro di A & rappresentato dagli
elementi diagonali di D (A\; = oy, i =1,...,n).

5.7. Teorema di Schur [20]. Se A € L(C"), esiste una matrice ortogonale
P in grado di triangolarizzare A, tale cioe da ottenersi

A= PTTP, T triangolare.

Essendo A simile a T', gli autovalori di A sono gli elementi diagonali di 7.
E importante anche notare che per calcolare gli autovalori di un polinomio
matriciale

Pp(A) = agA™ + ey A"+t a1 A+ an,

e sufficiente conoscere gli autovalori di A.
Allo scopo basta osservare che

Ax =z, ¢ # 0= A’z = A(Azx) = A(\x) = Mz = Nz, = # 0,
Ak =AY Ax)= At x) = A le=. . =)\,

Az = Iz, m;«éO:>{
x # 0,

da cui segue che
Po(A)x = (aoA™ + a A" ' 4 . i A+ ap)x, T #0.

N

Di conseguenza, lo spettro di P,(A) e
{(lo)\;n + a1>\?171 + ...+ &mflAi + am, 1= 1, . ,n},

dove \q, ..., A\, sono gli autovalori di A.

5.8. Se A € L(R") ¢ una matrice simmetrica, gli autovettori relativi a due
autovalori diversi sono ortogonali.

Dimostrazione. Siano Ax = Mx, * # 0 e Ay = Aoy, y # 0 con \; # As.
Come conseguenza,

Ax = iz = y Az = \\y'z e 2T Ay = 'y,
da cui, essendo y" Ax = 7 Ay e y"x = 2"y, segue immediatamente che
(A = X)xfy =0= x"y =y’ =0, dato che \; # \s.

Da questa proprieta segue che, se gli autovalori di A sono distinti, gli autovet-
tori formano una base ortogonale di R".
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5.2 Norme vettoriali e matriciali

In questa sezione introduciamo le definizioni e proprieta delle norme vettoriali
e matriciali, basilari nella risoluzione numerica dei sistemi algebrici.

5.9. Norme vettoriali. Per norma vettoriale in R (o in C") si intende

la funzione || - || soddisfacente le seguenti propprieta:
(a) ||z|| > 0, qualunque sia @ con ||| = 0 se e solo se & = 0;
(b) |laz|| = |af||x||, per ogni vettore & e ogni scalare «;

() llz+yl <[zl + [lyll, qualunque siano z e y.

Le tre norme piu frequentemente utilizzate nelle applicazioni sono le seguenti:

" 1/2
|||z = (Z |w1]2> , norma Fuclidea (norma 2);
i=1

n

[, = Z |75, norma in ¢; (norma 1);
i=1

|z||l0o = max | ;] norma in /o, (norma infinito).
i=1,...,n

Ciascuna di esse appartiene alla famiglia delle norme p essendo, per 1 < p < oo,

n 1/p
|, = (Z \%I”) :
i=1

La norma oo € cosi denominata, in quanto limite delle || - ||, per p — oo.

Per cerchio unitario in || - ||, si intende l'insieme dei vettori € R™ con
|||, < 1. E facile dimostrare che, relativamente alla norma 2, 1 e oo abbiamo
le rappresentazioni geometriche riportate nella Fig. 5.1: Osserviamo che il
terzo cerchio contiene il primo, che a sua volta contiene il secondo. E facile
altresi dimostrare che || - ||, ¢ una funzione decrescente di p, da cui segue, in
particolare, che

|2]|oo < 2|2 < |||, per ogni x € R".

Tutte le precedenti considerazioni sono immediatamente estendibili al campo
complesso C".

5.10. Prodotto interno. Per prodotto interno in R" si intende un’appli-
cazione da R™ a R"™ che soddisfa le seguenti proprieta:
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AN

NP
AN
NP

Figura 5.1: Nella prima riga: I cerchi unitari tipici delle norme 2, 1 e oo,
rispettativamente. Nella seconda riga: i tre cerchi unitari in una singola figura.
(a) (x,x) >0, per ogni x, con (x,x) =0 se e solo se x = 0;

(b) (ax,y) = a(x,y) per ogni coppia di vettori in R™ e ogni numero reale
Q;

(¢) (x,y) = (y,x), qualunque siano x,y € R™;
(d) (z,y + z) = (x,y) + (x, ), qualunque siano i vettori ¢, y e z.

Le stesse proprieta valgono per vettori in C" a condizione di sostituire la (c)
con la seguente:

() (x,y) = (y,x), qualunque siano x,y € C".

Ad ogni prodotto interno si puo associare una norma cosi definita

2] = v/ (z, z). (5.5)

La verifica delle proprieta (a) e (b) ¢ immediata. La verifica della (c) [o della
(¢')] richiede il ricorso alla seguente

Disuguaglianza di Cauchy-Schwartz:
[(z,y)| < llzllyll,  qualunque siano z,y € R™.

Per la sua dimostrazione basta osservare che, per le proprieta (a) e (b) del
prodotto interno, il polinomio

P(a) = (ax +y,0x + y) = o*(x, ) + 2a(z,y) + (y,y)
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€ non negativo per ogni valore o € R. Di conseguenza, il suo discriminante

A(P) = 4{|(z,y)|* - (=, 2)(y,y)} <0

€ non positivo e questo equivale a dire che la disuguaglianza ¢ valida.
Per dimostrare la disuguaglianza triangolare basta infine osservare che (per

ogni coppia x, y)
lz+yl* = (x+y.z+y) = (z,2) +2=z.y) + (y,y)
< (@, 2) + 2zl Iyl + (v, ») = (l=] + [yl)*
= |l +yll < llzll + llyll
e dunque la (5.5) definisce una norma.

Implicazione della disuguaglianza triangolare. Nella disuguaglianza
triangolare sulla norma segue immediatamente che, qualunque siano x, y,

[l = llylll < e -yl (5.6)
Per verificare Is (5.6), basta osservare che (per la disuguaglianza triangolare)
=] =z +y) =yl < llz +yll + vl = llzll =yl <=+ yll
lyll = Iy + =) — 2| <[le+yll+ |zl = lyll -zl < |z +yl,
dalle quali segue immediatamente la (5.6).

Matrice di Gram. Il seguente risultato ¢ molto utile nello stabilire la non
singolarita delle matrici provenienti dalla risoluzione numerica delle equazioni
differenziali e di altri problemi applicativi.

Teorema 5.3 Glin vettoriay, as,. .., a, inR" sono linearmente indipendenti
se e solo se la corrispondente matrice di Gram
_ n _
G = {gij}i,j:h 9i; = (ai, ay),
e mon singolare.
Dimostrazione.  E facile verificare che

n 1
||Cla,1 +~-+Cna'n||2 = Z CiCj(ai,aj) = (Cl Cn)G s
i,j=1 Cn

qualunque siano le costanti reali cq,...,c,. Di conseguenza, esistono tali co-
stanti ¢; non tutte nulle tali che ciaq + ... + ¢,a, = 0 se e solo se il vettore
colonna (01 e cn)T e autovettore di G corrispondente all’autovalore GG, cioe
gli n vettori a1, as, ..., a, sono linearmente dipendenti se e solo se la matrice
di Gram G e singolare. O
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Un risultato simile vale per n vettori in C".

5.11. Norme matriciali (indotte, naturali). Ad ogni norma vettoriale
| - || in R™ si puo associare una norma matriciale, per tale motivo, definita
indotta o anche naturale.

Definizione. Per ogni A € L(R™) si ha:

DTl (5.7a)

Ponendo y = %, la (5.7a), osservato che ||Az| = ||A(]|z|)y| = ||=]| [|Ay|| e

[z’

che ||y|| = 1, diventa

A
1] = sup 1221
@

141/ = max || Ayl (5.7b)
La sostituzione del sup con il max discende dal fatto che la || - || € una funzione
continua e l'insieme dei vettori y € R™ con ||y|| = 1 & chiuso.

Le norme matriciali sono caratterizzate dalla validita delle seguenti pro-
prieta:
(a) ||A|l =0 con ||A]| =0 se e solo se A= O;
(b) ||aA]l = |af|||A]|, qualunque sia il numero o € R (a € C);
(c) ||[A+ B| < ||A|l + ||B]|, qualunque siano le matrici A e B;
(d) ||1ABJ| < || 4]l || B||, qualunque siano le matrici A e B.

Le prime tre seguono immediatamente dalle (5.7). Per la (d) si deve prima
osservare che per la (5.7a)

[ Az
[Ed|

dato che ||A]| (per definizione) ¢ il pit piccolo maggiorante di %, llz|| # 0,
da cui

<[lA], @ #0,

[Az|| < [|A[] []]-

Conseguentemente, per ogni & # 0,

[A(Bz)|| < [[All | Bz|| < A Bl ||z[l =

AB
— I(AB)=|| || |)|ar:|| < ||A|l | B|| per ogni « # 0 e dunque vale la (c), dato che
x
AB)x
45y = sup B2 < gy,
a0 |||
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Matrice identita. E evidente che, indicata con I la matrice identitd in

L(C™), qualunque sia la norma matriciale indotta, ||| = 1.
5.12. Relazione tra norma matriciale e raggio spettrale. Qualunque
sia la || - || matriciale indotta e qualunque sia la matrice A € L(C"™),
p(A) < [|A]]. (5.8)

Verifica. Dalla definizione
Ax = \x, x#0

deriva infatti che, qualunque sia 'autovalore \ e il corrispondente autovettore
w?

Ax
< 4] = sup 1221

[Az|| = [Al|z]| = [A] = :
] zz0 ||

Anche se, in generale vale il <, in casi particolari puo valore I'uguale. Per
A = I, vale I'uguale dato che, per ogni norma, [[A|| =1e A\ =X = ... =
An=1=p(l)=1

Calcolo delle ||Al|2, ||Alls € [|A]]1-
(a) Se A € L(R"), [[All2 = \/p(AT A).

Per la sua dimostrazione, indicati con (A, u) una coppia autovalore-auto-
vettore di AT A, possiamo affermare che

AT Au = \u, u # 0.
Da essa segue che
u' AT Au = || Aul|z = M|ul|z = X >0
e conseguentemente

Aul|? Axl|?
p(aray = 1Aule o 1A=l e

[ull3 ~ wzo [=l3

ossia p(ATA) < || A[3
Per dimostrare che vale I'uguale, posto u = p(ATA) e indicato con v
I'autovettore corrispondente, osserviamo che

JAv}  wTATAv o (o)
|v||3 vTv vTv

= p = p(ATA).

Resta cosl dimostrato che [|A|l2 = 1/p(ATA).
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Se la matrice A & simmetrica, essendo p(ATA) = p(A?) = p(A)?,

[A]l2 = p(A).

Se A & ortogonale, ||Alls =1, dato che ATA=1Te p(I)=1.

Anche se esistono vari metodi per il calcolo del raggio spettrale di una
matrice, il calcolo della ||Al|2 €, in generale, piuttosto complicato. Per questo
motivo nei metodi iterativi, in particolare, si utilizzano piu frequentemente la
|- |l1 ela | -, molto pitt semplici da calcolare.

(b) Se A € L(R™), ||Allo = @iqaxnzl |aij].
p

5.13. Iniziamo con l'osservazione che, per ogni * € R" con ||z|. =

max |x;| =1, si ha:
i=1,...,n

|Az||c = max
1=1,....,n

n
E CLUI‘]‘
Jj=1

n
< max Z |aij]-
i=1,...,n
j=1

n
< max Y a7
i=1,...,n
j=1

Per dimostrare che vale I'uguale, basta trovare un vettore & con |||« = 1 per
cui vale 'uguale. A tale scopo, indicata con r la riga della matrice con

n n
> an| = max Y ayl,
i=1,...n
Jj=1 J=1
definiamo @ ponendo per j =1,2,...,n

Qrj )
SN B ayj # 0
;=

0, se a,; = 0.

La dimostrazione risulta pertanto completa, dato che

n n
[AZ oo = | Y arjaj| = lar-
j=1 j=1
Calcolare la || - ||o di una matrice ¢ molto semplice, a differenza di quanto
avviene per il calcolo della || - [|2. Come risulta dalla proprieta seguente, il

costo computazionale della || Al € ||A|; € lo stesso, per ogni A € L(C").

5.14. Per ogni A € L(R"), [All; = max > |ayl.
Jj=1,...,n Py
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Dimostrazione.

n

Azl =

i=1

n n

<Y Y a4

=1 j=1

n
E ai]’x]’

Jj=1

.....

Si tratta ora di dimostrare che esiste un vettore & # 0 per cui vale I'uguale. A
tale scopo, supponendo che il massimo della sommatoria valga per j = r, basta
prendere x = e (versore con 1 nella k-esima posizione e zero altrove). Con
tale scelta risulta infatti Ae, = ay, colonna k-esima di A, e la dimostrazione
¢ completa (essendo ||eg]| = 1).

La (5.8) evidenzia che p(A) & minore di una qualsiasi norma indotta. In
realta si puo affermare che p(A) e l'estremo inferiore delle norme indotte in
quanto, alla (5.8) puo essere aggiunta la seguente proprieta (di cui si tralascia
la dimostrazione): prefissato ad arbitrario € > 0, esiste una norma || A|| per la
quale

p(A) < ]| < p(4) +e. (5.9)

)

In una matrice simmetrica p(A) = |[|All2, dato che [|Als = /p(ATA) =
p(A)2 = p(A), dato che AT = A e p(A?) = p(A)>.

Nella seguente matrice simmetrica A = <i —11 ?), p(A) = /3 e, conseguen-

temente ||A||2 = p(A), mentre:

3 3
1A]loo = max, Z |aij| = Z |as;| = 3,
J=1 7j=1
3

3
|Allr = P > ail = lawl =3.
=1

=1

E importante osservare, per la rilevanza del risultato nella risoluzione dei
sistemi lineari, che p(A) puo essere < 1, anche se ||Al|; > 1 e ||A||oc > 1. Per
evidenziarlo consideriamo il seguente esempio riportato in[20, pag. 55]

01 0 1.0 0.2
A |02 03 01 03
“lo1 01 01 02|

0.1 0.2 0.2 0.1

per la quale ||Al|oc = 1.3 e ||A]l; = 1.4. 1l suo raggio spettrale p(4) < 1
Per verificarlo, indicata con D la matrice diagonale D = diag(6,6,10,6),
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consideriamo la matrice simile alla A

01 0 06 02

_ 02 03 006 0.3
DAD™ = |"{" 1 ] 1
6 6 . 3

01 0.2 0.12 0.1

Applicando ad essa il teorema di localizzazione di Gershgorin si ha:

A—01] <08 = —07<X<09
A —0.3] <0.56 = —0.26 < X < 0.86
A-01<2= - <A<2
IA—0.1] <042 = —0.32 < X < 0.52.

Di conseguenza, p(A) < 1, dato che |A| < 1in ciascuno dei cerchi di Gershgorin.
Alla stessa conclusione si puo arrivare applicando il teorema di localizzazione
di Gershgorin alle colonne di A.

Convergenza di una successione. Una successione {x;}32, in R™ ¢
convergente a € R™, secondo una prefissata || -||, se lim ||z —| = 0. Ana-
k—ro0

logamente, la successione {x }32; ¢ di Cauchy (per la norma in considerazione)
se, prefissato € > 0, esiste un N(e) tale che, per ogni coppia k,l > N(¢),

||Cl3k — CL’lH < €.

Per la completezza dello spazio R", rispetto a una sua qualunque norma, ogni
successione di Cauchy ¢ anche convergente. Pertanto, essendo I'inverso ovvio,
le due definizioni sono equivalenti.

Nei processi iterativi studiare la convergenza rispetto a una norma puo
essere molto piu complicato che rispetto a un’altra norma. Per fortuna, come
evidenziato nel seguente teorema, la convergenza secondo una norma (la piu
semplice da utilizzare) implica la convergenza con un’altra norma (quella di
maggior interesse).

Teorema 5.4 (Equivalenza delle norme) Prefissata due qualsiasi norme || - ||’
el|l-]|”, esistono due costanti co > ¢y > 0, tali che

allzll < ||lzl|” < ellzl|,  qualunque sia il vettore x

Dimostrazione.  Per rendersi conto dell’equivalenza basta osservare che se
una successione {x; }72, converge a x secondo la || ||, essendo ¢ indipendente
dai vettori in considerazione,

lz —z||” < collz — 2| = ||l — 2| — 0.
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||//

Se, viceversa {x"}?°, converge e se secondo la || - ||, per I'indipendenza di e;

dei vettori in considerazione,
alze — | < [loy — 2" = [l — x| — 0.

E questo il motivo per il quale, nei metodi iterativi, in virtu della facilita del
loro calcolo, le norme pitt usate sono || - || € la || - |;. La convergenza secondo
una delle due implica, in particolare, la convergenza secondo la || - |- 0

Prima di discutere della risoluzione numerica dei sistemi lineari, ¢ bene sof-
fermarsi sulla rappresentazione spettrale della soluzione di un sistema lineare.
La sua rilevanza trascende il settore specifico, in quanto una analoga rap-
presentazione viene utilizzata nella risoluzione analitica dei sistemi di ODEs
lineari. Iniziamo con il supporre che la matrice A € L(R") del sistema Ax = b
sia non singolare e simmetrica. In tal caso gli autovalori A, ..., A, sono reali
e gli autovettori uq,...,u, possono essere scelti mutuamente ortonormali. Di
conseguenza, si puo scrivere

Au; = Nu;, i=1,...,ncon |A| >[N >...> |\, >0
i i (Al = Ao = = (A (5.10)
u; u; =0, 4,5 =1,2,...,n.
Tale proprieta, in forma matriciale, puo essere cosi rappresentata
AU =UD, U= (ul Uy ... un) , D =diag(A1, A2, ..., An).

Da quest’ultima, tenendo conto della ortonormalita delle colonne di U, segue
che

A=UDU" = UDU"x = b, (5.11a)
e conseguentemente, essendo D non singolare
(w1, b)
x=UD"'UTb= (w1 u, ... w,) D! (u2 1
(1, b)
che, in forma scalare diventa
z = En: (“i;b) u,. (5.11b)
j=1

La (5.11) fornisce la rappresentazione spettrale della soluzione. Il risultato,
pit che numericamente, ¢ importante teoricamente per la proprieta da essa
desumibile e per le analogie che ispira in altri settori della matematica.
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Decomposizione a valori singolari (Singular Value Decomposition,
SVD). Se A ¢ non singolare, le matrici AT A e AAT sono simmetriche e definite

positive. Di conseguenza, indicati con {\; = 02, i = 1,...,n} gli autovalori di
ATA e con {uy,...,u,} irelativi autovettori ortonormali, possiamo scrivere

AT Au; = olu,, i=1,2,...,n. (5.12)
Da essa, ponendo (per definizione)

Au; = o,v;, 1=1,2,...,n,

otteniamo i due sistemi

{/if:;’:} i=1,2,...,n (5.13)
Dalla (5.12) segue immediatamente che i 02, ... o2 sono gli autovalori di AA”
(oltre che di AT A), i cui autovettori relativi sono i vy, ..., v,. Per verificarlo

basta osservare che, molteplicando la prima delle (5.13) per A

AATv; = 0, Au,, i=1,...,n, (5.14)
dalla quale, ricordando la seconda, segue che

AT Av; = o?v;, 1=1,...,n.

Di conseguenza, ATA e AAT hanno gli stessi autovalori, mentre gli autovet-

tori sono diversi. Anche gli autovettori vy, ..., v, sono ortonormali, dato che
(indicato con d;; = (1; Z ;j’ il simbolo di Kronecker) per la seconda delle
(5.13) 7 ,

vl = (%“JTAT) (%Aui) - Z—;ufui - Z—;@»j, ij=1,....n,
e dunque anche i vq,...,wv, sono ortonormali.

Ponendo

V= (’01 vy ... 'vn), U= (u1 Uy ... un), Y = diag(oy,...,00),
dalla prima delle (5.13) segue che
AU =VX
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e da questa, ricordando che U~! = UT e che V™! = VT segue la SVD di A
A=V3U" = A ' =Ux"V".

Loy,...,0, sono definiti i valori singolari di A e i vettori {u;, v;}, i suoi vet-
tori singolari. Di conseguenza, la soluzione & = A~'b puo essere rappresentata
nella forma vettoriale

(vb b)

V9, b
z=US"V"o=(u; u ... u,) T <2_ ) (5.15a)

(v,,b)

o, nella forma scalare
n

T = Z (vj"b) u;. (5.15Db)

o

Jj=1

La (5.15) fornisce la rappresentazione singolare della soluzione di un sistema
con matrice non singolare. La (5.12) implica che, ordinati i valori singolari per
valori decrescenti (o7 > 09 > ... > 0,,),

lAlle = VOATA) =01, |A™ |2 = /o((ATA) 1) = —,

On

da cui segue immediatamente che (relativamente alla stessa norma)

o
cond(A) = [|Allo[| A2 = 0_1

Esistono nella letteratura molti metodi per il calcolo della SVD di A e
del cond(A). Algoritmi molto efficienti per il calcolo dei valori singolari e dei

vettori singolari e conseguentemente anche del cond(A), rispetto alla || - [|2, si
trovano in MATLAB.

5.3 Sistemi lineari

Per la sua particolare rilevanza, tuttiilibri di Analisi Numerica trattano I’argo-
mento con la illustrazione di numerosi metodi diretti e iterativi [28]. Esistono
altresi piu riviste specializzate dedicate alla risoluzione numerica dei sistemi
lineari e all’analisi delle matrici.

Si definiscono diretti i metodi che, con un numero finito di trasformazioni
(anche se elevato) e in assenza di errori di arrotondamento, consentono di
calcolare la soluzione esatta del sistema. Tra le varie tipologie esistenti, la piu
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classica e quella definita di tipo LU. Si tratta di metodi che riconducono la
risoluzione di un sistema non singolare

Az =0b
a quello di un sistema equivalente del tipo
LUx = c, (5.16)

dove L & una matrice triangolare inferiore e U e triangolare superiore. Esse
sono dunque del tipo

Ell 0 0 Uil U2 ... ... Uip
€21 £22 0 0 Uz ... ... Uy
p=|: =] o]
: .0 : el
by lno o oo lpn 0 ... ... 0 upm

conly; #0,i=1,....,neuy; #0,i=1,...,n.
La risoluzione del sistema viene quindi ottenuta risolvendo, in seguenza, i
due sistemi
Ly=c e Uzx=uy.

La motivazione (dovuta a Gauss) ¢ che risolvere un sistema triangolare infe-
riore/superiore ¢ piuttosto facile (per discesa nel primo caso e per risali nel
secondo caso). Lo schema di risoluzione di Lz = ¢ ¢ infatti il seguente:

i—1
C1 1 .
= i=—|a— Cisy; |, 1=2,3,...,n,
=gy g( ; ]y]>

mentre per il secondo vale lo schema

Yn 1 & ,
Tp = —, Ti=—\Y — Ui |, 1=1,2,...,n—1.
Usj (y Z / J)

U
nmn j=i+1

I1 prototipo di tale famiglia di metodi e il “metodo di eliminazione di Gauss”,
cosl definito in quanto basato su n — 1 trasformazioni sequenziali nella prima
delle quali si elimina la z; della seconda, terza,..., n-esima equazione, nella
seconda si elimina la xo dalla terza, quarta, ..., n-esima e nella (n — 1)-esima
la z,_1. La matrice cosi ottenuta ¢ triangolare superiore e la soluzione vie-
ne quindi ottenuta con un procedimento di risalita. Naturalmente la tecnica
di calcolo effettivo (come riportata in MATLAB) contiene molti accorgimenti
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computazionali che hanno come obiettivo primario il contenimento della pro-
pagazione degli errori di arrotondamento. Nel metodo di eliminazione di Gauss
il costo computazionale, ossia il numero delle operazioni aritmetiche necessarie
per ottenere la soluzione, & dell’ordine di n?/3.

Altra importante famiglia di metodi diretti e rappresentata dei “metodi
QR”. Si tratta di metodi nei quali la matrice A del sistema viene fattorizzata
nella forma

A = QR, dove @) ¢ una matrice ortogonale QTQ = QQT =1

e R & una matrice triangolare superiore con gli elementi diagonali r; # 0, i =
1,...,n, nellipotesi che A sia non singolare. In questo modo la risoluzione del
sistema Az = b viene ricondotta a quella del sistema triangolare Rz = Q7'b.
Considerazioni del tutto analoghe valgono nel caso di un sistema a termini
complessi. La fattorizzazione QR di A € ugualmente possibile con la precisione
che @ ¢ unitaria (Q*Q = QQ* =1).

Numero di condizione di una matrice. L’aritmetica con cui i com-
puters eseguono i calcoli e finita, in quanto ogni numero reale viene sempre
rappresentato con un numero finito di cifre decimali anche se, fortunatamente,
elevato. Lo status attuale ¢ di 16 cifre decimali. Numero elevato ma non in-
finito, come richiesto per la rappresentazione esatta di un numero irrazionale.
Il procedimento di calcolo risulta, conseguentemente, del tipo: arrotondamen-
to dei numeri, esecuzione delle equazioni aritmetiche, nuovo arrotondamento
ecc.. La sequenza arrotondamento-operazione-arrotondamento comporta una
pit o meno marcata propagazione degli errori di arrotondamento, fortemente
dipendente dalle caratteristiche della matrice. La stima dell’attitudine di una
matrice A viene “misurata”’ del suo numero di condizione cond(A), numero
dipendente della norma matriciale adottata.

5.15. Definizione. Sia A una matrice non singolare in L(C") e || - | il
simbolo di una norma indotta. Per numero di condizione di A, rispetto alla
norma || - ||, si intende il numero

cond(4) = | 4] A7 (5.17)

Per rendersene

Dalla definizione segue immediatamente che cond(A) > 1.
= 1, qualunque sia la

conto basta osservare che, essendo I = AA™! e cond(I)
norma in considerazione

1< [JA[ |A7Y| = cond(A).

Per capire come la perturbazione dei dati influenzi la soluzione del sistema,
in dipendenza del suo condizionamento, consideriamo il sistema perturbato

(A4 0A)(x + bx) = b+ 0b. (5.18)
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Una stima della variazione relativa delle soluzione puo essere ottenuta, in
funzione delle variazioni relative sui dati mediante il seguente

Teorema 5.5 Se A ¢ non singolare e la perturbazione 6 A non é eccessiva, nel
senso che

[SA[ AT < 1, (5.19)
supponendo che x e dx soddisfino il sistema iniziale e quello perturbato, si ha

lozll . » {\!5b\|+H5AH

=1 — lbal b A
[ = 1= Vel A

} , dove i = cond(A). (5.20)

Dimostrazione. — Essendo ||[A71§A| < [JA7Y| ||6A|| < 1, come conseguenza
del teorema di Gershgorin sulla localizzazione degli autovalori, I + A716A &
non singolare e inoltre

1 1

I+ A5A)Y < < '
I VS T amsay S ToA A

(5.21)

Molteplicando la (5.18) per A~! e ricordando che Az = b, si ottiene che
dx=(I+A A TAT(6b—0A ).
Dividendo per ||| e utilizzando la disuguaglianza (5.21) si trova che

[0z|] A A~ {||5b|| ||5A||}
< + : 5.22
lzl| = 1—[|SA[[[A-H U flell (Al (5:22)

dalla quale, posto p = ||A| ||[A7Y|, segue la (5.19). Da notare che, per I'i-

potesi (5.17), aumentando il cond(A) errore relativo 12l cresce, sia perché

B
viene incrementato il numeratore, sia perché decresce il denominatore. Quan-
do la perturbazione 6 A ¢ trascurabile rispetto a db (come spesso avviene nelle

applicazioni) la (5.20), piu semplicemente, diventa

150l

kel
—— < cond(A) :
151l

[ < (5.23)

O

La (5.23) evidenzia che, sotto tale ipotesi, il cond(A) indica il massimo pos-
sibile fattore di amplificazione della perturbazione relativa dei dati sull’errore
relativo della soluzione. Dall’osservazione cond(A) > 1, deriva che il condizio-
namento ottimale di una matrice ¢ cond(A) = 1. E importante osservare che
esiste una importantissima classe di matrici che godono di tale proprieta.
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Matrici ortogonali. Tutte le matrici unitarie, rispetto alla norma FEucli-
dea (norma 2) hanno numero di condizione uguale a 1.
Dimostrazione. Se U ¢ una matrice unitaria di L(C"), per definizione

U'U=0U"=1.
Conseguentemente, per la definizione di norma Euclidea,

|Uz|3 U Ux

U||? = sup =sup —— = 1.
V=28 Tl ~ 28 =
~ U*x||? z*UU*x
U3 = sup LB _ gy OV g
=20 ||zl z#£0 L

e dunque cond(U) = 1.

Lo stesso risultato vale per le matrici ortogonali, ossia per le matrici U €
L(R™) con UTU = UUT = I, come ¢ immediato osservare adattando la
dimostrazione precedente.

Qualche osservazione sul condizionamento di una matrice.
(1) Per le matrici A, B € L(C") si ha:
cond(AB) < cond(A) cond(B).

La disuguaglianza segue immediatamente dalle proprieta delle norme
indotte, in quanto

cond(AB) = |AB||[(AB)"|| = [ AB| | B~ A™Y|
< A BB~ |A™H| = cond(A) cond(B).

(2) Nelle fattorizzazioni QR di una matrice (@ unitraria, R triangolare
superiore)

cond(A) = cond(R).

Basta osservare che cond(A) < cond(Q) cond(R) = cond(R), come anche
cond(R) = cond(Q*QR), dato che Q*Q = I, per cui

cond(R) < cond(Q*) cond(QR) = cond(A),

dato che cond(Q*) = 1. E questo il motivo per cui, nella risoluzione dei
sistemi lineari, vengono molto utilizzati i metodi QR. In tal caso,

Ax = b <= QRx = b<—= Rx = Q")b,
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sistema facile da risolvere in quanto R ¢ triangolare superiore. Da notare
che cond(R) = cond(A), proprieta importante non valida nei metodi LU,
il prototipo del quale e il metodo di eliminazione di Gauss. In questo
caso il sistema iniziale A0z = b viene trasformato in uno del tipo

AMg = b™ | dove A™ & triangolare superiore,

con cond(A™) talvolta molto superiore a quello di cond(A™).

Osservazione. Stimare il condizionamento di una matrice, sulla base della
definizione, ¢ generalmente impossibile, dato che non si conosce la sua inversa.
Ci sono comunque classi di matrici importanti per le quali non ¢ difficile. Se,
ad esempio, la matrice A e simmetrica e la norma indotta e quella Euclidea,

max{|N;|, i =1,2,...,n} |\
d(A) = -
cond(A) = N T =12 ot A

nell’ipotesi che gli autovalori di A siano ordinati per autovalori in modulo de-
crescente (|A1] > |A2] > ... > || > 0). Per la dimostrazione basta osservare
che

[A[l2 = p(A) = |,

1 1
[ATH = p(A™h) = max = —,
i=1,....,n |/\z| |)\n|
dato che lo spettro di A™! = /\i,z =1,...,n}.

In molte situazioni applicative, I’analisi tecnica del problema fisico iniziale, o
del modello matematico che lo rappresenta, fornisce una importante indica-
zione sul condizionamento del problema. Questo e, tipicamente, dipendente
dalla stabilita della soluzione rispetto ai dati del problema (es. continuita della
soluzione dai dati iniziali).

Spesso, empiricamente, si ritiene di poter evitare la stima del condiziona-
mento della matrice, nella risoluzione del sistema Ax = b, ricorrendo ad una
valutazione a posteriori della approssimazione ottenuta. Piul precisamente, in-
dicata con @ la “soluzione numerica” fornita del metodo, si ritiene & accettabile
se la norma oo del residuo

r(x) =b— Az

e sufficientemente piccola.
I1 seguente esempio evidenzia che, quando il cond(A) & elevato, tale criterio
non ha alcun fondamento.
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Esempio 5.6 Consideriamo il sistema lineare

r+y=2
z+(1+a)y=2,

dove 0 < o < 2, con soluzione esatta @ = (3). Sulla base del suddetto criterio

empirico, i due vettori
r 1 " o_ 3
x = <1 , =\ _

(anche se molto diversi) hanno la stessa attendibilita, dato che

r(a) = r(z") = (_Oa) |

Nel caso « sia sufficientemente piccolo ambedue i vettori dovrebbero essere
considerati accettabili, nonostante siano ambedue molto distanti da . Questo
dipende dal fatto che

(11 4 1 {1+a —1
A_(1 1+a) ¢ A _5(—1 1)‘

Per cui essendo, relativamente alla norma || - ||,

2+ a)?
cond(A) = u,
o
il condizionamento di A cresce tra 8 e oo al decrescere di « tra 2 e 0. Questo
tipo di errore di valutazione non si presenta se « ¢ “abbastanza” grande. Infatti

se « non ¢ piccolo, lo stesso criterio porta ad escludere sia @’ sia x”, dato che
(@) l[o0 = [I7(2")]loc = o

Altro errore frequente consiste nel considerare “sperimentalmente provato”
che il det(A) ¢ un buon stimatore del cond(A). Questa ipotesi, pur avendo
una certa attendibilita sperimentale, non e sempre valida, come dimostra il
seguente semplicissimo esempio:

107 0 ~12
A= 0 10-6) = det(A4) = 10 e cond(A)=1.

Come I’esempio precedente dimostra (per aw molto piccolo) una matrice puo
avere determinante piccolo ed essere mal condizionata. L’esempio seguente [11,
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pag. 82| dimostra che il determinante puo essere molto piccolo e la matrice ben
condizionata.

1 -1 ... ... ... —1
0 1 -1 —1
A=
: o1
o ... ... ... 0 1
In questo caso det(A) =1 e cond(A) = n2""! relativamente alla || - ||s-

Come risultera chiaro nella risoluzione dei sistemi lineari con metodi iterati-
vi, altra definizione fondamentale sulle matrici e quella di matrice convergente.

Definizione. Una matrice A e definita convergente se, indicata con O la
matrice nulla (matrice con elementi tutti nulli),
lim A" = 0.
n—oo

Il seguente teorema dimostra che essa puo essere espressa anche in altre forme,
spesso piu utili.

Teorema 5.7 Le sequenti affermazioni sono infatti equivalenti:
(a) A é convergente;

(b) lim, s ||A"|| = 0, per una qualche norma matriciale;
(c) p(4) < 1.

Dimostrazione.  (a) = (b) dato che, per la continuita delle norme, A™ —
0= ||A™|| — 0.

(b) = (a). Infatti se esiste una norma || - || per la quale ||A"|| — 0, per
I'equivalenza delle norme, esiste una costante positiva ¢ con [|A" ||, < c||A™|
la quale implica che ||A™]|oc — 0 e dunque A™ — 0.

(b) = (c¢). Per I'equivalenza delle norme, basta limitarsi a considerare le
norme indotte. Ricordando allora che se A € un autovalore di A, A" lo e di A"
e che il raggio spettrale di una matrice ¢ < di una sua qualsiasi norma,

|A™|| > p(A™) = p(A)" e pertanto p(A)" — 0, ossia p(A) < 1.

(¢) = (b). nfatti, per la (5.8), esiste una norma indotta per la quale (essendo
p(A) <1),

[A]l < p(A) +e <1
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e questo implica che ||A"|| — 0, dato che
[A™[ < A" e A < 1.

L’equivalenza (a) = (c¢) ¢ automaticamente verificata, essendo gia stato
dimostrato che (a) = (b) = (¢). O

Strettamente connessa con la definizione di matrice convergente e la con-
vergenza delle serie geometriche che intervengono frequentemente nei metodi
iterativi.

Teorema 5.8 La serie geometrica
T+A+ A+ + A+ ...

¢ convergente se e solo se A é convergente. In tal caso la matrice I — A é non
singolare e
(I—A)'"=T+A+ A+ +A +.... (5.24)

Dimostrazione.  La necessita della convergenza della matrice per la con-
vergenza della serie ¢ immediata. La sufficienza deriva dal fatto che, se A
¢ convergente, esiste una norma per la quale ||A|| < 1 e conseguentemente
(qualunque sia n)

1Sall = [T+ A+ A2+ ...+ A" <1+ A +...+ A"

LA 1
AT T[T

Essendo A convergente per ipotesi, p(A) < 1 e quindi I — A & non singolare,
dato che ad ogni autovalore A di A corrisponde 'autovalore 1 — A di [ — A e,
ovviamente,

1= A >|1—|\|>0.

Inoltre, osservato che (qualunque sia n)
(I—-A)I+A+.. . +A") =1 A",
la convergenza della A implica che

lim ([ -A){+A+...+A") =1

n—o0

e questo completa la dimostrazione. O
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Corollario 5.9 Se esiste una norma indotta per la quale ||A|| < 1, I — A ¢

non singolare e inoltre
1

1
— < ]—Ail < —.
Ty < 1= A7 = T

Dimostrazione. ||Al] < 1 = p(A) < 1, per cui I — A ¢ non singolare.
Poiché per ogni norma indotta ||| = 1, dalla identita

I=(—A)I-A)"

(5.25)

segue che
1< 1= A (T = A < (1+ A — A)7
e questo dimostra la prima disuguaglianza. Inoltre, dalla identita
(I-A) " t=T+A1-A)"

segue che
(7 = AT < T+ JA (7= A)7

dalla quale, essendo ||A]| < 1,

1
=AM < —7
1—[[A]
la cui validita completa la dimostrazione. O
Naturalmente, essendo || — A|| = ||AJ|, per ogni matrice A con ||A| < 1,
risulta anche 1 ]
— o SN+ A7 <
1+ []A] 1—[lA]

Osservazione. La (5.25) viene spesso utilizzata per stimare la norma oo
dell’inversa di matrici tridiagonali che intervengono nella risoluzione numerica
dei problemi agli estremi per ODEs lineari del secondo ordine. La sua valu-
tazione permette quindi la stima, rispetto alla norma oo, del suo numero di
condizione. Sia, ad esempio,

9 -3 0 ... ... ... 0
1 -6 1 0 :
0
A= |-
0
1 6 1
0 -3 9
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%, si considera la
7

Indicata con D" la matrice diagonale con (D'); = d}, =
decomposizione D'A = I + A’ e si osserva che ||A|| = 3, dato che

0 s 0 ... ... ... 0
1 1
1 9 -1 9
0
A=
0
: : 1 1
0 ... ... ... 0 =1 0
Di conseguenza per la (5.25)
1

I(DA) oo = I+ A) o <

S —
1— A 2
ed infine, dato che A™! = (I + A")~1D’,
A e < NI+ A) Moo D'l <5 -5 = 1
La matrice ¢ pertanto ben condizionata in quanto, utilizzando la norma oo,

cond(A) < 1-12=3.

Tale procedimento e utilizzabile per calcolare, con semplici adattamenti for-
mali, la norma dell'inversa di una qualsiasi matrice diagonalmente dominante,
ossia di una matrice A per la quale

n
’CL“‘|>Z|CLZ‘j|, i:1,2,...,n.
j=1
J#i

Procedimento che, ovviamente, consenta anche il calcolo del cond(A) relativa-
mente alla norma oo.

5.4 Metodi iterativi

L’idea alla base dei metodi iterativi e la seguente: indicato con

Az =b (5.26)



il sistema non singolare da risolvere, si decompone la matrice A nella forma
A=N - P,

con l'unica limitazione che N sia non singolare. Il sistema (5.26) diventa
pertanto
x=N"'Pzx+ N 'b. (5.27)

Indicato allora con () un vettore iniziale, si costruisce la successione {z*)}2°
generata dalla relazione di ricorrenza

x®) = N"1pzt-D 4 N1p, (5.28)

Sostituendo P = N — A nella (5.28), si ottiene la relazione di ricorrenza, spesso
piu rapidamente convergente,

z® = gD - N A L N o= (1 = N7'A)z® Y + Nb. (5.29)

Teorema 5.10 Posto M = N'P, la successione {x®) 1} converge alla so-
luzione esatta, secondo una qualsiasi norma, se e solo se la matrice M ha
raggio spettrale inferiore ad uno.

Dimostrazione.  Sia

k) k)

e =g _ g k=0,1,2,...,

la successione dei vettori errore generata dal metodo iterativo. Indicato con
e il vettore errore iniziale, dalle relazioni (5.27)-(5.28) deriva che

e® = Me® D = M2t = = MFe®, k=1,2,.... (5.30)

Dalla (5.30) segue facilmente che |[e®| — 0, qualunque sia £(*) se e solo se
p(M) < 1, essendo p(M) il raggio spettrale di M.
La dimostrazione ¢ conseguenza delle seguenti tre proprieta basilari:

(1) In C* (oppure R™) tutte le norme sono equivalenti, nel senso che se
una successione {x®}%  converge a zero secondo una norma, converge
a zero seconda una qualsiasi altra norma. In altre parole, qualunque
siano le norme || - ||" e || - ||, [|l®|' — 0 = [|2®|” — 0 e viceversa
J&®]” = 0 => 2@ = 0.

(2) Il raggio spettrale p(A) di una qualsiasi matrice A ¢ I'estremo inferiore
delle norme indotte, ossia, qualunque sia la norma indotta || - ||,

p(A) < ||A]

e inoltre, qualunque sia € > 0, esiste una norma con [|A| < p(A) +«.
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(3) Per ogni norma matriciale indotta e qualunque siano & € C" (R") e
A€ L(C") (L(R))
[Az| < [[ Al {l]-

Per la conclusione osserviamo che, se p(M) < 1, per la (2) esiste una norma
indotta || - || con ||M]|| < 1 e pertanto

le®@1 < [} le® D] < ... < [[M]]*[le®],

da cui ||e®| — 0, qualunque sia [|e?|, dato che |[M|* — 0 per k — oo.
Se, viceversa, ||e® || — 0, qualunque sia ||e(”||, necessariamente ||M*|| — 0
(cioe, M & convergente) e conseguentemente p(M) < 1. Da cui deriva che,
essendo p(M) lestremo inferiore delle norme indotte di M, esiste una norma
con ||M] < 1. O

Quando un metodo iterativo e convergente, come indicatore della velocita
di convergenza si considera il numero

R = —log, p(M)

definito indice di convergenza. La conoscenza di R permette di stabilire il
numero minimo di iterazioni necessarie per ridurre la norma di un vettore
errore di un prefissato fattore. Infatti, in base alla (5.30), qualunque norma
naturale si consideri, per ogni k

le® < M1 e™]].

Pertanto, poiché p(M) & I'estremo inferiore delle norme, il numero minimo & di
iterazioni richieste per ridurre la norma dell’errore iniziale di un fattore 10~
e cosi definito:

lp(M)|F <107,

ossia m
k> —
iy R’

con R = —logy, p(M).

Metodo di Jacobi e delle iterazioni simultanee. Il metodo di Jacobi
¢ caratterizzato dalla scelta

NZ]:al]5Zj7 27.]:]-)"'7717

dove 0;; ¢ il simbolo di Kronecker. Poiché N deve essere non singolare, il
metodo ¢ applicabile solo se tutti gli elementi diagonali di A sono non nulli.
In tale ipotesi la matrice di iterazione M ¢ definita dal seguente schema:

M=N'P=1-N"A,
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da cui
0, per ¢ = j,
My = U # 7.
(22
Pertanto, in base alla (5.27), il relativo schema iterativo ¢ definitivo dalla
seguente relazione di ricorrenza:

0 _ 1 ~ -_ _
= bi_;aijxj ., di=1,...,n, k=1,2,.... (531
=

Teorema 5.11 Condizione sufficiente perché il metodo di Jacobi sia conver-
gente e che la matrice A sia diagonalmente dominante in senso stretto.

Dimostrazione.  La suddetta ipotesi esprime il fatto che

n
Hlu ”oo = max E
i=1,..,n
j=1
J#i

< 1.

CLZ']'
Qg

Poiché p(M) < ||M||«, anche p(M) < 1, e di conseguenza il metodo e
convergente, qualunque sia il vettore iniziale 2®).

Dal momento che p(M) < ||M]|1, la stessa conclusione vale se ||[M]|; < 1,
cioe se la matrice A e strettamente diagonalmente dominante per colonne. O

Per la semplicita con cui |M||« e ||M]]; possono essere calcolate, oltre
che per dimostrare la convergenza del metodo, ||M || e || M]|1 vengono spesso
usate per stimare l'indice di convergenza del metodo. A tale scopo ci si serve
della seguente disuguaglianza:

1 1 1
R =log —Zmin{log —,—}.
¥ p(M) M s 1M1y

Nel metodo di Jacobi il numero di molteplicazioni/divisioni per iterazione

¢ dell’ordine di n? e pertanto, se il metodo converge, per ridurre di un fat-

tore di 107 la norma del vettore errore iniziale, occorrono circa n2% mol-

teplicazioni/divisioni. Per questo motivo si considera il metodo di Jacobi
computazionalmente competitivo, rispetto ai metodi diretti, soltanto se 'z < 2.

Esercizio 5.12 Risolvere con il metodo di Jacobi il seguente sistema:

101’1 + X9+ 23 = 12
2371 + 10%2 +x3 = 13
221 + 229 + 1023 = 14.
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Il metodo & convergente perché la matrice dei coefficienti

10 1 1
A=1|(2 10 1
2 2 10

e diagonalmente dominante in senso stretto. Infatti gli elementi diagonali di A
sono, in valore assoluta, maggiori della somma dei valori assoluti degli elementi
non diagonali lungo le tre righe.

La soluzione esatta del sistema ¢ 2, = 75 = 23 = 1. Sia (¥ = (1.2,0,0)7
il vettore iniziale. Iterando si ottiene:

1 2
xéi — L(12-0-0) =12 :vg = 1(12 — 1.06 — 1.16) = 0.978
2 = L(13-2.4-0) = 1.06 2 = L(13 — 2.4 — 1.16) = 0.972
2 = L(14—24-0) = 1,16, o) = L(14 — 2.4 — 2.12) = 0.948,

o) = L(12 - 0.972 — 0.948) = 1.008

)
z) = L(13 — 1.956 — 0.948) = 1.0096

o) = L(14 — 1.956 — 1.944) = 1.01.
Iterando ancora ed arrontondando alla quarta cifra si ottiene:
2 =09980, (Y =09974, 2! =0.9965,
2P =1.0006, 2 =1.0008, 2 =1.0009,
29 =09998, 2 =0.9998, 2 =0.9997,
7 =1.0000, 27 =1.0000, 2} =1.0000.

—_

Da cui, osservato che la successione esatta del sistema e x1 = 29 = 23 = 1,
segue che in norma infinito, gli errori relativi ai suddetti vettori di iterazione
Sono:

le® =1 eV =02, [e®]=0052, [e] =001
le®]| = 0.0035, [[e®]| =0.0009, [l =0.0003, [le™] = 0.

Metodo di Gauss-Seidel e delle iterazioni successive. Il metodo di
Gauss-Seidel puo essere interpretato come una modifica di quello di Jacobi.
Infatti & da esso ottenibile con la sola variante che ogni componente di *) gia
calcolata, viene utilizzata nella stessa iterazione per calcolare le componenti
successive. Invece nel metodo di Jacobi le componenti di ) calcolate al passo
k vengono utilizzate soltanto nella (k+1)-esima iterazione. Pertanto lo schema
iterativo di Gauss-Seidel ¢ cosi definito:

1—1 n
w1 (k) (k1)
flﬁi = a—” (bz — Z aijxj — Z aijxj ) s (532)

j=1 j=i+1
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dove, per ogni k =1,2,...,7=1,2,...,n. Si puo dimostrare che la decompo-
sizione di A che genera lo schema (5.32) ¢ la seguente:

a1 0 0
N= | 0 ., P=N-_-A
Ap1 -+ .. Qpp

Poiché det(N) = [[;_, @i, tale decomposizione ¢ utilizzabile soltanto se tutti
gli elementi diagonali di A sono non nulli, come avviene nel metodo di Jacobi.

Dalla (5.32) si ricava immediatamente la seguente rappresentazione del
k-esimo vettore errore

i—1 n
k Qi5 (K Q5 (k—1
M = _ %6§>_ 3 #e( ), (5.33)
j:l 7 j=i+1 (23

con i =1,2,...,n.
Le (5. 32) e (5.33) per i = 1 e i = n devono essere cosi interpretate:

n—1
b _ 1 Z (k=1) o) (k)
Ty = a— b1 CLU > a,,m < and >

7j=1
n—1
() _ aiy <k—1> 0 _ N G )

J
aiq — Qnn
j=1

3

Jj=2

Teorema 5.13 Qualunque sia il vettore iniziale (0, se la matrice A & stret-
tamente diagonalmente dominante, cioe se

n
r=max r; <1, Ty = -
1<i<n - Q4
J=1
J#i
risulta
||e(k)||oo < Tk||€(0)||o<>7 k=1,2,...,n, (5'34)

e pertanto il metodo € convergente.

Dimostrazione.  La validita della (5.34) puo essere accertata per induzione
relativamente alle componenti di e®). Nella suddetta ipotesi, per la prima
componente di e® si ha che

kl
eI < e Vo >

j=2

n

CHESDY

=2
= e® V]lrr < rlle" .

alj
11

CLlj
11
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Supponendo ora che |e§lk)| < 7rlle®* Vo, h =1,...,i — 1, si deve dimostrare
che [e!®)| < r|le®D)||.
Dalla (5.33), in conseguenza della suddetta ipotesi, si ha che

e <>
j=1

n

EXEDS

j=i+1

2 e )
J

aij
Qg4

0

1—1 n
< [|ek-1) g @iy
< e e {Z : i * Z Qi
j=1 j=i+1
- a
< He(k—l)”ooz a_” = TiHe(k*”Hoo < THe(’“*l)Hoo-
i—1 (X3
=

La (5.34) rimane dunque dimostrata, essendo
e ]loe < 7)€% Vo < ... <7¥)€?] .
O

Pertanto, quando la matrice del sistema ¢ diagonalmente dominante in sen-
so stretto, risultanto convergenti sia il metodo di Jacobi che quello di Gauss-
Seidel (si veda Es. (5.12)). Esistono tuttavia degli esempi, con matrici non
diagonalmenti dominanti, per i quali si ha convergenza con il metodo di Ja-
cobi e non quello di Gauss-Seidel e viceversa. Quando entrambi i metodi
convergono, pur non essendovi alcuna dimostrazione in questo senso, si ritiene
generalmente piu velocemente convergente il metodo di Gauss-Seidel.

L’ipotesi della dominanza diagonale in senso stretto puo essere indebolita
a condizione che la matrice sia irriducibile. Per introdurre tale definizione
permettiamo le definizioni di matrice di permutazione e di matrice riducibile.

Una matrice P e detta di permutazione se le sue righe o le sue colonne sono
semplice permutazioni della matrice identita.

Esempio 5.14

010
p=[100]|, P=
00 1

_ O O
O = O

1
0
0

Nel primo caso P ¢ ottenuta scambiando la seconda riga della matrice identita
con la prima e nel secondo caso scambiando la prima con la terza. E evidente
che P non ¢ singolare e che P? =1 e P! = P.

Una matrice A e detta riducibile se esiste una matrice di permutazione P
tale che PAP~! risulti triangolare superiore o triangolare inferiore a blocchi.
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Questo significa che permutando opportunamente le righe e le colonne di A si
puo pervenire ad una delle due seguenti forme:

A /:112

A, O

PAP™' = ( : ) ,
A21 A22

) , oppure PAP™! = (

dove le matrici diagonali sono quadrate e O indica una matrice (non necessa-
riamente quadrata) di elementi tutti nulli.

Una matrice non riducibile, ossia per la quale non esiste una matrice di
permutazione che operando su righe e colonne possa ridurla ad una forma
triangolare a blocchi, ¢ detta irriducibile. La matrice

10
A=11 0
11

[E s R

¢ riducibile, perché la matrice di permutazione che scambia la seconda con la
terza riga la riduce alla seguente

11
PAP'=111 , essendo P =
00

_—_ o
o o~
[ =)
o~ o

Una classe importante di matrici irriducibili e rappresentata dalle matrici
tridiagonali del tipo

a; by
co ay by
c3 az bz
A — cs ay by
cs as bs
c6 as bg
cr ar by
Cg asg
conb;#0,i=1,....n—1lec; #0,7=2,...,n.

Questo ovviamente implica la irriducibilita di ogni matrice nella quale siano
nulli tutti gli elementi della prima sopra e sottodiagonale. Esistono tecniche
standard per verificare in modo automatico la eventuale riducibilita di una
matrice, ormai presenti nel software algebrico di qualita per la risoluzione
dei sistemi lineari. Accertare questo € importante in quanto la riducibilita
di una matrice permette di ricondurre la risoluzione di un sistema lineare a
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quella di due sistemi lineari, ciascuno di dimensione ridotta. Per evidenziarlo,
supponiamo che la matrice A del sistema

Az =b,  AeR™™

sia riducibile alla forma triangolare superiore mediante una matrice di per-
multazione P. Utilizzando P il sistema puo essere trasformato nella forma
equivalente

fly =¢, A=PAP!, y=Px, c=Pb,

con AH e /122 non singolari.
Ponendo ¢ = (&), c1 ERP, co e R" P ey =(}!), y, €RP, y, € R"7 1l
sistema Ac = ¢ puo essere espresso nella forma

A11y1 + fhzyz =C
Agng = C2,

da cui, ottenuto y, = 1452102, per risalita si calcola y, dal primo, ottenen-
do y, = A;{(e; — Azy,). 11 procedimento & del tutto analogo nel caso la
matrice sia riducibile ad una forma triangolare inferiore. La sola differenza
e che si procede per discesa, ossia prima si calcola y, e successivamente y,.
Le considerazioni precedenti sulla riducibilita di una matrice implicano I'inu-
tilita di dare condizioni sufficienti per la convergenza dei metodi iterativi per
matrici riducibili. Per tale motivo esse vengono date unicamente per matrici
irriducibili.

Teorema 5.15 Condizione sufficiente perché il metodo di Jacobi, come anche
quello di Gauss-Seidel, siano convergenti qualunque sia il vettore iniziale, é
che la matrice A sia diagonalmente dominante in senso stretto oppure sia
wriducibile e diagonalmente dominante in senso debole.

Metodo del gradiente coniugato. Esso rappresenta una pietra miliare
del calcolo scientifico. Introdotto nel 1952 da Hestenes e Stiefel [13] viene
utilizzato per risolvere sistemi lineari con matrici definite positive. Il metodo
risulta tanto piu efficiente quanto piu gli autovalori sono ben distribuiti. Se la
matrice del sistema non singolare Axz = b non ¢ simmetrica e definita positiva,
esso viene applicato al sistema equivalente

AT Az = ¢, c= A"b,

nel quale ATA & simmetrica ((ATA)T = AT A) e definita positiva in quanto
T AT Az = | Az||3 > 0 qualunque sia x. Sistemi lineari del tipo

ATAz = A™d (5.35)
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con A € L(R™ R") e m > n, si presentano nella risoluzione del classico
problema ai minimi quadrati

min ||Axz — b2, (5.36)

rcR™

dove A € L(R™ R"), x € R" e b € R™, essendo m > n.
Si puo infatti dimostrare il seguente teorema.

Teorema 5.16 I vettore x € R™ ¢ la sola soluzione del problema (5.36) se
e solo se esso ¢ soluzione del sistema (5.35), ossia se e solo se x soddisfa la
sequente condizione di ortogonalita

AT(b— Az) = 0. (5.37)
Dimostrazione.  Supponiamo che x* soddisfi la condizione di ortogonalita
ATr* = 0, essendo 7* il residuo r* = b — Az*.
Allora, per ogni & € R", posto £ = x* — x,
r=b—-Ax=r"4+ A" —x) =r"+ AL
Di conseguenza, essendo ATr* = 0,
rir = (r* + A0)" (r* + AL) = (r*)r* + || AL|)3
che € minima se x = x*.
Supponendo ora che ATr* = y # 0, prendiamo & = z* + ay, con «
parametro reale, cui corrisponde il residuo
r=1r"—ady, conr’r=(r")'r* —2ay’y + o} (Ay) Ay < (r*)Tr*

per « sufficientemente piccolo. Di conseguenza, x* € soluzione del problema
ai minimi quadrati se e solo se ATr* = 0. O

Esso e il piu importante tra i metodi i cui iterati forniscono approssimanti
della soluzione in sottospazi di Krylov di dimensione crescente. Famiglia di
metodi noti come metodi di proiezione nei sottospazi di Krylov.

Sia Az = b, con A € L(R™), il sistema non singolare da risolvere la cui
soluzione esatta ¢ =* = A~'b. Per sottospazio di Krylov generato da b e da
A, di dimensione n < m, si intende il sottospazio di R™

K, = (b, Ab,..., A"'b), (5.38)
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ossia il sottospazio n-dimensionale di R™ avente come base b, Ab, ..., A" 'b.

Poiché K1 C Ky C ... C K,, = R™, I'idea base dei metodi di proiezione nei
sottospazi di Krylov ¢ approssimare ricorsivamente la soluzione in sottospazi
di dimensione crescente. E evidente che, per la proprieta di inclusione dei sot-
tospazi, la distanza in norma delle approssimanti da x* decresce all’aumentare
di n e risultera “tecnicamente” esatta in K,,.

Essendo studiati per risolvere sistemi di grandi dimensioni, la risoluzione
in K,, e praticamente esclusa, ci si limita ad approssimare la soluzione in
sottospazi di dimensione nettamente inferiore ad m. Gli algoritmi che si basano
su questa logica si caratterizzano, in particolare, per la tecnica di costruzione
di una base ortogonale per K,, in quanto quella indicata nella (5.38) & poco
utile. L’ipotesi A definita positiva equivale a supporre che tutti gli autovalori
di A sono positivi o che, equivalentemente, qualunque sia il vettore (non nullo)
x risulti 7 Az > 0. Sotto questa ipotesi, la funzione || - || 4, cosi definita

#[a = VaT Az

¢ una norma, nota come A-norma. Per convincersene basta osservare che
soddisfa le proprieta caratterizzanti le norme vettoriali. Questo permette di
stimare I'errore di approssimazione di * in /K, al crescere di n, mediante la

_ T —
n - n -
llexlla = VelAe,, e, = z,,

essendo @, 'approssimante di «* in K,,.

In sintesi, il metodo del gradiente coniugato (C'G method) genera l'unica
sequenza di iterati x,, € K,, che gode delle seguenti proprieta: ad ogni passo
n, ||én]|a € minima. Indicato con r(&) il residuo relativo ad & (r(x) = b— Ax),
il residuo relativo all’approssimante @,, calcolato nell’n-esimo iterato viene in-
dicato con r,, = b — Ax,, n =0,1,..., essendo 7 il residuo corrispondente al
vettore iniziale (vettore d’innesco) xg. Scelto un vettore di innesco e calcola-
to il residuo relativo, il metodo richiede: la scelta di una direzione di discesa
(rispetto alla || - || 4), la ottimizzazione del passo lungo tale direzione, il calco-
lo della nuova approssimazione alla soluzione e del relativo residuo e, infine,
la determinazione della nuova direzione di discesa e la ottimizzazione del suo
passo.

Algoritmo. Presentiamo ora i diversi passi dell’algoritmo:
(1) vettore d’innesco (xq) e della direzione di discesa relativa (p,)

ro=0=1r9=0b, p,=r0;
(2) per n=1,2,..., n-esima approssimante della soluzione

Ty = Tp—1 + AnPp_1,
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con o, = (rl 7, 1)/(pL_,Ap,_,), ottimizzazione del passo nella dire-
zione di discesa p,,_1;

(3) nuovo reiduo
Thn =Tpn-1—0nPy_1;

(4) nuova direzione di discesa
pn - rn + /Bnpn—l;

(5) ottimizzazione del passo nella nuova direzione

rTy,

ﬁn: .

— .
Tp—1Tn-1

La prima osservazione ¢ la semplicita della programmazione che, ad ogni
passo, richiede varie operazioni sui vettori e il calcolo di Ap,,_;. Di conseguen-
za, se la matrice ¢ densa e non strutturata, la complessita di calcolo & ~ 2m?
per ogni passo. Se invece € sparsa o dotata di strutture (utilizzabili nel calcolo)
la sua complessita ¢ un O(m). Questo si verifica, in particolare, se la matrice
¢ a banda (tri-, penta- o eptadiagonale).

Le principali proprieta dell’algoritmo sono riassunte nel seguente Teorema,
per le cui dimostrazione si rinvia alla referenza [31].

Teorema 5.17 Se la matrice A del sistema Ax = b ¢ simmetrica e defini-
ta positiva, fintanto che il metodo non ha generato la soluzione del sistema
(rn—1 # 0), Ualgoritmo procede senza divisioni per zero e i vettori posizione
costruiti ®1, T, . .., x,, come i residui ro,T1,...,T,_1 € le direzioni di discesa
Pos P1s-- > Pp_1 SOno basi del sottospazio di Krylov IK,,.

In simboli

Kn = <CC1, L2, ... 7:BTL> = <p07p17 s 7pn—1>
= (ro,71,...,Tn1) = (b, Ab,... A" 'b). (5.39)

Inoltre, i residui sono ortogonali,
T -
r,T;, j=0,1,...,n—1,
mentre le direzioni di ricerca sono “A-coniugate”,
TAp, =0 i =0,1 -1
b, pj_ ) J=UL...,n .

E proprio quest’ultima proprieta ad aver indotto Hestenes e Stiefel a definire
il metodo “CG-method”.
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Altra proprieta importante, che dimostra che (in assenza di errori di arro-
tondamento) gli iterati convergono alla soluzione esatta in non piu di m passi
¢ il seguente:

Teorema 5.18 Se la matrice del sistema Ax = b e simmetrica e definita posi-
tiva e l'iterazione non ha gia determinato la soluzione esatta (r,_1 # 0), il vet-
tore x,, & l'unico vettore di K, che minimizza la ||e,||a. Inoltre, la successione
e monotona decrescente, nel senso che

lenlla < llen-lla;
con e, = 0 per un indice di iterazione n < m.

Errori di arrotondamento. Gli importanti risultati dei teoremi (5.17) e
(5.18) sono esatti solo in aritmetica infinita, ossia in assenza di errori di arroton-
damento. In presenza di errori di arrotondamento, le proprieta di convergen-
za dipendono molto dal condizionamento della matrice. Anche senza entrare
nel merito dei molti risultati esistenti sull’argomento, vogliamo evidenziare il
seguente risultato.

Indicato con g il numero di condizione della matrice A simmetrica e definita

positiva,
lenlls (\/_—) =2 (1 - ) , (5.40)
leolla Vi+1 Vi +1

dove, con riferimento alla norma Euclidea,

)\max
)\ )
min

i = cond(A) = | Al =

essendo A,.. € A, il massimo e il minimo autovalore di A.

La (5.40) evidenzia che il numero degli iterati da calcolare per avere un
risultato accettabile ¢ una funzione crescente con p. Per p moderatamente
elevato, il numero degli iterati previsto per avere un buon risultato ¢ un O(,/z).
Per approfondimenti sul CG method, come per la illustrazione dei vari metodi
di proiezione di tipo Krylov, si rinvia ai libri sull’algebra lineare numerica
(11, 10].

Precondizionamento. La convergenza effettiva dei metodi iterativi (con-
vergenza in presenza degli errori di arrotondamento) dipende dalle caratteri-
stiche della matrice del sistema: numero di condizione, decadimento dei valori
singolari e altre proprieta. Fortunatamente, negli ultimi 40 anni sono stati in-
trodotti vari metodi in grado di migliorare significativamente le caratteristiche
delle matrici, ai fini della convergenza dei metodi iterativi. Per tale motivo,
vengono definiti “metodi di precondizionamento”.
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L’idea di base “teoricamente semplice” e la seguente: Qualunque sia la
matrice non singolare M, il sistema non singolare Ax = b, A € L(R"), ¢
equivalente al sistema

M 1'Az=¢, c=M""b. (5.41)

Nonostante cio, un metodo iterativo puo essere convergente se applicato al
sistema (5.41), anche se non lo ¢ se applicato al sistema iniziale. Il motivo
e che nel primo sistema la convergenza dipende dalle caratteristiche di A e
nel secondo da quelle di M~1A. Di conseguenza, se M & “scelta bene”, un
metodo iterativo puo essere rapidamente convergente se applicato al sistema
M=1Axz = M~'b e non convergente o convergente molto lentamente se appli-
cato al sistema iniziale. Se M non ¢ distante da A, M 1A non lo ¢ da I e il
sistema (5.41) ¢ ben condizionato. Poiché invertire una matrice ¢ molto piu
oneroso che risolvere un sistema, una tale operazione non € numericamente
fattibile. Nel caso tutti gli elementi diagonali di A siano non nulli, un possibile
condizionamento ¢ dato da M = diag(ai1, g, - - ., Anp)-

Per evidenziare questa proprieta, in [31, pag. 325] € riportato il seguente
esempio: A e una matrice pentadiagonale simmetrica di ordine 1000 con

a; = 0.5+ \/E, sulla diagonale principale;
a;; = 1 nella prima subdiagonale e nella prima sopradiagonale;

a;; = 1 nella 100-esima subdiagonale e nella 100-esima sopradiagonale.

In questo caso il CG method converge lentamente, anche se la matrice ¢ forte-
mente sparsa. Se invece si precondiziona ponendo M = diag(ai1, a2z, - - -, Gnn),
il metodo converge molto piu rapidamente.

Per gli approfondamenti si rinvia alle referenze indicate per il CG method
(11, 31].
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Capitolo 6

METODI ALLE DIFFERENZE
FINITE

Questo capitolo e dedicato ai metodi alle differenze finite, una famiglia di tecni-
che numeriche per la soluzione di equazioni differenziali alle derivate ordinarie
e parziali molto nota e consolidata [12, 18].

Principali vantaggi:

e facilita di implementazione;
e buona efficienza computazionale.
Principale difficolta:
e scarsa capacita di risoluzione in domini con geometria irregolare.

L’ultimo punto & dovuto all’'utilizzo di griglie di calcolo strutturate nei metodi
alle differenze finite. Queste ultime sono griglie i cui nodi possono essere messi
in corrispondenza biunivoca con una matrice. In altre parole, si tratta di griglie
i cui nodi sono identificati in modo univoco da una coppia (terna) di indici
locali, e quindi possono al piu ottenersi da griglie regolari per deformazione
continua.

[ metodi ad elementi finiti hanno invece la capacita di utilizzare griglie non
strutturate, in cui i nodi sono liberi di disporsi senza nessun vincolo topologi-
co: caratteristica che conferisce una flessibilita d’uso notevolmente superiore
rispetto alle differenze finite. Un esempio di griglia strutturata e uno di griglia
non strutturata per una geometria semplice (un quadrato) sono mostrate nella
figura 6.1.
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Figura 6.1: Un esempio di griglia strutturata e uno di griglia non strutturata
per una semplice geometria di riferimento.

Problema differenziale con valori agli estremi
Risolviamo preliminarmente il problema differenziale

y'(x) = p(x)y'(z) + q(x) y + r(2),
p,q e r funzioni continue in [a, b],

yla) =a, y(b) = 5.

Supponiamo, per semplicita, di discretizzare l'intervallo [a,b] con punti

equidistanti, ponendo pertanto x; = a +ih, dove 1 =0,1,...,n+1e h = f;‘i
Indichiamo inoltre con y; il valore in x;, ¢ =0,1,...,n+ 1, della soluzione del

modello discretizzato. Lo schema di discretizzazione € valido se

max |y — y(2;)]

1=1,....,n

¢ “sufficientemente piccolo”, essendo y(x;) il valore esatto della soluzione in
ZT;.

Schema di discretizzazione alle differenze centrali del secondo
ordine:

Yio1 — 2Yi + Yir1 Yie1 — 2 + Vit
y//($i) s - + ’ y//(xi) . - +1 O(hz),
/ Yi+1 — Yi—1 / Yit+1 — Yi—1 9
i)~ ) i) T = h )
(i) = HH () — FHE = O(R)

dove, come al solito, il simbolo O(h?), p > 0, indica un infinitesimo di ordine
p rispetto ad h, per h — 0. La collocazione in x;, i = 1, ..., n, dell’equazione
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differenziale genera il sistema lineare:

i = D\Li
Yi-1 —2Yi ¥ Vi1 Yir1 — Vi1 p B p(w:)
. =P — QY+ G = q(x;)
h 2h .
ri = r(z;)
dove 1 =0,1,...,n 41, essendo yp = @ € y,+1 = 5.

In questo caso, nell’ipotesi che la soluzione sia sufficientemente regolare, e
immediato valutare il residuo differenziale, ossia il residuo che si ottiene nel
modello discretizzato sostituendo gli {y;} con gli {y(z;)}. La formula di Taylor
di ordine 4 permette infatti di dimostrare che

oty = YT W YD) gt ) sl

—q(2)y(z) —r(z) = O(h?).

Lo schema & detto del secondo ordine in quanto 7(h) = max |7(x, h)| = O(R?).

La risoluzione del modello discretizzato richiede dunque la risoluzione del
seguente sistema lineare di n equazioni in n incognite:

bi Pi
1 —h) = (24 R2g) v (1——h>,~ e
{( +5h) v — 2+ W) v + o) yirr = hr 6.1)
Yo =Q;  Ynt1 =P
Posto
Pi Pi
a ( + q) + 5 c 5
per i =1,2,...,n, si deve dunque risolvere il sistema lineare tridiagonale
aq C1 U1 h2T1 — blO[
bQ ay Co Yo h2r2
Cn—1 : h27’n—1

Il caso piu semplice si ha quando ¢(x) > 0 per x € (a,b), in quanto la
matrice del sistema risulta allora diagonalmente dominante e irriducibile se
ph < 2, essendo p = max |p(x)|, ossia pur di prendere h sufficientemente pic-

a<z<

colo. In tal caso il sistema possiede una e una sola soluzione, qualunque siano
le condizioni iniziali. Per dimostrare la irriducibilita del sistema basta osser-
vare che, sotto tali ipotesi tutti gli elementi della sopra e sotto-diagonale sono
non nulli. Per la dominanza diagonale in senso debole, osserviamo preliminar-
mente che ph < 2 implica la positivita sia dei ¢; sia dei b;. Di conseguenza si
ha la dominanza diagonale, in quanto:
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(1) nella seconda, terza e (n — 1)-esima riga, il valore assoluto dell’elemento
diagonale risulta maggiore o almeno uguale alla somma dei valori assoluti
dei due fuori diagonale (|a;| > |b;| + |¢i|, i = 2,...,n — 1);
. _ 2
(2) peri =1, |a;| =2+ h*¢q; > 1 —%h, dato che 1 +Lh >0e ¢ > 0 e, per
i=mn, |a,| > |b].

Per quanto concerne la precisione dei risultati, vale il seguente

Teorema 6.1 (Gerschgorin [20]) Nelle ipotesi precedenti, ’errore sulla solu-
zione possiede una maggiorazione del tipo:

‘y(xl)_yzy §C7-<h)7 i:1727"'7n7

essendo ¢ una costante positiva indipendente da h e 7(h) = max |7(x,h)| =
o(h?). -

Questo significa che nelle suddette ipotesi di regolarita, 'ordine dell’errore di
approssimazione della soluzione coincide con quello del residuo differenziale.

6.1 Equazioni ellittiche

Consideriamo ora il problema differenziale!

u(z,y) = f(z,y), (z,y) € 09,

dove Q = [a,b] X [c,d] e 02 indica il contorno di €2, f(a,y) = fo(y), f(b,y) =
fily); f(xz,¢) = go(z) e f(x,d) = gi1(x). Anche se la trattazione puo essere
adattata a situazioni piu generali, per semplicita, supponiamo che le funzioni
P, q, T e s siano continue in €2 e che la f lo sia su 0€). L’assenza del termine
Ugy, in un problema ellittico, non ¢ una limitazione effettiva in quanto ¢ noto
che [12, 18] con una rotazione degli assi, esso puo essere azzerato.
Considerando, per semplicita, una reticolazione con nodi equidistanti in
ciascuno dei due intervalli [a, b] e [c,d], si ottengono i nodi {(z;,y;)}, essendo

{um + gy + P, y)ue + g, y)uy + (e, y)u+ s(e,y) =0, (z,y) € Q,

h—

ri = a—+1h, 1 =0,1,...,n+ 1, conh:—a,
n—+1

+ ik —0,1 +1 pod=¢
= = m con k = .
yj j? j ) 9 9 m+1

INel caso di geometria pit1 complessa, & talvolta possibile adottare una efficace strategia
di adattamento delle condizioni al contorno nei nodi “prossimi” alla frontiera.
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La discretizzazione con il metodo alle differenze centrali (schema a 5 punti) e la
collocazione dell’equazione differenziale nei punti interni generano il sistema:

U1y — 25 + Uiprj | Uij—1 — 2Ui 5 + Ui o, il — Ui
h? k? l’] 2h
Ui, j+1 — U -1
+ Qi,j J ok J + rw»ui,j + SiJ‘ =0
peri=1,....,.nej=1,...,m.
l(i, j+1)
(1,3)
e ] o
(j-_llj) (l+l/])
T(l/ j_l)

Figura 6.2: Schema di discretizzazione a 5 punti.

Ordinando gli {ui’j}?:17,,,7n per linee (per j crescente e, a parita di j, per ¢
j=1,...m
crescente), la discretizzazione precedente genera il seguente sistema lineare
h2(2 — kqiyj)ui,j,l + ]{52<2 — hpi7j)ui,17j -2 [2(h2 + k2) — h2k27”i’j} Uy 5
+ k2(2 + hpm)uHLj + h2(2 + kqi’j)umﬂ == —2h2k’28i]‘ (62)

per i = 1,....,ne j = 1,...,m. Il sistema di ordine nm cosi ottenuto &
chiaramente pentadiagonale, avente come elementi diagonali della matrice i
coefficienti di w;;, ¢ = 1,...,n, j = 1,...,m. Fuori diagonale, per ogni riga

abbiamo due elementi sottodiagonali, formate dai coefficienti di u;_1; € u; ;_1,
e due sopradiagonali, formate dai coefficienti di w41 € u; j41.

Da notare che i termini contenenti g, %; m+1, %o; € Up+1,; SONO NOti, essendo
wio = Go(3), Uims1 = g1(x;) peri = 0,1,...,n+1ewug; = fo(y)), Un+1; =
fily;) per 7 =0,1,...,m+ 1.

A titolo esemplificativo la (6.3) riporta schematicamente la matrice dei
coefficiente del sistema lineare (6.2), nell’ipotesi che n = 4 e m = 3, nel quale
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~

abbiamo indicato con a;j, b;j, bij, ¢;; e ¢; i coefficienti di w;;, wi—1j, i1,
U;j—1 € U;ji1, rispettivamente, per i =1,2,3,4 el =1,2,3.

an by 0 0 é; 0 0 0
ba1  an 321 0 0 ¢ O 0
0O b3 azs by 0O 0 ¢ O
0 0 b41 Q41 0 0 0 641
C12 0 0 0 a12 b12 0 0 612 0
0

A~

0 Co2 0 b22 a929 bgz AO 0 622 0 (63)
0 0 C32 0 0 b32 aso b32 0 0 632 0
0 0 0 Cy2 0 0 b42 a42 0 0 0 642
0 0 0 0 ce3 0 0 0 ay by 0 0
0 0 0 0 0 Co3 0 0 bgg 923 823 0
0 0 0 0 0 0 e 0 0 by ag by
0 0 0 0 0 0 0 C43 0 0 b43 43
Nel caso r;; < 0,2=1,...,nej=1,...,m, la matrice del sistema ¢ irri-

ducibile e diagonalmente dominante in senso debole a condizione che i valori di
h e k siano sufficientemente piccoli. Per la irriducibilita e sufficiente 1’esistenza
di due diagonali (le due formate dagli elementi b;; e ZA)ij, rispettivamente) con
elementi tutti non nulli. Nel caso r;; < 0, la dominanza in senso stretto ¢
assicurata dall’ipotesi che tutti gli elementi fuori diagonali siano non negativi,
in quanto, in tal caso, la somma dei loro valori assoluti sarebbe inferiore al
valore assoluto dell’elemento diagonale, essendo

4R+ K*) <4(h* + k) —h*ry, i=1,...,nej=1,...,m.

Nel caso 7;; < 0 (come anche r;; = 0) sotto le stesse ipotesi di non negativita
degli elementi fuori diagonale, si avrebbe la dominanza diagonale in senso
debole per le seguenti ragioni:

(1) in tutte le righe intermedie (quelle aventi come termini noti i soli f;;),
il valore assoluto del termine diagonale risulta uguale alla somma dei
corrispondenti fuori diagonale;

(2) in tutte le altre risulta non inferiore, con il maggiore in senso stretto nelle
righe estremi (per es. per i = j = 1). Tali condizioni sono chiaramente
soddisfatte se h e k soddisfano i seguenti vincoli:

—2<hp; <2 <= hlp;j| <2,
—2<kq; <2 <<= hlgl <2,
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certamente soddisfatti per hp < 2 e kg < 2, essendo

p= max [p(z,y)| e q= maXQ!q(:v,y)\-

(z,y)€Q (z,y)€

Da tali considerazioni segue immediatamente che nelle menzionate ipotesi di
regolarita dei coefficienti in 2 e della soluzione, r(z,y) < 0 in Q, se h e k
soddisfano le condizioni ph < 2 e gk < 2, essendo |p(x,y)| < p e |q(z,y)| < g
per (z,y) € €, il sistema ottenuto con il metodo alle differenze centrali possiede
una e una sola soluzione.

In questo caso, se p, ¢, 7, e s sono funzioni continue in 2 e la f lo & in 92,
il residuo differenziale

7(z,y; h, k) = O(h* + k?)

e inoltre I'errore sulla soluzione, in ogni punto nodale, soddisfa la condizione
[12]
max |u(z;, y;) — wi;| < C(h* + k),

),

con C' non dipendente da h e k.

Metodo upwind. Qualora le condizioni ph < 2 e gk < 2 risultino molto
restrittive, nel senso che h e/o k siano molto piccoli e dunque n e/o m molto
grandi, onde evitare la risoluzione di un sistema di dimensioni eccessivamente
grandi spesso si ricorre al cosiddetto metodo upwind [12].

In tal caso, mentre u,, e u,, vengono discretizzate con il precedente schema
alle differenze centrali, u, e u, vengono discretizzate nel modo seguente:

Uit1,j — Uiy

uq (i, yj) & 2, sep 20
U (3, 15) ~ %, se pi; <0
uy (i, yj) ~ w, se gi; > 0
Uy (5, 1;5) ~ %, se q;; < 0.

Questo equivale a porre

(Ipij| + pig) wir15 — 2|pijluig + (Ipig| — pig) wi—1 4

(@i, yj)up =

2h
Gij| + 4ij) wi 1 — 2|qijlwi; + (1G] — @ij) wij—1
q(wi, yj)uy = (] + 0) g ‘2311 3 (] = ) i
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Tale schema genera il sistema

1 1 1 1
2 + % (lgij| = qij) | wij—1 + 2 + o (Ipij| = pig) | wi-1,5

2 2 pyl ) 11
'{ﬁ+@+7—“?—wUWﬁ+%Wﬂﬂwumg
1 1
+ ﬁ+ % (lgi] + @ij) | wige1 = —sij
peri=1,...,nej=1,...,m. Questo sistema, se r(z,y) < 0, & diagonal-

mente dominante e dunque univocamente risolubile per ogni coppia (h, k).
Questo fatto non implica tuttavia che h e k possano essere presi non piccoli,
ossia che si debba risolvere un sistema piccolo. Infatti si deve tenere conto
dell’errore di discretizzazione che, mentre per le differenze centrali & un O(h?+
k%), nel caso upwind & un O(h + k). Per questo motivo, non necessariamente,
il metodo upwind deve riguardare ambedue i termini p(x, y)u, e q(z,y)u,, in
quanto non e detto che ambedue i vincoli su h e k siano troppo restrittivi
nel caso delle differenze centrali. Nel caso lo sia soltanto su h, si applica al
termine p(x,y)u, e non al termine ¢(x, y)u, e viceversa, nel caso il vincolo sia
troppo restrittivo per k, esso si applica al termine ¢(z,y)u, e non a p(x, y)u,.
Nel primo caso l'errore di discretizzazione 7(h, k) = O(h + k?) e nel secondo
7(h,k) = O(h* + k). Nelle ipotesi precedenti, posto ad esempio a = b = 0 e
b=d =10, lascelta di h = ﬁ ek = %, comporta la risoluzione di un sistema
pentadiagonale (diagonalmente dominante) di ordine n-m = 999-499 ~ 5-10°,
comunque risolubile con i metodi iterativi di Jacobi e Gauss-Seidel.

Osservazione 6.2 [l metodo precedentemente descritto si estende in modo
immediato, nell’ipotesi che i coefficienti di uz, e u,, non siano costanti, na-
turalmente nell’ipotesi che siano ambedue positivi o negativi, onde evitare che
esistano punti del dominio in cui [’equazione non sia ellittica. Questo implica
che, come risulta nell’esempio 6.3, le condizioni ph < 2 e gk < 2 non sono
sufficienti ad assicurare la dominanza diagonale della matrice del sistema. In
questo caso conuviene discretizzare e verificare sull’esempio le condizioni per la
dominanza diagonale.

Esempio 6.3 Discutere la risoluzione numerica, mediante il metodo alle dif-
ferenze finite, del seguente problema differenziale:

(z+ y)zum + By, + (sin /a2 + y2) uy + /22 + y2uy, = 22 42,
0<z,y<5

u(0, y) = foly), u(5, y)= fi(y)
U(J], 0) = 90(17), u(x, 5) = gl(x)'
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Nell’ipotesi che i dati al contorno si raccordino, ossia che risulti fy(0) = go(0),
90(5) = f1(0), f1(5) = g1(5) e fo(5) = g1(5).

Considerando una reticolazione con nodi equidistanti in ciascuno dei due in-
tervalli [0, 5], si ottengono i nodi {(z;,y;)}, essendo z; = ih, 1 =0,1,2,... ,n+1
ey; =7k, j=0,1,2,....m+1conh= n%l ek = mil. Consideriamo inoltre
le seguenti approssimazioni

Uit1,j — 2U; 5 + Ui, Wit1,j — Wi-1,5
J J J J J

Uz (T4, yj) s  Ug (T, @/j) =

h? 2h
Ui, j+1 — 2Ui j + Ui j1 Wi, j41 — Ui -1
uyy(’ria y]) = L2 auy(l’h y]) = 2% :

La discretizzazione con il metodo alle differenze centrali (schema a 5 punti) e la
collocazione dell’equazione differenziale nei punti interni generano il sistema:

2 Uitl,j = 2Wij F Uing | Uit = 20 Ui
(xi + y]) 12 L2

. Uit1,5 — Ui—1,5 Wi, j+1 — Wi, j—
o (sin o ) IR fa g S =

pert=1,...,nej=1,...,m. Danotare che tale procedimento comporta un
errore di discretizzazione 7 = O(h* + k?). Ordinando gli {u;;}i=1,..» per linee

J=4...,m

(per j crescente e, a parita di j, per i crescente), la discretizzazione precedente
genera il seguente sistema lineare:

5 AJrityl (i + y;)? sin y /27 + y3

T R e TR
: 2 2
25L‘Z+ )2 10 l‘z+ )2 Sln\/xi+yj
— M-ﬁ-— w; j+ ( yJ) + Uit
h? k2 I h? 2h I
5 .17? + y]2 o )
+ E‘FT umﬂ—xi—i-yj,

nel quale, come ¢ immediato verificare, i coefficienti del termine w;; per i =
1,....,nej=1,...,m, forniscono i valori della diagonale della matrice del
sistema. La matrice di ordine nm ¢ chiaramente pentadiagonale. E anche im-
mediato osservare che se tutti i coefficienti fuori diagonale fossero non negativi,
il valore assoluto dell’elemento diagonale sarebbe uguale alla somma dei valori
assoluti di quelli fuori diagonale. Per la precisione questo avverrebbe per tutte
le equazioni interne, ossia nelle quali i termini noti sono dati unicamente da
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fij=x2+ yj2 Per quelle non interne il valore assoluto dell’elemento diagonale
e superiore, dato che almeno un termine, essendo noto, viene spostato alla
destra dell’'uguale. Questo avviene in particolare per i = j = 1.

Sotto tali condizioni la matrice risulta debolmente diagonalmente domi-
nante e pertanto, se irriducibile, si ha I'unicita della soluzione ottenibile con
metodi iterativi standard come i metodi di Jacobi e Gauss-Seidel. Per la irri-
ducibilita basta osservare che la diagonale principale ha tutti gli elementi non
nulli, come lo sono le due diagonali, formate dai coefficienti w; ;1 e u; j4+1 per
k sufficientemente piccolo, ossia per k soddisfacente il vincolo

VETY s

ok R

essendo sempre positivo il coefficiente di w; ;1. Essendo x? + yjz- < 50, tale
vincolo ¢ certamente soddisfatto, qualunque siano ¢, 7, per k£ < é I coefficienti
di w;—1; € u;41; sono non negativi se

: 2 2
(i) SPVE Y (@ity)’

h? - 2h h? ’
< (i + ;)

sin y /27 + y3
2h - h?
essendo sin y /27 + 47 < /27 +y7. Da quest’ultima, osservato che, essendo

e y; positivi, /a7 + 47 < x; +y;, segue la disuguaglianza

ossia per

I

i +Y;

h 7
chiaramente soddisfatta per ogni coppia di valori positivi z; = th e y; = jk.
In definitiva per tutte le equazioni interne si ha la dominanza diagonale a
condizione che k < % A maggior ragione questa vale quando il termine noto
passa a destra dell'uguale. Per ¢ = j = 1, in particolare, si ha la dominanza
diagonale qualora

2(x1 + y1)? n 10 < (z1 +y1)? " sin(vai +yi) | 5 | Vit yl

12 2 12 oh te T T o

1
- <
5 =

condizione ovviamente soddisfatta in quanto, per k < % e qualunque sia h,

5 WVttt (z1 +11)? - sin(v/27 + yi)

T & o

164



Tenuto conto dell’errore di discretizzazione e del fatto che la matrice e penta-
diagonale, una buona scelta per h e k potrebbe essere la seguente:
1
50
In tal caso n +1 = m + 1 = 250, scelta che comporta la risoluzione, con il
metodo di Jacobi o di Gauss-Seidel, di un sistema pentadiagonale, irriducibile e
diagonalmente dominante dell’ordine di 250 x 250 equazioni in altre incognite.
Per quando concerne la scelta (nelle iterazioni) del vettore iniziale, un’ot-
tima scelta ¢ rappresentata dai valori di interpolazione u(z;,y;) = ®(z;,v;),
1=0,1,....n+1,7=0,1...,m—+1, dove

2?(x —5)°G(x,y) +y*(y — 5)°F(x,y)
r2(x —5)? +y*(y — 5)? ’

h=k

P(z,y) =

essendo ) )
_ w2 hily) + (=5 fo(y)
22+ (x —5)?
la funzione che interpola fy(y) e fi(y) per ogni prefissato y, e

V() + (y — 5)*g0(x)
Clovy) = Y2+ (y —5)?

I'interpolante di g;(x) e go(x), per ogni prefissato x.

F(z,y)

6.2 Equazioni paraboliche

Consideriamo ora il problema differenziale

Uy = 2 Uge + p(, t)uy + gz, )u + r(x,t), a<z<b 0<t<T,

u(a,t) = fi(t), wu(b,t) = fa(t), 0<t<T,
u(x,0) = ¢(x), a<xz<hb.

In questo caso, si puo sfruttare la conoscenza della condizione iniziale per
ricondurre la soluzione del problema bidimensionale alla risoluzione di una
sequenza di problemi monodimensionali, con conseguente miglioramento della
precisione dei risultati e riduzione della complessita di calcolo. A tale scopo si
adatta lo schema a 4 punti riportato nella Fig. 6.3. Il punto di partenza e la
costruzione della mesh:

b—

vi=a+ih, i=0,1,...,n+1, h=-"2
n+1

t k 0,1 +1, k T
= = . m = —
i j? .] ) ) I ) m+17



e successiva collocazione dell’equazione nel punto nodale (x;,1;), la quale, per

ogni j = 1,...,m genera il sistema n-dimensionale
Uij = Wij—1 _ oWigrj — 2Uij + Ui Uit — Wil
2 =c 12 TPy gy T Gl T i
perz=1,...,n.
(i, 3)
(i-1,3) (i+1,3)
] (i/ j_1>

Figura 6.3: Schema di discretizzazione a 4 punti.

Da notare che per j = 1, le incognite sono uy 1, ...,u,1, le quali possono
essere determinate risolvendo il sistema di ordine n ottenuto per i =1,...,n,
in quanto sono noti sia i valori iniziali {u;y, ¢ =0,1,...,n+ 1} sia i valori al
bordo ug; € up41,1. Piltin generale, supponendo noti i valori u; ;_; al livello j—1
come pure i due valori al bordo coinvolti, i valori incogniti w;;, ¢ = 1,...,n,
(al livello 7) possono essere calcolati risolvendo il sistema di ordine n ottenuto
ponendo ¢ =1,...,n.

Di conseguenza, lo schema precedente implica che I’avanzamento temporale
richiede la risoluzione del sistema:

c? Dij 1 c?
Gﬁ—2h>W4d—(E+2ﬁ“ﬂw>Wd

02 Dij Ui j—1
+<ﬁ*§ﬁW%ﬁ"ﬂf‘k

peri=1,...,n, prefissato j =1,...,m.

Se q(z,t) < Opera <z <be0<t<T, tale sistema ¢ diagonalmen-
te dominante in senso stretto per hp < 2¢?, essendo p = max [p(z,t)|. Se

0<isr

q(x,t) <0, la matrice ¢ irriducibile e diagonalmente dominante per hp < 2¢2.
In ambedue i casi, per ogni prefissato 7, il sistema possiede una e una sola
soluzione, ottenibile con i metodi di Jacobi o di Gauss-Seidel.

Se esistono valori ¢;; > 0, tutte le precedenti considerazioni possono es-

sere ripetute a condizione che si assuma k con % > qj, 1 = 1,...,n, j =
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1,...,m. Condizione che risulta certamente soddisfatta se k < =, essendo

q = MaX(z t)eQ Q(xa t)
Osservazione. Poiché u,(z;,t;) ¢ stata approssimata con uno schema alle

differenze del primo ordine in t e uno del secondo in z, l'errore di discretizza-
zione & un O(h? + k).

Nel caso a = 0, b = 20 e T' = 10, con la scelta di h = %, k = ﬁ,
si debbono risolvere m + 1 = 1000 sistemi tridiagonali (diagonalmente do-
minanti), ciascuno di ordine n = 399. Essi possono essere risolti con buona
precisione, utilizzando i metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel. Per tali metodi
iterativi un’ottima scelta dei valori iniziali ¢ rappresentata dai seguenti valori

di interpolazione

Q=

(0) x

uf) = Ailty) + T [R(t) = filty)

perogni j =0,1,....m+1e:t=0,1,2... ., n4+ 1.

Esempio 6.4 Discutere la risoluzione numerica, mediante il metodo alle dif-
ferenze finite, del seguente problema differenziale di tipo parabolico:

Uy = Tt + 107 (cos ot)u, + (2t — Vu, 0< 2 <10, 0 <t <5,

U(O, t) = fO(t)a u(107 t) = fl(t)y

u(z, 0) = g(x).
Per la risoluzione si inizia con la costruzione della mesh
h—
wi=ih, i=0,1,...n+1 h=-"2
n—+1
t ik, 7=0,1 +1, k —T
= = ) = .
7 IR, 7 ) Ly ) ) m -+ 1

Poiché la funzione 10%*** assume valori particolarmente elevati in prossimita

dei valori x = 10 e ¢ = 5, conviene ricorrere, nella discretizzazione della
funzione 10%***(cos xt) u,, al metodo up-wind. Questo significa che nella di-
scretizzazione dei termini differenziali si dovranno usare approssimazioni del
tipo

Uir,j — 2Wij + Ui,
Uy (T4, )

h?2 ’
Uy (24, t5) w se cosx;t; > 0,
Uy (24, 15) u”_—huz_lj se cosz;t; <0,
Ut(xi>tj> = &8 _kum_l



La discretizzazione con lo schema a 4 punti e la collocazione dell’equazione
differenziale nei punti interni generano il sistema:

Ui = Wij=1 oy Y2 llitlj = 205 + Ui,

T - ( ( j) 52

020+ (|cos zit;|4cos xit ;) w1, —2|cos it j|u; j+ (|cos x;t ;| —cos z;tj )ui—q ;
2h

+1
+ (it — Dug

In questo caso 'errore di discretizzazione ¢ 7 = O(h + k). Per j = 1, le
incognite sono uy 1, ..., u,,1, le quali possono essere determinate risolvendo il
sistema di ordine n ottenuto per i = 1,...,n, in quanto le {u;} sono note,
come lo sono i valori agli estremi ug; e u,41,1. Piu in generale, supponendo
noti i valori w; ;—; al livello j — 1, i valori w; j, ¢ = 1,...,n, al livello j, possono
essere calcolati risolvendo il sistema di ordine n ottenuto per ¢ = 1,...,n.
Quindi assegnato j, il vettore {u;;_1} € noto, e lo schema precedente implica
che 'avanzamento temporale richiede la risoluzione del sistema:

(wit;)* )2 102 |cosaity| —cosxit;|
R 2h T

1 2(xt it;
_ {_ 2@ty e, |<>Osh_xl - mj)] )

k h?
(zt;)? 5 | cos x;t;| + cos x;t; Wi i1
101‘+t ; o »J ’
+{ 2o o g = T
perit=1,...,n, prefissato j = 1,..., m. Poiché

1. Per 1 > x;t; — 1, che implica k£ < %, il coefficiente del termine w;; ¢
posmvo

2. Sotto tale condizione il sistema e debolmente diagonalmente dominante
in quanto
(a) peri=2,...,n—1
1 2(wt))? 5
— 4 = 102t
FT e T
2(x;t;)? 5 | cos x;t ;|
10 T, +t 710,
2o no

;| cos it

>

(b) per k < 4—19

1 N 2(z1 +11)? L 1o+ | cos z1t1]

k h? h

(.Tltl) 2011, COS l’ltl
102%%1h .
EE h

+ (1 — xltl)

>
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(c) condizione di dominanza diagonale, analoga alle (b), vale anche per
1 =n.

Poiché la matrice ¢ anche irriducibile, dato che tutti i termini delle tre dia-
gonali sono diversi da zero, il sistema possiede un’unica soluzione. Essa &
univocamente risolubile con il metodo di Jacobi o di Gauss-Seidel. Nel caso
h=Fk= ﬁ, la soluzione del problema richiede la risoluzione di m + 1 = 500
sistemi tridiagonali, diagonalmente dominanti, ciascuno di ordine n = 999.
Per la scelta del vettore iniziale vale quanto detto precedentemente nel caso

parabolico.

6.3 Equazioni iperboliche

Consideriamo ora il problema differenziale

Ut = C Uy + p(x, )y + g, ug +r(z, )u + s(x,t), a<x<b t>0,
ul(a,t) = fi(t), u(b,t) = fo(t), 0<t<T,
U($,O):¢1($), ut(x,O)ngQ(x), anSb

In questo problema, oltre alla soluzione in x = a e x = b, per ogni 0 <t < T,
sono note la u e la u, all’istante iniziale in ogni punto dellintervallo [a, b].
Questa informazione, utilizzando opportunamente la formula di Taylor, per-
mette di calcolare la soluzione in un passo temporale successivo. La conoscenza
della u in due livelli iniziali consente di calcolare ricorsivamente la soluzione
mediante 1'utilizzo dello schema a 7 punti riportato della Fig. 6.4.

Come al solito, il primo passo consiste nella generazione della mesh

h—
vi=a+ih, i=01,...n+1  h=-2
n+1
t 'k 1 =0,1 +1 k S
, = = yoe,m+ 1 = ,
i = JR, J ) mr1
e nella successiva collocazione in (z;,t;), prefissato j = 1,...,m per i =
1,...,n. Si perviene cosi al sistema

Uigr = Ui + Uig-1 _ 1 [uz‘+1,j+1 — 2Ui 41 + Ui-1,j41

k2 2 h?
Uip1,j—1 — 2U; 51 + Uiy j—1
+ 12
Dij | Wit1,j41 — Ui—1,j41 Uit1,j—1 — Wi—1,5—1
5 [ oh * oh }

Wij+1 — Uig-1

+ i 2%

TGt Siy
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peri=1,....,nej=1,...,m. In esso le derivate u, e u,, sono approssimate
mediante la medie delle loro approssimazioni centrali nei livelli j+1 e 7 —1 per
ogni j = 1,...,m. Poiché la discretizzazione ¢ stata effettuata con le differenze
centrali, sia in  che in ¢, Perrore di discretizzazione 7(h, k) = O(h? + k?).

(i-1,3+1) (i+1,3+1)
— - &
(i, 3+1)
t(1,3)
(il jil)
— ¢ &
(i-1,3-1) (i+1,3-1)

Figura 6.4: Schema di discretizzazione a 7 punti.

Se, in aggiunta agli u; o, fossero noti in valori u, ;, lo schema consentirebbe
di calcolare gli u; 2, ¢ = 1,...,n, risolvendo un sistema lineare di ordine n. Di
conseguenza, iterando il processo, noti i valori in 2 livelli di 7, gli n valori del
livello superiore verrebbero calcolati risolvendo un semplice sistema lineare di
ordine n.

Tale calcolo puo essere effettuato utilizzando la formula di Taylor, troncata
al termine di 2° ordine. Da notare che cosi procedendo si ottiene, per i =
1,...,n,

k2
w1 = u(ws, ty) = uio + kug(x;, 0) + ?Utt(%‘a 0)
2

k
= ¢1(2;) + koo (x;) + ?Utt(%‘, 0),
da cui, utilizzando I’equazione stessa,

u ~ Q1) + kda(z;)
+ k2—2 [CQUm(%‘, 0) + piots (i, 0) + Giod2(:) + riouio + Sz‘o] :

[ valori incogniti di quest’ultima formula, ossia ., (x;,0) e uz(x;,0), possono
essere infine valutati mediante lo schema alle differenze centrali
Uir1,0 — 2Uip + Ui—1o  P1(Tiv1) — 201 (25) + d1(im1)
h? n h?
Uir1,0 — Ui—1,0 ¢1<Ii+1) — ¢ (%;-1)

Uz (23, 0) & o - o
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Cosi procedendo, se le funzioni assegnate sono tutte continue, I'errore di dis-
cretizzazione ¢ complessivamente un O(h? + k).

Riordinando di conseguenza, ossia tenendo conto del fatto che gli unici
valori incogniti Sono ;i j41, Ui j4+1 € U j4+1, Si ottiene il sistema

1 (& py 1 g 1 (¢ py

i (55 o= (g 5 oo+ 5 (5 ) oo
1 (pyj 1 & gy

" 2h ( 2 F) ot (ﬁ T gy )

1 ij 62 2
o\ + 7, ) Wrti—1 T + 12 ) Wi T Si

dove : = 1,...,n per ogni prefissato 7 =1,...,m.

Per calcolare u;; in tutti i punti nodali si debbono dunque risolvere m
sistemi lineari tridiagonali, ciascuno di ordine n. Tali sistemi, se g(x,t) < 0,
qualunque sia il valore del peso k, sono tutti diagonalmente dominanti in senso
stretto purché risulti Ap < 2¢?, essendo p = max Ip(z,t)].

0<t<T
Nel caso g(z,t) > 0, valgono le stesse considerazioni, purche 5 > %i
per i = 1,....,nej = 1,...,m. Tale condizione ¢ certamente soddisfatta

nell’ipotesi che si consideri k < %, essendo ¢ = max{q(z,t), a < x <b, 0<
t<T}.

Sotto tali ipotesi per la risoluzione numerica degli m sistemi lineari, si puo
procedere come nella risoluzione di quelli derivanti dai problemi di tipo para-
bolico. Si possono cioe utilizzare i metodi di Jacobi e Gauss-Seidel, utilizzando,
per ogni livello j, I'interpolante lineare tra fi(t;) e fa(t;), ossia ponendo

r; —a

g () = Alt)],
dove j =0,1,....m+1et=0,1,2... ,n+ 1.

ul) = fi(ty) +

Esempio 6.5 Discutere la risoluzione numerica del seguente problema diffe-
renziale di tipo iperbolico:
(22 4+ Dy = (£ + gy + 37T 1y + (cost)uy + (z + £)2u,
O0<zxz<10, 0 <t <b,
u(0,t) = fi(t), u(10, ¢) = fa(?),
u(z, 0) = gi(z), w(z, 0)= ga(z).
Seguendo il procedimento illustrato, si genera la mesh

. . 10
r;=th, i=0,1,....n+1, h =7,

t]:jk, j:O,l,...,m—i—L k:miﬂ’
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e poi si colloca in (z;, t;) utilizzando lo schema a 7 punti. Usando il metodo up-
wind per il termine contenente u, (dato che 37°+#” agsume nel dominio valori
molto elevati) verranno utilizzate le seguenti approssimazioni

o Yitdgen = 2 g Uiy g Wigjo1 = 21 Uiy

ul‘m(xi7 t]) i 2h2 2h2 )
U (9: " ) o Wit 41 — Wig1 | Uigd,j—1 — Uij—1
vt = 2h 2h ’
Ui j+1 — Ui j—1
(i, t;) = —
Ui, 1 — 2Ui 5+ Ui j
utt<xi7 tj) =~ 12 .

La discretizzazione con lo schema a 7 punti e la collocazione dell’equazione
differenziale nei punti interni generano il sistema:

Wi j+1 — 2U; j + Ui j—1

2
— (2+72) 1 [Ui+1,j+1 = 2 g Ui | i1 = 2 i
2 h? h?
Ll i1 — Wigr | Wig1-1 — Ui Ui j1 — Wij—1
geitt; = | ZitLg J J J + (cost,) 2! J
Ty h ” D (cost)="5¢

+ (2 + ) uy

In questo caso lerrore di discretizzazione ¢ 7 = O(h + k?). Riordinando 'e-
quazione precedente e tenendo conto che le incognite sono soltanto al livello
7+ 1, si ottiene

742 2 +1 1742 39 cos t;
579 ) Wi-14+1 — + + - Ui j+1
2h2 ’ k2 h? 2h 2k ’

2 2
tjz +2 3%t
+ Wit1,5+1 = ¢(Ui—1,j—1> Ui j—15 Uit1,j—15 ui,j)>

2h? 2h

dove ¢ indica una funzione nota, dipendente dai soli argomenti esplicitamente
indicati.
Tale sistema risulta essere diagonalmente dominante in senso stretto purché

2 .
”““;;1 |C‘;Skt1|, condizione soddisfatta se k < 1. Prendendo ad esempio k& =
% e h = ﬁ, si debbono risolvere 250 sistemi tridiagonali e diagonalmente

dominanti ciascuno dell’ordine di 1000. Per la determinazione della soluzione
al livello 1, ossia per t = k e per ogni z;, « = 1,...,n, si procede nel modo
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seguente:

k2
U(ZL‘Z‘, k) = U;1 = U(ZL’Z', O) + kut(xi, 0) + gutt(l’i, 0) = gl(x,) + k’gg(l‘,)

2
k QUHLO — 2u;0 + Ui—10 n 327 Uit1,0 — Uy

2 h? 2h
k? 91(%’+1) — 291(%) + 91(1'171)

= g1(xi) + kga(zi) + 7 |2 2

2 91(%’+1) — 0 (1'171)
3o
* oh

0+ gi(w) + 22ga (i)

+g1(zi) + 2iga(zi)|,i=1,2, ... n.

In questo modo si calcola la u(z;, k) con un errore di discretizzazione del-
lordine di k2, cosi che l'errore complessivo di discretizzazione risulta anco-
ra un O(h + k?). Per la risoluzione degli m sistemi lineari si procede come
precedentemente specificato.

6.4 Modelli debolmente non lineari

Consideriamo inizialmente il problema differenziale

y'(x) +p(2)y'(x) + q(z,y) +r(z) =0, a<x<b,
y(a) =, y(b) =5,

con ¢(z,y) non lineare in y e soddisfacente la condizione g—g <0,pera <z <D,

qualunque sia y. Tale condizione [12] garantisce Iesistenza e 'unicita della

soluzione del problema differenziale. Posto z; = a + ih e y; ~ y(x;), per

1=0,1,....n+1eh= zﬂ, la collocazione in x; dell’equazione differenziale

con lo schema alle differenze centrali trasforma il problema iniziale nel sistema

non lineare

Yir1 — 2Yi + Yi by YL Y
h? " 2h
Yo = Yny1 = 0.

+ q(zs,y;) + 1 =0, 1=1,....,n

Questo sistema e dunque esprimibile nella forma
fi(yi*17yi7yi+1) :07 ?::1,2,...,71, Yo = &, Yn+1 :ﬁv

essendo

h h
fi(yi—lyymyi—i-l) = (1 - 52%) Yi—1 — 2y; + (1 + 5]7@) Yit1 + q(l"i, yi)hQ + h27“i-
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Condizione sufficiente [12, 20] affinché tale sistema sia univocamente riso-
lubile ¢ che h sia tale da soddisfare la condizione

ph < 2,

essendo p = max Ip(x)].

Da notare che se il sistema fosse lineare, ossia ¢(x,y) = ¢(x)y, questa
condizione implicherebbe la dominanza diagonale del sistema, nell’ipotesi che
sia g(x) <0 per a <z < b con ph < 2.

Nelle suddette ipotesi la soluzione puo essere ottenuta mediante il metodo

iterativo di Newton-Jacobi consistente nel calcolare, per ogni k =0,1,..., gli
iterati B @ B
(k+1) _ (k) filyi 1, v 7yz+1) i=1 n
T T a0 0 ) =1..m
Oy; Y1 Y s y1+1)

dove

B k) (k h h k k
FiyP ™y = [1 - 51%} yr =2y 4 [1 + 5191} y" + g,y + P,

e
i )y  ®)  ®) 9q (k)
—(y; ; ; =24 —(z;,y. "),
8%( z—l7yz 7yz+l) + ayz( 7 )
essendo yék) = ae yn+1 B, k = 0,1,.... Nelle citate ipotesi il metodo
%lobalmente convergente, dunque teoricamente indipendente dei valori
yZO , 1 = 2,...,n. Poiché yé) = ae yﬁl = [, la scelta piu frequente del

vettore iniziale COHSlste nell’assumere

0) _ J L
Y —a+n+1(6—a), 1=0,1,...,n+1,
ossia nell’interpolare linearmente i valori a e 5. Questo allo scopo di evitare
che un elevato numero di iterati possa pregiudicare i risultati, in conseguenza
della propagazione degli errori di arrotondamento.

Consideriamo ora il seguente problema debolmente nonlineare di tipo
ellittico

u(x,y) :f(xay)u (flf,y) E@Q,

dove, per semplicita 2 = [a, b] X [c,d] e lar(x,y,u), non dipendente linearmente
da u, soddisfa la condizione g—; <0, per (z,y) € 2, qualunque sia u. Ipotesi
che garantisce [12] 'esistenza e 1'unicita del problema differenziale.

{um + gy + p(x, y)ue + g2, y)uy + (2, y,u) + s(z,y) =0, (2,y) € Q,
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Posto

h—
ri=a+1ih, 1=0,1,....n+1, :—a,

n+1

d—rc
y] C+]7 J ) 7m+ ) m_l_la

la discretizzazione dell’equazione differenziale con il metodo alle differenze
centrali genera il sistema debolmente non lineare

Uil = 2y + Uiy
h? k2
WUij+1 — Uig-1

2k

i1 — 2Wij + Uij1 g it — Uit
1,] 2h

+ T(.I'i, Yjs ui,j) + 3(1'1',@/]') =0

+ Gij

peri=1,....,nej=1,...,m. Tale sistema puo essere espresso nella forma
piu compatta

¢i7j(ui7j_1, u,-_Lj, ’LLZ‘J', ui+17j’ ui,j—l—l) = 0, 1 = 1, e,y ] = 17 e,y

essendo

¢z‘,j(ui,j717 Ui—1,55 Wiz, Wit1,5, Uz’,jH) = h2(2 - kqv:j)“i,jfl + k2(2 - hpij)uifl:j
— 4P 4 E*)ugj + K*(2 4 hpij)uis
+ W22 4 kqij)ui jo + 202K [r (@, v, wig) + s(2i, y5)],

con Ui’() = f(SL’i,C> (§] Ui,m—l—l = f(.Tz,d), 1, = 0, ]., Lo, + 1, Uo’j = f(CL, yj> (§]
Uny1,; = f(b,y;) per j=0,1,...,m+ 1.

Condizione sufficiente affinché questo sistema sia univocamente risolu-
bile, & che h e k siano tali da soddisfare la seguente condizione:

Ph<2 e Qk<2

essendo P = max |p(z,y)| e @ = max |q(x,y)| per (z,y) € Q.

In caso di linearita di s rispetto ad u, le condizioni precedenti assicurano che
la matrice del sistema, relativo alla parte lineare, sia diagonalmente dominante,
come gia rilevato in precedenza.

Nelle suddette ipotesi il metodo di Newton/Jacobi applicato al sistema
debolmente lineare ottenuto per discretizzazione come sopra specificato, risul-
ta globalmente convergente. Di conseguenza, prefissato [ = 0,1,..., la
soluzione puo essere ottenuta mediante il processo iterativo

L0+ — 0 ¢i1j<u§2—17 Uz(’Ql,j’ uz(l])’ uz(i)-l,j’ uz(lj)ﬂ)

w9y (1) 0] o, 0 o\
Bus (Wi 51 Ui s Wi s Wiy Ui 1)
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peri=1,....,nej=1,...,m, essendo

09i

8ui,j

or
= —4(h% + k) + 2h%°k>——
(h” + k%) + Pur

con u% = f(x;,c) e ug,?nﬂ = f(xsd), i = 0,1,...,n+ 1; u(()l)J = fla,y;) e
l .
U5L)+1,j = f(b,y;),7=0,1,...,m+ 1.
(0)

Poiché la u ¢ nota al contorno (vettore inziale), i valori u;;", i = 1,...,n,
j=1,...,m, possono essere efficacemente ottenuti per interpolazione rispetto
ai valori assunti sul contorno. Un punto importante del procedimento riguarda
. . e (0) . .
infatti la scelta del vettore d’innesco u,;". Per spiegare la tecnica, iniziamo con

I'indicare le condizioni al contorno in questo modo:

Ottenuti f(z,y) e p(z,y), la scelta del vettore d’'innesco puo essere fatta
ricorrendo alla funzione di interpolazione bidimensinale

(@ —a)*(z = b)*p(x, y) + (= y)*(d —y)* f(z, y)

Flo ) = ol b ey o)

Tale funzione e effettivamente interpolante, dato che

I1 vettore d’innesco ug?j), i=1,...,nej=1,...,m ¢ dato da ug’(}) = F(z;,9)

in ciascuno dei punti nodali prefissati.
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6.5 Problema spettrale di Helmholtz

Allo scopo di mostrare come si possono utilizzare gli schemi alle differenze
finite nella trattazione delle PDEs con coefficienti discontinui, consideriamo
I'equazione 2D (bidimensionale) di Helmholtz

-V (éw) = (6.4)

su un rettangolo a < z < b, ¢ < y < d [6]. Tenuto conto del significato dei
simboli di gradiente di una funzione e di divergenza di un campo vettoriale, la
(6.4), in forma piu esplicita, puo essere espressa nel modo seguente:

0 (10¢ o (10¢
oz (5 8x) y (5 ay) = (6:5)
dove ¢ = (z,y), € = e(z,y) e n = n(x,y) con (z,y) € Q = [a,b] x [c,d]. La
(6.5) rappresenta il problema spettrale associato all’operatore 2D di Helmholtz
nel dominio rettangolare (2.
Supponiamo ora che la funzione nota ¢ soddisfi le seguenti condizioni di
periodicita:

ela,y)=-¢€(b,y), ezla,y)=c.(by), c<y
e(x,c)=¢(z,d), ey(z,c)=c¢y(z,d), a<wx

< d;
< b.

Sotto tali ipotesi possiamo richiedere che la ¢ sia periodica, ossia che risulti:

U(a,y) =v(b,y), vulay) =1u(by), c<y<d;
P(z,c) = Y(x,d), Yy(z,c)=1y(x,d), a<xz<b.

La funzione n(x,y) rappresenta 'autovalore dell’operatore di Helmholtz cor-
rispondente all’autofunzione ¥ (x,y). Dal punto di vista fisico, il modello go-
verna la propagazione della componente elettrica del campo elettromagnetico
creato dalla luce che attraversa un mezzo periodico. Questo problema e di-
ventato molto attuale nello studio delle nanostrutture (strutture dell’ordine di
107% mm) di tipo periodico, come lo sono i cristalli fotonici. In tale ambito
la funzione e(x,y) indica la costante dielettrica del mezzo in (z,y). La teoria
stabilisce che gli autovalori, definiti modi nell’elettromagnetismo, costituiscono
una infinita numerabile n;;, 7,5 = 1,2, .. ..

Supponiamo ora che, come avviene in varie applicazioni ingegneristiche, il
dominio €2 sia formato dall’unione di un numero finito di domini omogenei, in
ciascuno dei quali la e(z, y) sia continua. Piu precisamente, come indicato nella
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Figura 6.5: La figura mostra lo schema di un cristallo fotonico bidimensionale
costituito da una distribuzione cilindrica della costante dielettrica e [15].

Fig. 6.5 supponiamo che all’interno di €2 siano presenti dei cerchi, ciascuno di
raggio r, e che in esso

() = c1, in ciascuno dei cerchi;
y co, nella parte restante del dominio,

essendo ¢; > c¢o > 1. Procedendo come al solito, reticoliamo il dominio
introducendo un insieme di punti nodali

. . b—a
Ii:a—’—lhx, Z:O,l,,,,,n—{—:[? hx:,n/—_l_l’

) ) d—c
yj=b+jhy, 7=0,1,...,m+1, hy:m—+1'

Al fine di pervenire ad un sistema lineare con il massimo delle simmetrie pos-
sibili, collochiamo l'equazione differenziale in (z;,y;) e discretizziamo con le
differenze centrali con passi h,/2 e h,/2 rispettivamente. Questo equivale a
considerare in (x;,y;) 'equazione

109 _ (100 (;_w) _ (la_w)
(5 ox )z+1/2,j (a 8:10)2’—1/2,]' ed i+1/2,5 € Oy i-1/25 (i)
h N A =" 4,
* Yy
dove i = 1,...,nej =1,...,m. Per tenere conto delle discontinuita della

e(z,y), approssimiamo il valore della & in un punto con la media dei due punti
contigui. Discretizzando ancora con le differenze centrali e tenendo conto di
tale osservazione, otteniamo la seguente (i, j)-ma equazione:

1 1\ Yirr—%ss 1 (_1 1 Yij—Yi-1,j
— + — % —5 == 4+ —— i,J - i—1,j
i+1,5 €i,j x €i,j €i—1,5 x

1 _'_% Yig+1—¢i; 1 %‘i‘ 1 i =i -1
€i,j+1 €ij hy 2 \ &g €ij—1 hy

Y

[

>
8

N[

>=
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Riordinando opportunamente essa diventa

L/l 1\ 1 1/1 1\ 1
2 <; * 5i,j—1) h_zwi’jil 2 (a + gi_l?j) h_gwifld
1 1 2 1 1 1 1 9 1 1
[5 (8”171 i ; i 5i1,j> h_% - 2 (5i,j+1 " ; * Si,jl) h_;z/} Vig

1 1 1 1 1 1 1 1 o
_ = ) =y Ny — )
92 ( + ) h%¢l+1’] 9 ( + ) hzzldjzd-‘rl = J %,g,

€i+1,5 iy Eig+1 iy

dovei=1,...,nej=1,...,m.
Le condizioni di periodicita delle funzioni € e 1, in termini delle differenze
finite, implicano che

€05 = €n,j € €15 = En+tly
Yo = Un; € Vij = Upy1, per j=0,1,...,m+1;

€0 =% m € &1 = m+1,
wi,o - wi,m € Q/Ji,l - wi,m—i-la per 1= 07 17 s, n + ]-7

Defect Approximation Excess Approximation

[ I [ 1
18 18
] \ Il \
16 / 16
7 K y N
14 A by A M
P N " P N
i~ ~ o ~
12__,_.-' o 12 - T~
10 10
B — L == —
& N, I 5 N, 1
N /1 N LA
N A / N b Y.
2 2
i { \ {
\ [ ] \ { I

Figura 6.6: La figura mostra una discretizzazione regolare del dominio {2 dove
la costante dielettrica e viene campionata per difetto (immagine a sinistra) e
per eccesso (immagine a destra).

Queste considerazioni sulla periodicita consentono di ridurre il numero delle
incognite del sistema con le sostituzioni ¥,41; = V1, ¥nj; = Yo, Vims1 =
i1 € Yim = ¥ip. In tal modo il sistema risulta di ordine (n — 1)(m — 1).
Naturalmente ci si deve ricordare di effettuare le analoghe sostituzioni sulla
g, ponendo €im+1 = &1y, Eim = €i0 € Ent1y; = €15 € Enj = €05 Poiché la
matrice e simmetrica e debolmente diagonale, i suoi autovalori sono tutti non
negativi. Piu precisamente essa possiede un autovalore semplice uguale a zero,
mentre gli altri sono strettamente positivi. E altresi possibile osservare che gli
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autovalori sono debolmente decrescenti al crescere della costante dielettrica.
Per questo motivo si considerano due mesh differenti, una contenente valori di
¢ approssimati per difetto e una contenente una valutazione per eccesso, come
evidenziato nella Fig. 6.6. Come valori effettivi si considerano le loro medie
aritmetiche. Tenuto conto delle caratteristiche della matrice, gli autovalori si
possono calcolare, con buona precisione, utilizzando le opportune routines del
MatLab.

A titolo esemplificativo, posto ¢; = 1 il valore della costante dielettrica al
di fuori dei cerchi, sono state effettuate le seguenti scelte di cs:

c2 =3,5,7,9,

avendo posto r = 0.2 L, come raggio dei cerchi riportati nel dominio, rappre-
sentato da un quadrato di lato L. I valori dei primi 10 autovalori (ordinati per
valori crescenti) sono stati riportati nella Fig. 6.7.

autovalori
[=s]

0 -~ w

2 ] 1 1 1 1 ] 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

numero autovalori

Figura 6.7: La figura mostra i primi dieci autovalori del problema spettrale
(6.4) con condizioni al contorno periodiche, nel caso in cui il valore della co-
stante dielettrica al di fuori dei cerchi sia uno e i valori all’interno dei cerchi
siano ¢y = 3,5,7,9, rispettivamente.
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6.6 Una tipica applicazione industriale

Una delle piu note applicazioni delle differenze finite, nella geofisica applicata,
e la seismic migration, una metodologia per la ricostruzione della struttura
geologica del sottosuolo, orientata alla localizzazione di giacimenti di acqua o
idrocarburi. L’industria petrolifera ha sviluppato questa tecnologia a partire
dagli anni '70. Camion speciali, dal peso di 40 tonnellate e dotati di piat-
taforme vibranti generano onde acustiche ed elastiche che propagandosi nel
sottosuolo, vengono riflesse da eventuali strutture geologiche e registrate alla
superficie mediante appositi ricevitori. I risultati ottenuti vengono opportu-
namente trattati e utilizzati dagli analisti come strumento di supporto alle
decisioni per l'identificazione di eventuali giacimenti. A seconda della pro-
fondita e del tipo di applicazione, possono essere usate anche altre sorgenti
d’onda, come gli air-gun (cannoni ad aria compressa) o cariche esplosive.

Figura 6.8: Un tipico modello 3D a differenze finite utilizzato per la seismic
migration. Immagine del Center for Economic Migration and Tomography,
Reno, Nevada.

La simulazione della propagazione delle onde acustiche/elastiche & partico-
larmente efficace con metodi alle differenze finite, perché il dominio computa-
zionale e estremamente regolare: una porzione di suolo a forma di parallelepi-
pedo, in cui in generale anche la faccia superiore corrispondente alla superficie
libera e piana, perché, tenuto conto dell’estensione del dominio sotto esame, si
considera non rilevante la topologia di superficie. Nella Fig. 6.8 € mostrato un
tipico modello 3D a differenze finite nel quale i confini tra regioni con diverse
velocita di propagazione delle onde, se obliqui, vengono discretizzati tramite
una struttura “a scaletta”, con un rapido alternarsi di segmenti orizzontali e
verticali. Al fine di contenere al massimo la conseguente perdita di accuratez-
za si infittisce la mesh di riferimento, naturalmente aumentando la dimensione
dei problemi algebrici da risolvere.
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La Figura 6.9 mostra il risultato di una seismic migration relativa ad un
sito nel Nevada (USA), utilizzato per la produzione di energia geotermica,
nel quale ¢ evidenziato un possibile giacimento di acqua calda intrappolato
all’interno di una serie di faglie, ad una profondita di circa 4 km.

2 1'_/2 rgiles across =

& doap so|w /¢ |

Figura 6.9: Seismic migration relativa ad un sito nel Nevada (USA) utilizzato
per la produzione di energia geotermica nel quale ¢ evidenziato un possibile
giacimento di acqua calda ad una profondita di circa 4 km. Immagine del
Center for Economic Migration and Tomography, Reno, Nevada.

6.7 Esercizi proposti

(a) Discutere la risoluzione numerica dei seguenti problemi differenziali li-
neari:
(2 + sin @) ttge + (42 + 1)y, + (2y)ug + (2 cosy)uy,
—(3 —sinzy)u =0,
—nm<z<m, 0<y<3m,
u(=my) = fily),  u(my) = faly),
(u(7,0) = g1 (x), u(z,3m) = ga(x).
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(u; = (2t)Uye + (sinxt)u, + (¢ cosx)u + x sin at,
3<az<4, 0<t<6
w(=3,t) = fi(t), u(4,t) = fao(t),
(u(z,0) = g(z).
(wy = (1 + 2%t)ugy + (2t)u, + 270 + cos at,
9<2<3, 0<t<5,
u(=2,t) = f1(t), u(3,t) = fa(d),
(u(z,0) = g1(z), w(z,0) = ga(z).
(U = (2 4+ 221Uy + (2 + t)uy — (2% + t)u, + cos(at),
3<az<4, 0<t<5
u(=3,t) = fi(t), u(4t) = fa(t)
(u(2,0) = g1(z), w(z,0) = ga(x).

(b) Discutere la risoluzione numerica dei seguenti problemi differenziali, de-
bolmente nonlineari

(24 + (zsinx)y — (2 — cosa)y™ =0,
—3 <z <3,
(y(=3) =1, ¥(B3) =5
( (2 +sin@)ug, + (y* + Duyy + (wy)us + (2 cos y)uy,
—(3 — sinay)u” =0,
—rm<z<m, 0<y<3nm,
u(=my) = hy), ulmy) = fa(v),
(u(7,0) = gi(x), u(z,3m) = ga(x).
(s + 2uy, + (2y)?u, + (2 + y)u, + (sinu — 2u)® = 2%y,
—4<z<5, 3<y<6,
u(=4,y) = fily), uw(,y) = f2(y),
(u(z,3) = g1(z), u(z,6)=ga(2).

Suggerimenti: Per una trattazione piu generale e per ulteriori approfondi-
menti si rinvia ai libri [12] e [18] della bibliografia.
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Capitolo 7
SISTEMI NON LINEARI

In questo capitolo verranno illustrati alcuni risultati base sui sistemi non lineari
evidenziando, altresi, le principali differenze tra i metodi di risoluzione dei
sistemi lineari e di quelli non lineari.

7.1 Definizioni e risultati basilari

Per sistema non lineare, intendiamo un sistema di equazioni non lineari
fi(wl,arg,...,xn):O, i:1,2,...,n, (71&)

che, con notazione vettoriale, indichiamo nella forma

F(x) =0, (7.1b)
dove F' : R" — R", la cui i-esima componente ¢ f;(z1,x2,...,2,) e x € il
vettore (11,29, ...,2,)T. Per n = 1, il sistema si riduce ad una equazione non
lineare

fz) = 0.

In questo ambito, ’analogo della f'(x) & rappresentato dalla matrice Jacobiana
della F(x), cosi definita

ofi  Of1 of1
81‘1 612 T al'n
Ofs  Of2 Ofr
5 5 R
Flz)=|"" "7 o, (7.2)
Ofn  Ofn Afn
ox1 Oxe ' Oxp
dove of 9
axl' :Tfi(xlym%'“axn)a i,j:1,2,.--,n-
J J



Nel caso vettoriale ’analogo della derivabilita di una f : R — R & stabilito
dalla seguente

Definizione. Una funzione vettoriale ' : R® — R" e totalmente differen-
ziabile (differenziabile nel senso di Fréchet) in @ se la matrice Jacobiana (7.2)
esiste in e )

. |F(z+h) - F(z) - F'(z)h]|
lim =
h—0 |||

Come ¢ immediato osservare la (7.3) si riduce alla differenziabilita ordinaria nel
caso n = 1. Analogamente a quanto avviene per la differenziabilita (nel caso
n = 1), la totale differenziabilita implica la continuita. Basta infatti osservare
che, per la disuguaglianza triangolare della norma,

0. (7.3)

|F(z + h) — F(x)|| = [[F(z+ h) - F(z) - F'(z)h] + F'(z)h|
< ||F(x+h) — F(z) - F'(z)h|| + || F'(z)h|

che tende a zero (per la (7.3)) per ||k|| — 0.

Non sempre l'estensione dei risultati dal caso n = 1 al caso generale e
semplice, come bene evidenziato in [20, pp. 141-142]. L’importante teore-
ma del valor medio per una funzione unidimensionale f, ad esempio, non &
immediatamente estendibile al caso n-dimensionale.

Nel caso unidimensionale esso stabilisce che se f ¢ differenziabile in [a, b,
per ogni coppia di valori x,y € [a, ], esiste un punto z tra x e y con

fy) = flx) = f'(2)(y — o).

La sua estensione per funzioni F' : R” — R", differenziabili nel senso di Fréchet,
¢ la seguente:

1
F(y)— F(x) = / F'lz+0(y —x)|(y —x)db. (7.4)
0
Per la dimostrazione basta osservare che, posto

gz(e):fl[w+€(y—w)], O<0<1, i:1,2,...,n,

A= @) =5 =a0)= [ 5i0) 9= |3 03 la+0u—w) (03 -) b

che rappresenta la i-esima componente della relazione vettoriale (7.4).
Dalla (7.4) deriva immediatamente che

Fly) - F(a) - F/(z)(y - ) = / Pl + 0y — ) — F(2)](y — o) db
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da cui, se la F' & continua in un insieme Q e x,y € ) sono abbastanza vicini,
F(y)— F(z) — F'(z)(y — ) ~ 0. (7.5)

Poiché solo in casi molto particolari si riesce a risolvere tali problemi in
modo esplicito, la generalita dei metodi numerici ¢ basata su procedimenti
iterativi. I metodi iterativi si compongono delle due fasi seguenti:

a) ricerca di una funzione di iterazione ® con la proprieta che ogni soluzione
¢ del sistema F'(x) = 0 ¢ un punto fisso per la ®, tale cioe da aversi

(&) =¢

e viceversa, ogni punto fisso & della funzione di iterazione ® ¢ una
soluzione del sistema F'(x) = 0;

b) generazione di una successione di iterati (") a partire da un punto iniziale

AN

In questo contesto si pongono i seguenti problemi:
1) scelta di una funzione di iterazione computazionalmente valida;

2) scelta di un punto iniziale £(®) e verifica della convergenza della succes-
sione {x®}%;

3) valutazione della velocita di convergenza della successione {x(®}2,.

Nel seguito, sia nel caso scalare sia in quello vettoriale, faremo sempre
riferimento a metodi iterativi del tipo

2+ — (I)(w(i)), i=0,1,..., (7.6)

dove z(© ¢ il punto iniziale e ® la funzione di iterazione definita in un domi-
nio chiuso Q in R™. Supporremo inoltre che la ® possieda almeno un punto
fisso ¢ ed indicheremo con Iz un suo intorno. Come abbiamo gia osservato,
quest’ultima ipotesi equivale a supporre che £ sia una soluzione del problema
iniziale.

Supponiamo ora che £ sia una soluzione del sistema (7.1b) e I¢ un intorno
sufficientemente piccolo di ¢. Indicato con x(®) un punto di tale intorno, la

(7.5) indica che
FE)=0~F(x") + F(z9)(¢ - 20).
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Pertanto, se la matrice Jacobiana F'(x) & non singolare in I¢, possiamo definire
(D come soluzione del sistema

F'(:c(o))(a:(l) — w(O)) — —F(m(o)),
ponendo
1) — £0) _ (F/(w(o)))_1F<£C(O)).

Questa osservazione suggerisce di introdurre la funzione di iterazione
(@) =2 - (F(a)) 'Fla), (7.7)
dalla quale, iterando, deriva che
2 = 20 — F'(2D) 1 F(2D), i=0,1,....

La ®(x) cosi definita ¢ la funzione di iterazione del metodo di Newton, che ¢
il piu famoso dei metodi iterativi.

Definizioni. (a) Indicati con £ un punto fisso di ®, con I un suo intorno
e con © un punto di I¢ se, per la successione (7.6), vale la disuguaglianza

|2t —¢|| < cfle® —¢|P, i=0,1,..., (7.8)
il metodo iterativo & almeno di ordine p > 1. Se la (7.8) & valida per p = 1,
con 0 < ¢ < 1, il metodo ¢ almeno del primo ordine. 1l metodo e esattamente
di ordine p se non esiste un valore pit elevato di p per cui la (7.8) sia valida;
(b) Se esiste un numero 0 < ¢ < 1 tale che

[®(x') — ®(x")]| < clle’ — "], o' 2" €Qq, (7.9)
la funzione ® ¢ definita contrattiva.

Teorema 7.1 (delle contrazioni) Supponiamo che ® : Q — Q sia una funzio-
ne contrattiva soddisfacente la (7.9). Allora la successione {xW}2, converge
ad un solo punto fisso & € Q, qualunque sia il punto d’innesco 9, nell’ipotesi
che anche M € Q.

Dimostrazione.  Basta osservare che, utilizzando la (7.6) e la (7.9)

||w(i+p) — sc(i)H < ||m(i+p) — w(i+p—1)|| 4.+ ||w(z'+1) — w(i)H

< (P2 D)W — 2O

Ci

<
~—1-c

||93(1) _ 3,3(0)”.
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Di conseguenza, {21}, & una successione di Cauchy in Q e quindi ha limite
¢ € Q). Facendo tendere p all’infinito, risulta

)

(@) _ ¢l <
=0 — ¢ < <

2~ .

Inoltre, facendo tendere ¢ all’infinito nella (7.9) risulta £ = ®(&), cioe £ & un
punto fisso della .

L’unicita del punto fisso si dimostra facilmente. Infatti, se ne esistessero
due, & e 7, allora la stima [[§ — 7| = [|®(¢) — P()]| < ¢[[§ —nl| per ¢ € (0,1)
implicherebbe & = n. a

Corollario 7.2 Supponiamo che esistano una costante ¢ € (0,1) e un intero
r € N tali che
|7 () — " (z")]| < clla" — x"||.

Allora la successione {x D}, converge ad un solo punto fisso & € Q, qualunque

sia il punto d’innesco (.
Dimostrazione.  Secondo il Teorema delle contrazione esiste un unico pun-

to fisso ¢ della mappa ®". Definiamo, per j = 0,1,...,r — 1, § = ®7(¢).
Allora

() = () = Q7)) =P () =¢, j=01....r—1

Poiche ciascun &; ¢ punto fisso della ®" e tale mappa ha un solo punto fisso,

risulta § = & = ... = &_1 = £ Di conseguenza, (§) = & = & = &
Siccome, per j = 0,1,...,7 — 1 e dato il punto d’innesco x(?, le r successioni
{xU+7)}2  tendono tutte a &, anche la successione {z}2, tende a €. O

Applicando la (7.8) r volte, si ottiene la stima
||m(i+r) —& < Cp“lJrzf*2Jr...+za+1||m(i) _ prT‘ (7.10)

Infatti, essendo valida la (7.10) per r = 1 e supponendo la sua validita per un
certo r, si ha che

|27 () — & (&) = &) — g]| < el — g
N e e

< cpT+pT_1+.-.+p+1”w(i) _ fHPTH-

Quindi, per induzione, la stima (7.10) ¢ valida per r = 1,2,.... Ovviamente,
2@ — ¢ se 0 < ¢ < 1, qualunque sia il punto d’innesco ®). D’altra parte,
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scegliendo, per ¢ > 1, il punto d’innesco (® tale che ||(® —¢|| < V@1 1a
stima

|2 — € < Cll2® — g, ¢ =crT,

implica che (™ — ¢. Di conseguenza, nell'ipotesi (7.8) esiste un intorno di
¢ tale che, qualunque sia il punto d’innesco x® appartenente all’intorno, gli
iterati £ tendono a €.

Nei metodi iterativi per i sistemi non lineari, nei quali la convergenza e
tipicamente locale, e di grande importanza la seguente definizione di punto di
attrazione.

Definizione. Un punto x* € R™ ¢ di attrazione, per la successione degli
iterati £#*1) = & (™), se esiste un intorno I~ di 2* tale che, qualunque sia il
punto iniziale ¥ € I,-, la successione degli iterati £®) — x* = ®(x*), ossia
alla soluzione del sistema F(x) = 0, dato che

" =d(x") < F(x*) =0.

L’intorno I+ ¢ detto dominio di attrazione. Nel caso particolare in cui I, =
R™, x* e definito punto di attrazione globale.

Relativamente al punto di attrazione, il risultato piu importante e stabilito
dal Teorema di Ostrowski [20].

Teorema 7.3 Se la funzione di iterazione ® ¢ differenziabile in x* = ®(x*)
e inoltre p(®'(x*)) < 1, x* & un punto di attrazione per gli iterati x™.

Dimostrazione.  Essendo la & differenziabile in *, per ogni € > 0, esiste
un intorno I« di * per ogni punto & del quale

|®(z) — (x") — (x")(z — a7)|| < ellz — =]
Inoltre, essendo p(®'(x*)) < 1, qualunque sia € > 0, esiste una norma tale che
19" (z")[| < p(2(x7)) +&.
Di conseguenza, per ogni x € [,«, risulta

[(z) — (x")|| < [[®(w) — D(z") — '(x")(x — a7)|| + [|(x") (z — 7]
< (p(x") + 2¢) ||z — 27|
Da tale disuguaglianza, ricordando che p(®’'(x*)) < 1 e che € > 0 ¢ arbitrario,
deriva che € puo essere scelto in modo da avere a = p(®’(x*)) + 2¢ < 1, ossia

che
[®(z) — @(z")]| < allz -2, a<l
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La convergenza con tale norma segue immediatamente in quanto, essendo
lz® — 2| = | ) - &(z")|| < allz® D 2| < ... < a¥[|2'V — 27,

con 0 < a < 1, & evidente che ¥ — x*, per k — 0.
L’equivalenza tra le norme garantisce che la convergenza vale con qualsiasi
norma indotta. O

Metodo di Newton. Il Teorema di Ostrowski consente di dimostrare che
ogni soluzione & del sistema F'(x) = 0 ¢ un punto di attrazione per gli iterati
del metodo di Newton, a condizione che F'(£) sia non singolare. Basta infatti
osservare che essendo ®(x) = ¢ — (F'(z)) 'F(x) e F(§) =0,

¥'(§) =1 (F'(§) ' F'(§) =0,
da cui segue che p(®'(¢)) = 0.

Esempio 7.4

2 2_1:0
{xl T ’ (7.11)

2(131+£I?2—1:0,

di cui " = (_45’5) ¢ una soluzione. La (7.11) pud essere scritta nella forma

x = ®(x), con

T2
V1—22 0 ——F
P(x) = ( 2) e P'(x)= 1— a3

Una semplice visualizzazione grafica delle due equazioni permette di stabilire
che * € un punto interno al rettangolo

R=1[21]x[-3 —3]
Per verificare se la condizione di Ostrowski (p(®’(x*)) < 1) per gli iterati
) = o(x®),  con x* € R,
e soddisfatta, calcoliamo il

sup p(®'(x)).

xER

Fissato « in R, i due autovalori di ®'(x) sono le due soluzioni dell’equazione



Da tale espressione segue che
p(®'(x)) > 1 per 25 € [—‘51’ _%],

essendo 4x32 > 1 — 22, Questo significa che z* potrebbe non essere un punto
di attrazione per tali iterati. Come abbiamo gia osservato, &* € invece punto
di attrazione per gli iterati del metodo di Newton

2 = o(2®), i=0,1,2,..., @ ¢eR,

nell’ipotesi che la matrice Jacobiana F'(x*) sia non singolare. Condizione
certamente soddisfatta, in quanto

F(a) (2;”1 2"1"2) — det(F'(z)) > 0 in R,

La funzione di iterazione e pertanto
T2 2(1’1 — 2:6‘2) -2 2[E1 21‘1 + 29 — 1
Esempio 7.5 L’esempio

5x1—x2+x?:5,
—{L‘1+5I2+ZL’§:5,

puo essere espresso nella forma x = ®(x), dove
1 Lo — .%’:f +5
(D("")_S <x1—x§+5 '
Scelto un vettore di innesco (¥, utilizzando la ®(x) come funzione di itera-
zione si possono calcolare gli iterati
) = (™), i=0,1,2,....

Osservato che * = (1) ¢ una soluzione del sistema, ¢ facile dimostrare che z*
¢ un punto di attrazione per gli iterati. La matrice Jacobiana della ® e

1 —31‘2 1 1 /-3 1
/ 1 : / *
d'(x) = —5( 1 31_%>, da cui ¢'(x*) = —5(1 3),

i cui autovalori sono A\; = —% Ay = % Conseguentemente x* e di attrazione



7.2 Caso unidimensionale

In questo paragrafo verranno presentati risultati basilari sui metodi per la
valutazione delle radici di un’equazione non lineare

f(z) =0, (7.12)

dove la f e derivabile e ha derivata prima continua. Approssimando il grafico
della funzione f(z) in un intorno del punto (z,, f(z,)) mediante la sua retta
tangente y — f(z,) = f'(x,)(x — x,) e cercando il valore di z = z,,41 per cui
(%n11,0) & un punto di tale retta tangente, si ottiene

(n)
1) _ o _ S@™)
x x Py (7.13)
nell’ipotesi che la retta tangente in (z,, f(z,)) non sia orizzontale. L’iterazione
del tipo (7.13) si chiama metodo di Newton-Raphson oppure, semplicemente,

metodo di Newton. La sua funzione iterativa & p(z) = = — (f(z)/f'(x)), che
rappresenta il caso unidimensionale della (7.6).

Teorema 7.6 Nel caso scalare, condizione sufficiente perché una funzione p,
derivabile con continuita in un intervallo [a,b], sia contrattiva é che esista un
numero m € (0, 1) tale che

' (x)| <m <1,  z€labl.

Dimostrazione.  Per il teorema del valor medio, applicato ad un intervallo
[, 2"]  [a, b,

p(r') —p(a") = ¢ O) " —2"),  0e (@, 2")

Pertanto, essendo |¢'(z)| < m < 1 per ipotesi,

//|

p(a') — (") <mla’ —
con 0 < m < 1 per ogni 2/, 2" € [a,b], e quindi la ¢ & contrattive in [a,b]. O

11

Esempio 7.7 Per a € [—3, 3], la funzione ¢ = a log(z + 1) — 22 & contrattiva

in [0, 1]. Infatti, essendo

basta osservare che per a € [—1, 1]

a 1
r+1 3

5
‘§6<1’ z e 0,1].
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Esempio 7.8 Il metodo iterativo
2 = cos(z¥)

e globalmente convergente. Infatti, indicato con ¢ il solo punto fisso dell’e-
quazione z = cos(x) ed osservato che & € (0, 1), per ogni () € R possiamo
scrivere

W = cos(z?) € [-1,1]

20 = cos(x®) = cos(€) — (219 — €) sin(h?)

09 ¢ (D &) e[-1,1], i=1,2,....

Pertanto, essendo per ogni ¢
2+ — ¢] = 2D — cos(€)] = [sin(0W)] [21) — €] < (sin(1))|z@ —¢],

il metodo & globalmente convergente e la sua convergenza ¢ lineare (conver-
genza di ordine 1).

Se f'(z) # 0 per = € [a,b], il Teorema 7.6 puo essere applicato al metodo
di Newton, per il quale la funzione di iterazione e

W)
P =Ty

Essendo f'(x) # 0 per z € [a, b],

v f'@) = f@)f(@) _ f@)f(2)
¢(x) =1- ()2 - ()2
f'(z) f'(x)

Supponendo che £ sia uno zero semplice della f (cioe, che f(§) = 0 e
1'(€) # 0), esiste un intervallo contenente £ al suo interno in cui |¢'(z)| < 1.
Pertanto, qualunque sia il punto d’innesco appartenente a tale intervallo, gli
iterati convergono a &.

Teorema 7.9 Supponiamo che in un intervallo [a,b] valgono le sequenti ipo-
tesi:

1) f(a)f(b) <0;
2) la f ¢ derivabile due volte con continuita in [a,b];

3) f'(x) e f"(x) sono di segno costante in |a,b].
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Se inoltre, come punto iniziale ), si prende a qualora sia f(a)f"(a) > 0,
oppure b qualora sia f(b)f"(b) > 0, la successione {x™M}>, ottenuta con l'al-
goritmo (7.13), converge monotonamente alla sola soluzione & dell’equazione
(7.12).

Dimostrazione.  Siano, per esempio, f(a) < 0, f(b) > 0, f'(z) > 0 e
f"(x) > 0 per a < x < b (la dimostrazione nelle altre possibili situazioni e
del tutto analoga). Poiché f(b)f”(b) > 0, poniamo z(®) = b. La 1) assicura
'esistenza di almeno uno zero & per la f in [a,b]. La non variazione di segno
di f'(z) in [a, b] ne assicura l'unicita. Mostriamo ora, per induzione, che ogni
iterato ™ > b. Supponendo che z™ > & per m = 0,1,...,i, dobbiamo
dunque dimostrare che 2™ > ¢. Sviluppando f(¢) con la formula di Taylor
con punto iniziale z(°) e osservato che

§=a+ (¢ —a),
si ha
F(€) = 0= F(@™) + f' @) = 2™) + 3£"(0")(€ - 2™)?
con & < 0™ < (™. Poiché f”(x) > 0, risulta
FE™) + f@™)(E = 2™) <0
e, di conseguenza, essendo

_ f=™)
f'(@)

I'intera successione {z(™}°2, consiste di punti appartenenti all'intervallo se-
miaperto (&, b].

Poiché f'(z(™) > 0 per ipotesi e f(2™) > 0, in quanto (™ > £ ed f(£) =
0, la successione {z(™}, & monotona decrescente e inferiormente limitata
da ¢. Esiste dunque un limite finito € = lim,_,o ™. Passando al limite
nell’'uguaglianza (7.13) si ha

n+1)

¢ <z = gt

G
£t (€

da cui f(£) = 0 ed infine, per 1'unicita degli zeri della f in [a,b], f(§) =& O

~—

Talvolta, come e dimostrato nel seguente teorema, € possibile valutare la
distanza dell’n-esimo iterato dalla radice dell’equazione.
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Teorema 7.10 Supponiamo che valgano le ipotesi del Teorema 7.9. Se esi-
stono due numert positivi my ed My tali che:

1) my < |f'(x)| per ogni x € [a,b];
2) | f"(x)] < My per ogni x € [a,b];

tra I'n-esimo iterato di Newton e la radice § dell’equazione f(x) = 0 wvale la
sequente tmportante stima dell’errore

My

2™ —¢| < o, (2™ — 212, (7.14)

Dimostrazione.  Per il teorema del valor medio, applicato ad un generico
intervallo [Z,&] C [a,b] con f(§) =0e f(T) # 0,

f@) = f(&) = E—-8f ), 0e(x9).

Pertanto, esistendo un numero positivo m; tale che |f'(z)| > m per x € [a, b],
risulta

@) =[f@) = f(O)] = mi|z = ¢

e quindi anche

@)

7 ¢ <
my

(7.15)
Inoltre, dall’applicazione della formula di Taylor di ordine due,
F) = Fla D 4 (@) — o] = fa D) 4 ) @) — o)
FAO™) ) - oV,

per un’opportuna ™ € (=Y 2(). Poiché, per costruzione, nel metodo di
Newton

FD) + D)@ — 20 = o,

dalla formula di Taylor di secondo ordine deriva che

(@] < §Mp(2™ — 2" D)2, (7.16)
dato che
|f"(z)] < Ms, x € [a,b].
Infine, utilizzando la (7.15) e la (7.16), si ha la (7.14). O

Esempio 7.11 Valutare v/2 con un errore dell’ordine di 10~?, con il metodo
di Newton.

Consideriamo, allo scopo, f(z) = z* — 2 nell'intervallo [1,2]. Tl metodo di
Newton e applicabile in quanto:
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2) f'(x) =2z ¢ di segno costante in [1,2];
3) f"(x)=2>0in[1,2].

Poiché f(2)f"(2) =4 > 0, come punto iniziale si prende 2. Pertanto

L0 JE@O) 2 3
f(2©) 4 2
17
@ = 2= 20 ~1.414992.
X 12,£L‘

Essendo, per la (7.14),

M.
2 — V2| < 2_77121@(3) — @) <

(1.41422 — 1.41667)% ~ 3 x 107°,

=~ o

) rappresenta un’approssimazione valida di v/2.

Teorema 7.12 Se £ ¢ uno zero semplice per la f (f(§) = 0, f'(&) # 0), il
metodo di Newton ha convergenza del secondo ordine. Se & e uno zero multiplo
(f(6) = ... = fom=1() =0, fO £ 0, m > 1), il metodo di Newton ha
convergenza lineare.

Dimostrazione.  Se £ € uno zero semplice, essendo

O
P& =T O

per la formula di Taylor di ordine due,

(n) _
K4 = o(a0) = () + L), o € @,

da cui, posto |¢"(x)| < My in [a, b],
[ — ] < 3 [ — ¢

e quindi il metodo ha convergenza quadratica.
Se invece £ ¢ uno zero m-plo, esiste una g(x) con g(&) # 0 tale che

f(@) = (x=&§)"g(x).

Di conseguenza, se g(x) ¢ derivabile,
, 1
') =1-—#0.
m
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Pertanto, per la formula del valor medio,
2D = p(@™) = p(€) + (@™ = ' (0™), 8™ e (@™,¢),
da cui, posto |¢'(x)| < M in [a, b],
D — ¢ < My —¢].

L’'ultima disuguaglianza dimostra che, essendo almeno localmente M; < 1, il
metodo ¢ convergente con convergenza lineare. O

Il metodo della secante o della falsa posizione, viene utilizzato per
risolvere in un’intervallo [a, b] un’equazione f(x) = 0, nell'ipotesi che in |a, b]
essa abbia una sola radice. Algoritmicamente, esso si presenta in uno dei modi
seguenti:

x(

conz® =ben=0,1,...,;

(n)
(n+1) _ ..(n) f(z™) (n)
x =" - ——————(b— 2", 7.18)
7®) - fam) (
con 29 =aen=0,1,...,. Geometricamente corrisponde alla sostituzione,

nell'intervallo [a,b], della curva y = f(z) con la corda che unisce il punto
(™, f(x™) con (a, f(a)) o (b, f(b)) e assume ™V come lintercetta della
corda con l'asse x.

Teorema 7.13 Se in un intervallo [a,b] sono soddisfatte le sequenti ipotesi:
1) F(@)f(b) < 0;
2) f(x) é derivabile due volte con continuita;
3) f'(x) ed f"(x) sono di segno costante;

il metodo della secante é convergente all’unica radice & dell’equazione f(z) =0
in (a,b), purché si usi la formula (7.17) se f(a)f"(a) > 0, la formula (7.18)
se f(b)f"(b) > 0.

Dimostrazione.  Sia, per fissare le idee, f"(z) > 0in a < z < b (se que-
sta ipotesi non fosse soddisfatta le considerazioni seguenti cambierebbero solo
formalmente). La curva y = f(z) ¢ allora convessa e disposta al di sotto della
corda che unisce i punti (a, f(a)), (b, f(b)). Due casi sono allora possibili:
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1) f(a) > 0;
2) f(b) > 0.

Nel primo caso, 'estremita a e fissa e le approssimazioni successive:

LE(O) _ b, x(n+1) _ x(n) _ f(x(n)) (l'(n) _ CL), n = 07 17 .

ey

formano una successione decrescente e limitata inferiormente da &.
Nel secondo caso, 'estremita b e fissa e le approssimazioni successive:

(n)
o) _ (n+1) _ .(n) f(z'™) b (n) _
W =a, x =" - ————(b—2"), n=0,1,...,
fb) = f(aﬂ"))( )

formano una successione crescente e limitata da &. Poiché, in entrambi i casi,
la successione {x(™}>° & monotona e contenuta in (a, b), esiste il

lim ™ =¢& con a <€ <b.

n—00

Pertanto, nel primo caso, passando al limite nella (7.17) si ha

O 7

E=¢-—= (€—a)

f(&) = f(a)

da cui f(€) = 0 e quindi ¢ = £, dato che, nelle ipotesi 1) — 2) del teorema,
I'equazione f(z) = 0 possiede una sola radice in (a,b). Procedendo allo stesso
modo si trova che, anche nel secondo caso, la successione degli iterati {2},
converge all'unica radice £ dell’equazione f(z) =0 in (a,b). O

Il seguente teorema consente, sotto opportune ipotesi, di valutare la distan-
za tra I'n-esimo iterato e la radice in (a, b) dell’equazione f(z) = 0.

Teorema 7.14 Se esistono due numert my e My tali che

0<my <|f'(x)] <M < oo

a <
()

tra I'n-esimo iterato ™ del metodo della secante e l'unica radice & dell’equa-
zione f(x) =0 in (a,b) vale la sequente relazione:

per
<z, nel primo caso,

)
x <b, mnelsecondo caso,

IN &

— 2D, (7.19)

2™ —¢| < MW”)
mi
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1

o5 1a radice positiva dell’equazione f(z)

Esempio 7.15 Valutare, a meno di
=13 —-0.222 - 02r—-1.2=0.
Poiché f(1) = —0.6 ed f(2) = 5.6, la radice cercata appartiene all'interval-
lo (1,2). Dato che I'intervallo di indeterminazione & grande, possiamo ridurlo
per bisezione calcolando f(3/2). Poiché f(1/2) = 1.425, la radice cercata ap-
partiene all'intervallo (1,1.5). Applicando ora la relazione di ricorrenza (7.18)

otteniamo:

0.6
W=7+ """  (15-1)=1.15
v + 5 106" ) )
0.173
@ =115+ ——"" (1.5—1.15) = 1.190
v 1150173 ) ’
0.036
G)=11904+ ———" (1.5 —1.190) = 1.198.
v + 1425 1 0,036 )

Poiché, nell'intervallo [1.198,1.5],
6.073(1.5)% — 0.4(1.198) — 0.2 f'(2)3(2.298)* — 0.4(1.5) — 0.2 = 3.49

per la (7.19)
2.58 4
0<¢&—2® < 2220008 < ——
ST <o 1000
e pertanto z® & accettabile come valutazione della radice. Il valore esatto
della radice e 1.2.

Osservazione. Mentre il metodo di Newton, almeno quando la radice &
dell’equazione f(x) = 0 & semplice, ha convergenza quadratica, il metodo della
secante ha sempre convergenza lineare. Tuttavia l'importanza del metodo della
secante non e trascurabile, soprattutto perché, mentre nel metodo di Newton
il calcolo di un nuovo iterato z(¥ richiede la valutazione sia della funzione che
della sua derivata in 20—, il metodo della secante, tranne nel primo passo
(nel quale ne sono richieste due) richiede soltanto la valutazione della funzione
in =Y. Nel calcolo di radici o di logaritmi, ottenuti mediante la risoluzione
di equazioni del tipo

2 —a =0, keN, a =0,
log(z) —a =0, a e R,

risulta tuttavia piu efficiente il metodo di Newton, anche se si tiene conto del
maggior numero di valutazioni funzionali richiesto.
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7.3 Caso multidimensionale

Teorema 7.16 Nel caso n-dimensionale, condizione sufficiente perché una
funzione ® sia contrattiva in un intervallo I C R™ e che esista un numero

A € [0,1) tale che

) 9@ o\ 1 iz12...n mel (7.20)
— 055]'
7=1

Dimostrazione.  Per la formula di Taylor di primo ordine, peri =1,2,...,n

e per ogni coppia di punti ', 2" € I,
" 9y,(66)
pi(x') — pi(x") = Z a—x](w; —x;-’%
7j=1

essendo 6%7) un punto interno all'intervallo di estremi @, 2”. Di conseguenza,
dato che ) ¢ I, per la (7.20)

8(,01
pi(a’) — pi(a") axj g~
"L |0 (009))
< m/_muoo 2V ) <l — 2 .
<o/~ Y0 |5 < Al — o)
7=1
Poiché la suddetta diseguaglianza vale per ¢ = 1,...,n, risulta anche

le(@) — (@)l < M2 — 2l

e pertanto la ¢ ¢ contrattiva. Ricordando la definizione di |||/ di una matrice,
la (7.20), puo esprimersi nella forma

9 ()]0 < A< 1.

Esempio 7.17 Dimostrare che la funzione

O(z) = {901(5'71’%2) = V[w1(z2 +5) = 1]/2,

pa(x1, 22) = /3 +logy 21,

¢ contrattiva nell’insieme

I ={(x1,29) con 3.5 — x| <0.1e]2.2— a5 <0.1}.
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In tale intervallo

3g01 < 23+5 < 054,
Oxi| ~ 4,/[3.4(2.1+5) — 1]/2
Qo1 5.0 <027,
Oxs| ~ 4,/[3.4(2.1+5) — 1]/2
O 1+ 2
< < 0.42,
O 24/3.4 + 2logy, 3.4
9e2) _,
81'2
Di conseguenza, essendo

64,01 8901

— — (<081 <1

8x1 + 81’2 ’

aQDQ 8@2

— — <042 <1

8x1 + (9.752 ’

la funzione ®(x) e contrattiva in I.

Teorema 7.18 Supponiamo che in un intervallo chiuso I = {x € R™ con a; <
x; < b peri=1,...,n} esista una sola soluzione & dell’equazione F(x) = 0
e quindi un solo punto fisso per una sua funzione di iterazione ®(x). Allora,
se:

1) esistono continue in I le derivate parziali della ®;

2) il punto iniziale ) e tutti gli iterati successivi appartengono ad I;

3) peri=1,...,n valgono in I le disuguaglianze
0 dp;
R <m; <1,
(91‘1 + + 89:” =m

essendo ® = (p1,...,Pn),

la successione degli iterati converge a &.

La condizione 3) equivale a dire che esiste un 0 < m < 1 tale che
|9 (z)[|oo <m <1,

per ogni x € [.
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Esempio 7.19 Valutare, a meno di 1555,

la soluzione positiva del sistema
filz,y) =22*> —ay — b +1 =0,
fo(z,y) = x + 3log,yz —y* = 0.

Allo scopo di trovare un intervallo nel quale cade la soluzione positiva del
sistema, costruiamo le curve fi(z,y) = 0, fo(x,y) = 0. L’approssimazione
della soluzione positiva, ottenuta graficamente,

@ =35 y©0 =22

Per ottenere una funzione di iterazione ® scriviamo il sistema nella forma
seguente:

z(y+5)—1
r = pi(zr,y) = %

y =2, y) = /3 +logyy .
Supponiamo inoltre che I'intervallo I sia cosi definito:
I'={(z,y) con |3.5—z| <0.1e2.2—y| <0.1}.

In tale intervallo

2.
1| SO < 0.54,
Ox1| ~ 4,/[3.4(2.1+5) — 1]/2
1| 5.0 <0.27,
Oxs| — 4,/[3.4(2.1+5) — 1]/2
Os| 147920
< < 0.42,
Ox1| ~ 2,/3.4+4 2log;, 3.4
921 _
0332
Di conseguenza, essendo

i1 dip1y

4|2 <081 <1,

6’x1 + 8562

2 Jipa

— |+ |=—|<042<1

8x1 + 81’2 ’

se come punto iniziale prendiamo la soluzione grafica e se gli iterati successivi
rimangono in I (cio che deve essere verificato durante la esecuzione dei calcoli),
il processo iterativo € convergente.
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Calcolando gli iterati mediante le formule

20 — \/x(i‘l)(y“‘” +5) -1

2 )
Y = \/3 tlog D, i=1,2,...,

ed approssimando alla terza decimale, si costruisce la seguente tabella

z© = 3.5, y 0 =22

+W =3479, ¢y = 2250,
¢ =3481,  y? =2.260,
@) =3484, ¥ =2.261,
e® =3486, yW =2.261,
+® =3487, ¥ =2.262,
+© =3487, ¢y =2.262.

Avendo ottenuto z(® = 20 = 3487 e y® = ¢y = 2262, si puo porre
€M) =3.487 ¢ €2 = 2.262.

Osservazione. L’ipotesi 3) del Teorema 7.18, come dimostrato nel se-
guente Teorema 7.20, puo essere sostituita dall’ipotesi meno restrittiva della
contrattivita della ®.

Teorema 7.20 Siano:
o O una funzione di iterazione definita in un insieme €);
e 20 un punto iniziale appartenente da Q;
® [0, un intorno circolare con centro 2 e raggio r.
Allora, se esiste un numero r € [0,1) tale che:
1) |®(a) — o(2")[| < sl —2"||, &' 2" € Lo,;
2) [lz') — 2O = [|o(x”) — 2O < (1 —x)r,
risultano valide le sequenti affermazioni:
V) 2@ = &(zY) € Lo, peri=12,...;

2') ® possiede in Lo , un solo punto fisso &;
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3') gli iterati convergono a & secondo la relazione sequente

i K
l= —&ll < g = =], (7.21)

Dimostrazione.  La 1') pud essere verificata per induzione. Poiché ) ¢
I, perla 2), resta da dimostrare che se IO O L0, anche x+D)
[m(o>77,.

Effettivamente in tale ipotesi £+ € I ), in quanto, essendo

20 — 2] = &) — &) < sz - 247
< Wiz — 20, (722

per la disuguaglianza triangolare e per la 2),

2649 — 20 < 240 20 + 2 2] + ..+ = — 20|
< (K 4+ Dl 20 < (1 =T <

Per verificare la 2') dimostriamo dapprima che la successione {x®}°, ¢ di
Cauchy. Dalla disuguaglianza (7.22) e dall’ipotesi 2) segue che, per h =i + j,

R I e
< (k7D 4 ROHI=2) ,{z‘)”m(l) — m(O)H

1 d i
< W T g0 — 0 <
1—k

- HH:I:(l) — 2O < x'r. (7.23)

Pertanto, poiché {x'r}2, & strettamente decrescente a zero, la successione
{z®@}2, & di Cauchy. Inoltre, poiché in R" le successioni di Cauchy sono
convergenti, esiste un vettore £ € R" al quale converge {x("}2°, ed inoltre,
essendo & un punto di accumulazione per [, ,., esso appartiene alla chiusura
di Iy, (§ € Iyo,). Infine £ & un punto fisso per la funzione di interazione,
essendo, per ogni € € RT ed ¢ sufficientemente elevato,

le(&) — &l < o) — 2(&)[| + | 2(=") —¢]
< k)€ =20 + [l —¢f| < <.
per il fatto che () — &.

L’unicita del punto fisso segue immediatamente dall’osservazione che se &’
fosse un altro punto fisso di avrebbe

1€ =&l = 12(6) = (I < wllE = £
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e pertanto, dato che xk € [0,1), deve essere & = £'. Infine per la stima (7.21)
dell’errore basta osservare che, in base alla (7.23)

lim [|lz® — 20 = [l¢ - 20| < —— 2 — 2.
h—o0 11—k
(I

Il teorema 7.20 ¢ molto utile, in quanto: esso prescinde dalla conoscenza
di un intervallo contenente il punto fisso ¢ e fornisce una maggiorazione della
distanza tra punto fisso e I'i—esimo iterato, computazionalmente utilizzabile
come criterio di interruzione dei calcoli.

Analogie e differenze con il caso lineare. Nel caso lineare ®(x) =
Mz — ¢, per cui la matrice Jacobiana ®'(x) = M coincide con la matrice
stessa del sistema. Di conseguenza la condizione p(®'(x*)) = p(M) < 1 del
teorema di Ostrowski fornisce la nota condizione sufficiente sulla convergenza
di un sistema lineare. Tuttavia, mentre nei sistemi lineari la convergenza
¢ globale, ossia ¢ indipendente dal punto iniziale, nei sistemi non lineari ¢
soltanto locale, ossia la convergenza & assicurata soltanto se (©) & abbastanza
vicino a «*. Da notare inoltre che, mentre nei sistemi lineari la condizione
p(®(x*)) = p(M) < 1 & necessaria per la convergenza, questa condizione non
€ necessaria per i sistemi non lineari. Il risultato non deve meravigliare dato
che p(M) < 1 (nei sistemi lineari) ¢ un vincolo necessario per la convergenza
globale non per la semplice convergenza locale e, nei sistemi non lineari, la
convergenza di cui si parla ¢ semplicemente locale.

Supponiamo ora che la funzione di iterazione sia del tipo

d(x) =z — [C(x)] ' F(x), (7.24)

dove C(x) ¢ una matrice nonsingolare in x*. Sotto tali ipotesi, essendo
F(z*) =0,
P'(z*) =1 [C(z")] ' F'(z*). (7.25)

Nel metodo di Newton C(x) = F'(x), ossia la funzione di iterazione &
d(x) =x — [F'(z)] ' F(x).

Di conseguenza, nell’ipotesi che nel punto fisso * la matrice Jacobiana F'(x)
sia nonsingolare, la (7.25) implica che ®'(z*) ¢ identicamente nulla, ossia che
p(®'(x*)) = 0. Sotto tale ipotesi il punto fisso * ¢ evidentemente un punto
di attrazione per gli iterati £*+Y) = £®) — F'(x®)"1F(z®)) k£ =0,1,....

Metodo di Newton-Jacobi. Supponiamo ora di decomporre F'(x) nel
modo seguente:
F'(z) = D(x) - [L(x) + U(z)]
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dove D(zx) ¢ la diagonale di F'(x), L(x) e U(x) rispettivamente i triangoli
strettamente inferiore e superiore di F'(zx). Il metodo di Newton-Jacobi &
caratterizzato da una funzione di iterazione di tipo (7.24) con

C(z) = D(z) = ®(z) =z — [D(x)] "' F(z)

naturalmente nell’ipotesi che tutti gli elementi diagonali di D(x) siano stret-
tamente non nulli.

Osserviamo ora che, nel caso lineare, dove F(x) = Ax — b, il metodo
di Newton-Jacobi coincide con il metodo di Jacobi. In questo caso, infatti,

essendo F'(x) = D — (L +U),

d(x) D YAz —b) =z - D '{[D— (L +U)]z — b}

= €Ir —
=D ' (L+U)x+b=Hzx +c,
essendo

H=D'YL+U), ¢c=D"b.

Supponiamo ora che la F' sia differenziabile in tutto un intorno di «* nel quale
F(x*) = 0 e che la matrice Jacobiana F' sia continua in *. Se D(x*) &
nonsingolare e inoltre il raggio spettrale

p{[D(z")] ' [L(z") + U(=")]} <1, (7.26)

la funzione di iterazione ®(x) =  — [D(x)] "' F(x) soddisfa, in z*, il teorema
di Ostrowski e di conseguenza x* & di attrazione per gli iterati z*) = @ (z*~V).
Per la dimostrazione & sufficiente osservare che per la (7.25),

®'(z*) =1 - [D(z")] {D(z") - [L(z") + U(z")]}
[D(z")] " [L(z") + U(x")].

La verifica della (7.26) naturalmente non puo essere diretta, dato che non
conosciamo x*. La condizione ¢ tuttavia verificata se si trova un intorno I«
di «*, per ogni punto x del quale risulti

p{D™ (z)[L(z) + U(z)]} < 1.
Osservazione. Nel caso tale condizione sia verificata per ogni & € R"”, la

funzione di iterazione risulta globalmente contrattiva, con la conseguenza che
la convergenza ¢ globale, ossia gli iterati convergono a x*, qualunque sia x(®.
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Esempio 7.21 Applicare il metodo di Newton-Jacobi alla risoluzione del si-
stema ottenuto mediante la discretizzazione, con il metodo delle differenze
centrali, del problema

y'=9(y(@), a<z<b yla)=a, yb) =7

nell’ipotesi che la g sia differenziabile con continuita su [a, b] e che soddisfi la
condizione ¢'(t) > 0, t € R.
Discretizzando con la usuale notazione si genera il sistema

F(y) =0, con fi(y) = —yir1 +2yi — yi1 + hg(y;) = 0, (7.27)

conit=1,....,n,Yp = e yYpr1 = 0.
Da essa segue immediatamente che la matrice Jacobiana F'(y) = A +
G'(y), essendo

.1
1 2
G'(y) = h*diag(g' (11). ' (¥2), - - -, ' (yn)).

La condizione di nonnegativita della g implica che
(Fl)i,i(y> =2+ hQQ(yi) > |Ll(y) + Ul(y)’ =2, 1=1,...,n,

1D~ () (L(y) + U)o < 1,

e pertanto anche
D~ (y)(L(y) +U(y))} <1,

qualunque sia y € R™. Questo implica che la soluzione del sistema ¢ un punto
di attrazione globale per gli iterati del metodo di Newton-Jacobi.

Metodo di Newton-Gauss-Seidel. In questo caso la funzione di itera-
zione e

®(z) =z — [D(x) — L(z)] "' F(=)

dove D(x) e L(x) hanno il significato precedentemente specificato. Pro-
cedendo come nel caso di Newton-Jacobi, e facile dimostrare che, nel caso
D(x*) — L(x*) sia nonsingolare, il punto fisso «* ¢ di attrazione per gli iterati
del metodo di Newton-Gauss-Seidel se

p{[D(z") — L(z")] "U(z")} < L. (7.28)

208



Per quanto concerne la verifica della diseguaglianza (7.28), valgono lo stesso
tipo di considerazioni fatte per il metodo di Newton-Jacobi.

Per approfondimenti sulla convergenza locale e globale del metodo di New-
ton si rinvia al Cap. 5 del libro di Stoer e Burlish [28] e ai libri di Ortega [20],
di Ortega e Rheinboldt [21] e di Kelley [16].
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Capitolo 8

METODO AGLI ELEMENTI
FINITI

8.1 Introduzione

Il metodo agli elementi finiti (Finite Element Method, FEM) &, attualmente,
la tecnica numerica piu utilizzata nella risoluzione delle PDEs con assegnate
condizioni al bordo (Boundary Value Problems, BVPs). Questo non esclude,
naturalmente, 'esistenza di settori specifici nei quali altri metodi siano piu uti-
lizzati. Nel caso di domini regolari, ad esempio, i metodi tuttora piu utilizzati
sono quelli alle differenze finite. L’'utilizzo degli elementi finiti ¢ essenziale nel
caso di domini complessi (telaio di un’automobile, motore di un aereo, ecc.).

Nel settore esistono molti libri eccelenti, come i libri di Brennes e Scott
2], Strang e Fix [30], Ciarlet [5] e Raviart e Thomas [23]. Essi tuttavia non
riservano abbastanza spazio ai dettagli pratici sugli algoritmi e sulla program-
mazione. Per questo motivo, consideriamo piu adatti alle esigenze didattiche
degli studenti di Ingegneria quelli di Gockenbach [9] e di Quarteroni [22].

Dal punto di vista teorico un BVP lineare puo essere rappresentato nella
forma

Af =g (8.1)

dove A : X — Y e un operatore lineare da uno spazio di Hilbert X ad un
altro spazio di Hilbert Y. Nelle applicazioni, spesso, gli spazi X e Y sono
coincidenti.

Nei BVPs, A e identificato da un operatore a derivate parziali lineare e
dalle condizioni assegnate al bordo. Nei problemi di tipo ellittico, I'operatore
differenziale in n variabili e del tipo

N "9 0 n
i--y L (aiJ-(:c)a—%) fa(x), wEQCRY,  (82)

ij=1
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con X e Y opportuni spazi di Hilbert.

Nel caso particolare X =Y, generalmente verificato nelle applicazioni, con-
dizione necessaria e sufficiente perche 'equazione funzionale (8.1) sia univoca-
mente risolubile in X, qualunque sia g € X, e che esista limitato I'operatore
inverso A7t : X — X.

Allo scopo di dare condizioni sufficienti per stabilire tale proprieta, nel caso
degli operatori ellittici, si fa riferimento al funzionale bilineare

a(u,v) = — Zn: /Q(%Z (a”(m)g—;) v(x) de +/Qa0(m)u(m)v(w) dr (8.3)

ij=1
con u e v appartenenti ad X. Vale infatti il seguente importante

Lemma 8.1 (Lax-Milgram) Condizione sufficiente perché ’operatore (dif-
ferenziale) lineare A : X — X abbia inverso limitato é che esso sia coercivo,
ossia che esiste una costante ¢ > 0 tale che

a(v,v) > c||v]|?,  qualunque sia v € X, (8.4)
dove il simbolo || - || indica la norma nello spazio di Hilbert X.

Nel caso dei modelli differenziali di tipo ellittico, parabolico e iperbolico
considerati in questo libro, la condizione di coercivita, introdotta nel Lemma
di Lax-Milgram, ¢ equivalente a quella di ellitticita introdotta nella Sezione
1.2 del libro.

Il primo passo nella risoluzione di un BVP consiste nell’associare al proble-
ma iniziale una formulazione variazionale

a(u,v) = L(v), per ogniv € X, (8.5)

dove a(u, v) ¢ il funzionale bilineare (8.3) e L(v) € un operatore lineare limitato.
Nell’ipotesi di coercivita dell’operatore A, il Lemma di Lax-Milgram implica
che I'equazione (8.5) possiede una e una sola soluzione u € X.

Allo spazio infinito dimensionale X viene associata una successione di spazi
finito dimensionali {X,,}°°; soddisfacenti la seguente proprieta:

X, CXp con | JX, =X,
n=1

dove il soprassegno indica la chiusura dell'unione degli spazi introdotti.
Al problema infinito dimensionale (8.5) viene quindi associato un problema
finito dimensionale

a(u,,v) = L(v) per ogni v € X,,. (8.6)
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dist(u,X p)

Figura 8.1: Distanza dist(u, X,,) = min,, ex, ||[u — u,|| tra la soluzione u in X
e la soluzione u,, nello spazio finito dimensionale X,,.

Il Lemma di Lax-Milgram garantisce che, sotto le ipotesi di coercivita, anche
il problema finito dimensionale (8.6) possiede esattamente una soluzione in X,
[Fig. 8.1]. Al tendere di n — oo la ||u — u,|| — 0, come stabilito dal seguente
importante

Lemma 8.2 (di Céa) [5] Sotto le ipotesi di coercivita dell’operatore differen-
ziale e di approssimazione della successione { X, }22 ,, vale la sequente disequa-
glianza

|lu — uy,|| < e dist(u, X,,), (8.7)

essendo ¢ una costante indipendente da n.

Il risultato ¢ molto importante in quanto consente di utilizzare, in tale
ambiente, i numerosi risultati della teoria dell’approssimazione sulla stima della
distanza tra una funzione in uno spazio di Hilbert X e la sua approssimazione
ottimale in molteplici sottospazi finito dimensionali X,,.

8.2 Formulazione variazionale

8.2a Formulazione variazionale di una ODE con valori
agli estremi assegnati

Consideriamo il seguente problema differenziale (con condizioni di omogeneita
agli estremi):

dx dx
y(a) =a, y(b) =45,

d (p(x)@) v a(z)y = f(z), «€ab] CR, 5.8)
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dove p(x) > 0 in (a,b), essendo p € C'a,b], con q,f € C°a,b], avendo
indicato con C°[a,b] lo spazio delle funzioni continue in [a,b] e con C*[a,b],
k=1,2,..., lo spazio delle funzioni continue in [a, b] assieme alle sue derivate
fino all’ordine k. Nel caso o = 8 = 0, si dice che il problema (8.8a) soddisfa
condizioni di omogeneita agli estremi. Diversamente si dice che le condizioni
agli estremi sono di inomogeneita. Per ragioni di semplicita, nell’associare
al problema (8.8a) la sua formulazione variazionale, si ipotizzano condizioni
di omogeneita agli estremi. Tale ipotesi non e limitativa in quanto, con una
semplice trasformazione lineare, € sempre possibile ricondursi a tale situazione.
Posto infatti y = 2 + ¢ con p(z) = a + F=2(8 — a), dove ¢ ¢ I'interpolante
lineare tra (a, ) e (b, B), 'equazione (8.8a) si trasforma nella seguente:

I\

i (40 )+ ale)e = (o). el R
z(a) = z(b) =0,

(8.8b)

dove g(z) & la funzione g(z) = f(z)+-L [p(z)p(z)]—q(z)p(z), continua in [a, b].

Per questo motivo nel seguito supporremo, per semplicita, che nel problemi
(8.8a) le condizioni agli estremi siano di tipo omogeneo. L’esistenza puntuale
della (8.8a) presuppone che p € C'[a,b] e che ¢, f € C°[a,b]. Questo implica
che la sua soluzione puntuale

y € Cila,b] = {y;y,9,y" € C°a, b], con y(a) =y(b) =0} .

Per generarla introduciamo, come spazio delle “funzioni test”, lo spazio
CZ[a, b]. Indicata con v la generica funzione test, moltiplicando primo e secondo
membro delle (8.8) per v e integrando su [a, b] otteniamo ’equazione

[ A () ewrar+ [ awntenae= [ s

Da essa, integrando per parti il primo termine e tenendo presente che (per ipo-
tesi) v(a) = v(b) = 0, otteniamo che, per ogni funzione test v, vale I'equazione

[ @@ [ @@= @ a. 6

La (8.9) viene definita formulazione variazionale delle (8.8). E importante
osservare che le due formulazioni sono equivalenti, nel senso che: (a) ogni
soluzione y della (8.8) soddisfa la (8.9), qualunque sia v € C¢[a,b]; (b) ogni
funzione y che soddisfa la (8.9), qualunque sia v € C¢la, b], soddisfa la (8.8).
Essendo la (a) ovvia, ci limitiamo a dimostrare la (b). Procedendo per assurdo
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supponiamo che, pur essendo la (8.9) soddisfatta (qualunque sia v € C2a, b])
esista un punto xy € (a,b) nel quale risulti

d dy
- — x)— | +q(z)y(z) — f(z) > 0. 8.10
& (M) + oo - ) (8.10)
Sotto tale ipotesi, per continuita esiste un intorno I, 5 di centro x, e raggio
J, in ogni punto del quale la (8.10) risulta soddisfatta. Questo implica che
possiamo costruire una vy € C2[a, b], positiva in I, s e nulla altrove. Ma allora

n= /[ 2 (b)) + tute) — 1) ) >,

contro l'ipotesi che

b
/ [p(2)y (2)v'(x) + q(x)y(z)v(z) — f(z)v(z)] =0,

qualunque sia v € C¢[a, b].

Per estendere tale tipo di formulazione ai modelli differenziali alle derivate
parziali (BVPs per PDEs) & necessario premettere alcuni risultati di calcolo
vettoriale differenziale.

8.2b Richiami di calcolo vettoriale-differenziale

Gradiente di una funzione. Indicata con u(x) = u(zy,29,...,2,) una
funzione definita in un dominio €2 e ivi differenziabile, per gradiente della u in
2, in simboli, Vu = grad u (nabla wu, gradiente di u), si intende il vettore

T
Vu:(au Ou ﬂ) )

Oxy Oxy” 7 Ox,,

Esempio 8.3 Il gradiente della funzione u(xy, ro, x3) = 3 + 23 + cos(x17213)

¢ il vettore
2x1 — xoxg sin(zro13)

Vu = | 2zy — z1x3sin(zz973)
—z1 Ty sin(zyxexs)

Derivata direzionale-gradiente. Supponiamo che u(xi,zs,...,z,) €
le sue derivate parziali siano continue in una sfera con centro x® e che
Vu(z®) # 0. Per derivata direzionale della v in #© = (z{”, 2. 2,
lungo la direzione d = (dy,ds, . .., d,)T, si intende il prodotto vettoriale

Oqu(z?) - d = Mdl +...F Mdn,
3x1 6mn
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dove, come mostra la definizione e come usuale, il punto indica il prodotto
interno (prodotto scalare) tra i vettori Vu(x(®) e d. Dalle quale, ricordando
che (per definizione di prodotto tra vettori)

Oqu(x®) - d = HVU(:B(O))H |d|| cosb,
dove 6 & 'angolo tra i vettori Vu(x®) e d, seguono le seguenti osservazioni:

a) la direzione di massima crescita, ossia la direzione d, di lunghezza unita-
ria, lungo la quale, a partire da «(® la funzione u cresce maggiormente
¢ rappresentata dal vettore unitario (versore)

Vu(z®)

d= ——"
[Vu(z©)]

b) Per lo stesso tipo di considerazioni, il versore

Vu(z®)

d=———"
IVu(z@)]

indica la direzione di massima decrescita, ossia la direzione lungo la quale,
a partire da (¥, la u presenta la piu ripida discesa.

Al fine di interpretare geometricamente 1’osservazione b), consideriamo la fa-
miglia delle curve di livello

u(zy, ) = ¢, ceR,

associata ad una funzione differenziabile u in un dominio bidimensionale 2.
Considerato un punto @, la direzione di pin ripida discesa, come indicato
nella Fig. 8.2, rappresenta il versore normale alla tangente di una curva di
livello, in @, rivolto verso l'interno, ossia nel verso delle curve di livello con
¢ decrescenti.

Esempio 8.4 Se u(zy, s, r3) = 2% + 23 + 23, il versore normale di pit ripida
discesa in @ = (1,1,1)T e d = —\/ig(l, 1,1)T. Esso indica infatti che, qualun-
que sia la superficie sferica di equazione x? + z3 + 22 = ¢, ¢ > 0, il versore d,
partendo da z(®), punta verso 'origine, ossia al centro della sfera caratterizzata

da c=0.

Versore normale esterno. Per versore normale esterno (vettore normale
esterno di norma 1) ad una superficie, dotata di piano tangente in un punto

216



Figura 8.2: La figura mostra due curve di livello della funzione u(zy,x2) e il
suo (versore) gradiente.

2 si intende il versore normale al piano tangente, orientato nel verso delle

curve di livello crescenti della u(x). Generalmente indicato con

Vu(z®)

" Vu(z0)|

esso rappresenta, nel punto, la direzione di piu rapida crescita.
Esempio 8.5 Consideriamo la superficie rappresentata dall’equazione

r3 =/} + 13,

in cui x; e x9 sono numeri reali qualsiasi. Il versore normale esterno alla

superficie 3 — \/23 + 23 = 0 in (21, 29, x3), &

T
ne L™ T2 4 :L<ﬂﬁ_1>
V2 \ V22 22 /a2 + 22 V2 \ 3" w3’
Il versore normale alla suddetta superficie conica, in (1,1,+/2) & pertanto

1 ( 11 1)T

n=-—,—\ = —7=- :
V2 \V2' V2

Divergenza di un campo vettoriale. Indicato con

v(x) = (vi(x),v2(x), ..., 00(x)), x=(11,29,...,2,)" €R",

un vettore n-dimensionale differenziabile in un punto & € €2, per divergenza
di v in @, in simboli

(V-v)(x) = (divo)(x) (nabla - v in @, divergenza di v in @),
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si intende la funzione
_ vy (x) N Ovy(x) N Qvn(m).

(V-v)(x) o, s S D

Esempio 8.6 Se v(x) = (2% + 13, 17573, v38in(x1272))7, la divergenza di v in
x & la funzione
(V-v)(x) = 221 + x123 + sin(zq22).

Se, in particolare, v ¢ differenziabile due volte in 2,

0 Ov(x) N 0 Ov(x) N +i81}(w)

(V- Vo)(z) = 0xy 0x; Oxy Oxs 0 Oz, Oz,
_ 0*v(x)  O%u(x) 0*v(x)
T o o T o

che, come noto, indica il Laplaciano della v. In simboli
(V- Vo)(x) = Av(z) = Vu(x).

Nell’esempio 8.4 (u(zy, x2,73) = 22 + 23 + 23)
(V-Vu)(x) = (V- Vu)(x) =6.

Il risultato del calcolo vettoriale pit importante nella trattazione della
forma debole di un problema alle derivate parziali con assegnate condizioni
al contorno (BVPs per PDEs) e rappresentato dal teorema della divergenza.
In un certo senso, esso rappresenta l’analogo multidimensionale del teorema
fondamentale del calcolo integrale.

Anche se i risultati, per semplicita, sono illustrati in due dimensioni, grazie
alla generalita delle notazioni usate, essi si estendono facilmente al caso n-
dimensionale (n = 3,4,...). Se & un dominio di R? con contorno 9 regolare
a tratti ed f & un campo vettoriale definito su Q (chiusura di , Q = QU ),
il teorema della divergenza stabilisce che

/V-fda:: f-ndo, (8.11)
Q 1)

dove m ¢ il versore normale a 02 (di lunghezza unitaria) che ¢ variabile in 0f2.
Il teorema della divergenza, per la sua applicabilita, richiede ovviamente che
il campo vettoriale f sia sufficiemente regolare. Sotto tale ipotesi di regolarita
esso stabilisce una relazione tra una quantita definita in un dominio {2 e un’al-
tra definita sulla frontiera 0€). Esso permette di stabilire, in particolare, che
per un problema del calore, in condizioni di stazionarita, nel dominio €2 vale
I’equazione

— V- (kVu) = f, (8.12)
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dove k indica una costante fisica del dominio e f una sorgente termica.
Indicato infatti con w un subdominio di €2, la quantita di calore che entra
in €2 puo essere descritto sia in termini di una sorgente f, sia in termini del
calore che attraversa la frontiera, rappresentato dal flusso termico —k Vu. In
condizioni di equilibrio termico i due flussi si compensano, ossia risulta che

/ kVu-nda+/fdm:0.
Ow w

Per il teorema della divergenza (applicato al primo integrale), qualunque sia il
subdominio w di €2

/[V-(kVu)+f]dzc:0,

da cui (per Parbitrarieta di w in Q) segue che, in condizioni di stabilita termi-
ca, vale la (8.12). Il teorema della divergenza permette anche di stabilire facil-
mente le “condizioni di compatibilita” per il seguente problema di Neumann:

—V - (kVu)=f in Q,

ou .
ka—h in 0f.

(8.13a)

E intuitivo pensare che per 'esistenza e 'unicita della soluzione del problema
(8.13a), le funzioni f ed h non possono essere del tutto indipendenti tra loro.
E infatti naturale attendersi che esista tra loro un problema di compatibilita.
Tale condizione la si puo ricavare, in modo molto semplice, mediante il teorema
della divergenza.

Basta infatti osservare che, indicata con g—z la derivata normale di u nel

punto (z,y) di 9Q e ricordando che 3* = Vu - n (essendo n il versore normale
della w in (z,y) orientato verso 'esterno), per il teorema della divergenza

/fdm:—/v-(k;Vu)dm:—/ k:%da:—/ hdo.
Q Q a0 On o0

Le condizioni di compatibilita tra le funzioni f ed h sono dunque espresse dalla

condizione
/fdw+/ hdo = 0. (8.13b)
9] a0

Per il seguito & utile osservare che, nel caso f(x,y) = (f 1(8"’9)), il teorema della
divergenza si semplifica nel modo seguente:

/ of dxdy = finy do, (8.14a)
QO oQ
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essendo ny la prima componente del vettore m orientato verso 1’esterno. Per
analogia e evidente che, qualora sia nulla la prima componente del campo
vettoriale f, risulta

0f

0 Oy

essendo fo la seconda componente di f e ny la seconda componente di n.

dxdy = fana do, (8.14b)
o0

Prima identita di Green. La derivazione della formulazione variazionale
(debole) di un BVP richiede I'utilizzo della prima identita di Green, considerato
I’analogo multidimensionale della regola di integrazione per parti. Dalla regola
di derivazione di un prodotto sappiamo che

(8.15a)

come anche

da cui segue la regola

b
d
/u—vd:v— uv /—vdx
dx

La prima identita di Green segue dall’applicazione del teorema della divergenza
alla seguente regola di prodotto multidimensionale

V- (vVu) = Vv - Vu+vAu, (8.15Db)

dove Au =V - Vu ¢ il cosiddetto Laplaciano di u. (La sua derivazione segue
dalla applicazione della regola del prodotto al primo membro, esplicitamente
espressa rispetto alle sue coordinate). Integrando in §2 ambedue i membri della
(8.15Db), otteniamo

/V-(vVu)d:pdy:/Vu-Vvdxdy+/vAud:vdy.
Q Q

Q

Da cui, applicando il teorema della divergenza, segue che

/ v(Vu-n)do = / Vu - Vvdrdy + / v Audzdy.
o0 Q Q

Da essa, ricordando che Vu - n = %, segue la prima identita di Green

/ v Audxdy = / v — da - / Vu - Vudzdy. (8.16a)
Q 0
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Una forma alternativa alla (8.16a), molto utile nello studio dei BVPs, ¢ la
seguente:

—/vV~(kVu) dxdy:/kaVvda;dy—/ kv%da. (8.16b)
Q Q o0 On
Forma ottenibile dalla seguente applicazione della regola di differenziazione del
prodotto:

V- (wkVu))=kVu-Vo+ovV - (kVu)
e del teorema della divergenza. Il teorema della divergenza implica infatti che

/QV~(v(kVu))dxdy:/Bka(V-n)da:/ kv%do

://{;Vu-Vvdxdy+/UV'(kVu)dxdy,
Q Q

da cui

on

La prima identita di Green e il teorema della divergenza (piu che per 'ef-
fettivo calcolo di specifici integrali) sono molto importanti per ricavare altre
formule di pratica utilita.

Vediamo ora alcune forme particolari del teorema della divergenza e della
prima identita di Green, molto utilizzate nel campo degli elementi finiti. Dalla
(8.10), ponendo f = ('¢) e f = (%) e indicati con n; e ny la prima e la
seconda componente di n, possiamo ricavare le seguenti utili formule:

/ — dxdy +/ d:cdy = / uvny dxdy,
Q

/u— dxdy—l—/va—dxdy:/uvm dxdy.
y o 0y Q

Altra formula molto utilizzata e facilmente ricavabile dalla regola di derivazione
di un prodotto e dal teorema della divergenza, e la seguente:

/vV-(kVu)da:dy:/ vkg—uda—/kVu-Vvdmdy. (8.18)
Q Q

o0 n

—/(V-szu)dxdy:—/ kv@da—i-/kVu-Vvdmdy.
0 0

(8.17)

8.2c¢c Forma variazionale di tipici BVPs

1. Come primo esempio consideriamo il classico problema di Dirichlet con
condizioni di omogeneita sul bordo:

{_v (kVu) = f in Q, (8.19)
ulpn =0,
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dove k(x,y) > 01in Q e u|y, = 0, ossia u(x,y) = 0 in ogni punto della frontiera
di Q.

Se la f ¢ continua e u ¢ una soluzione (in senso classico) della (8.19), la
u e le sue derivate parziali prime e seconde sono ovunque continue in €2, con
u(z,y) = 0 in ogni punto di J€2. Possiamo dunque affermare che u appartiene
allo spazio

C2(Q) = {v e C*(Q) : v =0 su 90},

avendo indicato con €2 la chiusura di Q e con C%(Q2) lo spazio delle funzioni
continue, assieme alle sue derivate parziali prime e seconde, su ). Se u ¢
soluzione della (8.19), ¢ evidente che, qualunque sia v € CZ(12),

/ V- (k V) + flode = 0. (8.20)
o0

Equazione che, in conseguenza della (8.18) e dell’ipotesi che v sia nulla su 052,
puo essere scritta nella seguente forma variazionale:

/ kVu-Vudrdy = / fvdxdy, qualunque sia v € C3(9). (8.21)
Q Q

E importante osservare che vale anche l'inverso, nel senso che se la (8.21) ¢
verificata qualunque sia v € C2(€Q), ¢ verificato anche il problema di Dirichlet
(8.19). Per dimostrarlo basta osservare che se esiste un punto (zg,yo) € €2 nel
quale risulta

/ (V- (kVu)+ f)dzdy > 0, (8.22)

per continuita esiste un intorno I, ,,) C €2 in ogni punto del quale la (8.22)
risulta soddisfatta.

Ma allora ¢ possibile costruire una funzione v € C2(2), positiva in ogni
punto interno di (4, 4, e nulla altrove in Q, per la quale risulta

/ V- (k V) + f]odedy > 0,
Q

contro l'ipotesi che tale integrale sia nullo, qualunque sia v € C3(€2). Lo stesso
tipo di considerazioni vale (naturalmente) nel caso che esiste un punto di 2

nel quale sia
V- (kVu)+ f <O0.

Si puo pertanto affermare che se una funzione u verifica la (8.20), qualunque
sia v € CZ(Q), la u & anche soluzione del problema di Dirichlet (8.19). Risul-
tato pertanto dimostrato che risolvere il BVP (8.19) equivale a determinare la
funzione u € C2(€) che soddisfa la (8.21), qualunque sia v € CZ(£2).
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2. Come secondo esempio consideriamo il classico problema di Neumann,
con condizioni di omogeneita al bordo:

=V (kVu) = f, (2,y) €9,
ou (8.23)
k— =0, suodf.
on
La continuita della f in €2 implica che, come nel precedente problema di Diri-
chlet, u ¢ continua in €2 assieme alle sue derivate parziali prime e seconde. La
differenza, rispetto al caso precedente, dipende unicamente dalle diverse con-
dizioni al bordo. In questo caso supponiamo che I'insieme delle funzioni test
sia C%(Q). La (8.23) implica che, qualunque sia la funzione test v € C%*(Q),

—/V-(kVu)vda:dy:/fvda:dy,
Q Q

da cui, applicando la prima identita di Green, segue che (per ogni v € C?(Q))

—/ vk%da+/ k:Vu-Vvdaz/fvd:pdy, per ogniv € C*(Q). (8.24)
oo On 09 Q

Da quest’ultima relazione, essendo k g—z = 0 su 012, segue infine che
/ kVu-Voudedy = / fvdxdy, per ogni v e C*(Q). (8.25)
Q Q

La condizione di omogeneita sulla derivata normale prevista dal problema di
Neumann non richiede alcun vincolo della funzione test, a differenza di quanto
richiesto dal problema di Dirichlet.

La (8.25) rappresenta la formulazione variazionale del problema (8.23).
Mentre ¢ evidente che la (8.23) implica (8.24) e conseguentemente la (8.25),
I'inverso non lo e. Non e evidente, in particolare, per quale motivo la u deve
soddisfare la condizione al bordo k g—:‘t = 0. Per dimostrarlo, osserviamo che
I'applicazione della prima identita di Green alla (8.25) implica che

—/V-(kVu)vd:vdy—l—/ k‘@vda = / fvdxdy, qualunque sia v € C*(Q).
Q oo On Q

Da tale relazione, essendo —V - (k Vu) = f, segue ovviamente che

0 _
/ (k _u) vdrdy =0, per ogni v € C*(0Q). (8.26)
Q on
Di conseguenza, dall’arbitrarieta di v in C?(Q) segue che
ou
k— =0.
on
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Per questo motivo la (8.25) viene considerata equivalente alla (8.23).

3. Come terzo esempio consideriamo il seguente problema con condizioni
alla frontiera di tipo misto (problema misto):

V- (kVu)=f, (z,y) €,

u=0 suly, (8.27)
ou
k— =0 suly,
on 2
dove I'1UT'y = 99, con I'iNI'y = (). Come nel caso Dirichlet la condizione u = 0
su I'y e considerata essenziale, nel senso che deve essere presente anche nello
spazio delle funzioni test. La condizione k g—z = 0 su I'; ¢ invece considerata
di tipo naturale, nel senso che contribuisce all’annullarsi dell’integrale su 02,
senza implicare alcun vincolo sulle funzioni test. Lo spazio delle funzioni test
e infatti
CHY) ={veC?(Q):v=0sul}.

Moltiplicando primo e secondo membro dell’equazione per v e integrando in €2
otteniamo l’equazione
— / V- (kVu)vdrdy = / fvdzdy, qualunque sia v € CF(€).
Q Q

Utilizzando quindi la prima identita di Green otteniamo 1’equazione

/k‘Vu-Vvdmdy—/ kv@daz/fvdxdy, per ogni v € CZ(Q).
Q oo On Q

Tenendo conto delle due condizioni al bordo, possiamo scrivere che

ou ou ou
kv —do = kv —d kv—d
/8Q vana /1“1 U@n U+/1~208n o,

da cui segue che I'integrale al bordo e nullo, dato che il primo integrale ¢ nullo
perche v = 0 su I'; e il secondo lo € in quanto k g—z = 0 su I's. Di conseguenza
possiamo affermare che

/ kVu-Vvdrdy = / fvdxdy, qualunque sia v € C(Q). (8.28)
Q Q

La (8.28) rappresenta la formulazione variazionale della (8.27).

Con un procedimento analogo ai due usati in precedenza, si puo dimostrare
che le due formulazioni sono equivalenti nel senso che la (8.27) implica la (8.28)
e viceversa la validita della (8.28), qualunque sia v € CZ(£2), implica la validita
della (8.27).
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8.2d Differenza fondamentale tra la formulazione clas-
sica e quella variazionale

Problema (8.8). La formulazione classica, nell'ipotesi che la f sia continua
in [a, b], richiede che la soluzione y sia due volte derivabile con continuita in
la,b] (y € C?*[a,b]). La sua formulazione variazionale (8.9) richiede invece la
semplice derivabilita della y. Da notare anche che, mentre la (8.8) richiede la
continuita della f, la (8.9) richiede semplicemente la sua integrabilita in [a, b].
Questo suggerisce di ampliare notevolmente lo spazio nel quale ricercare la
soluzione del problema differenziale con valori agli estremi assegnati. Vedremo
che tale spazio ¢ lo spazio di Sobolev H}|a, b], definito nel seguito.

Problema (8.19). Il problema (8.19), nella sua formulazione classica, ri-
chiede che la f sia continua in Q = QU e che la u sia due volte differenziabile
con continuitd in . La sua formulazione variazionale (8.21) richiede, invece,
la semplice differenziabilita della u in € e la semplice integrabilita in €2 della
f. L’interesse a risolvere il problema (8.19) nella sua formulazione variazionale
deriva dalla possibilita che questa offre di ricercare la soluzione in spazi molto
pill ampi rispetto a C’S (). Considerazioni del tutto analoghe valgono per i
BVPs (8.23) e (8.27). E questa la ragione che ha portato allintroduzione degli
spazi di Sobolev, che sono gli spazi nei quali si cerca la soluzione variaziona-
le degli assgnati BVPs. Le loro soluzioni, per contrasto con quelle classiche,
definite forti, sono definite deboli.

8.2e Spazi di Sobolev

Per la loro introduzione € necessario premettere alcune definizioni. In primo
luogo occorre precisare che per supporto di una funzione u(zx,y) intendiamo la
chiusura dell’insieme dei punti di R? nei quali la v ¢ non nulla. In simboli

supp(u) = {(2,y) € R? - u(z,y) # 0}.

Se u ¢ definita su € e il supp(u) ¢ un compatto (insieme chiuso e limitato),
per brevita diciamo che u € a supporto compatto su 2. Da notare che una
funzione continua a supporto compatto su €2 e zero sulla frontiera di €2 e nelle
sue immediate vicinanze. Lo spazio C§° (Q2), al quale spesso si ricorre nei metodi
agli elementi finiti, ¢ lo spazio delle funzioni indefinitamente differenziabili in

(), aventi supporto compatto in €2.

Esempio 8.7 (di una funzione in C5°(2)) Indicati con = e xy due punti
di 2 C R", sia r > 0 un numero tale che la sfera di R"” con centro x e raggio
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r sia interna ad (2. In tale ipotesi la funzione

6—1/(7"2—||93—m0H2)7 per Hw — a}OH < T,
v(x) = -
0, altrove in €2,
dove il simbolo || - || indica la norma Euclidea in R™, appartiene allo spa-

zio C°(€2). Per rendersene conto basta osservare che v ¢ indefinitivamente
differenziabile e che 1/(r? — || — xo||*) — +o0 per || — xo| — 7.

Derivazione in senso debole (nel senso delle distribuzioni) Per sem-
plicita, iniziamo con la derivazione distribuzionale (in senso debole) di una
funzione definita in un intervallo [a, b]. A tal fine indichiamo con C§°[a, b] I'in-
sieme delle funzioni indefinitamente derivabili (in senso ordinario) in (a,b) e
nulle in a e b. Questo implica che, per continuita, esistono un intorno destro
di @ e uno sinistro di b nei quali tali funzioni sono nulle. In sintesi, C§°|a, b]
e lo spazio delle funzioni indefinitamente derivabili in (a,b), aventi supporto
compatto in [a, b].

Per definire la derivazione, in senso debole (distribuzionale), della y in [a, b,
ricordiamo che se y' € C'[a, b], per la regola di integrazione per parti, per ogni
z sufficientemente regolare in [a, b],

b
d
/—zd:c— lyz]’ — / d—zdm

Nel caso z € C§°|a, b], essendo z(a) = z(b) = 0, risulta pit semplicemente

b
d
/—zdx——/a yd—zdac

Questo equivale ad affermare Che e quella funzione u per cui

b b

d

/ uzdr = —/ yd—z dzx, qualunque sia z € C§°[a, b). (8.29)
a a T

Come e naturale aspettarsi, si puo dimostrare che per ogni funzione y €
Cila,b], esiste una e una sola funzione u che soddisfa la (8.29). Per que-
sto motivo essa, per contrasto con la definizione di derivata ordinaria, viene
definita derivata in senso debole (distribuzionale) della y.

Prima di passare alla introduzione della derivazione parziale in senso debole
consideriamo due esempi.
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Esempio 8.8 Consideriamo la seguente funzione continua in [0, 1], con un
punto angoloso in z = %

Fa) z, 0<z<i,
€T) =
1—x, % <z <l
Tale funzione, anche se non ¢ derivabile (in senso ordinario) in x = %, e

derivabile in senso distribuzionale (debole) e la sua derivata &

1 0<zx<?i
,I': ) — 29
fz) { t<z<l

Per la sua dimostrazione basta osservare che, qualunque sia g € C§°[0, 1],

/ f(x da:—/OQ:Bg’(x)dm—i—

1

=~w@ﬂ§—/2ﬁ)dm+ﬂ—xM(ﬂz+/iﬁ)dx

0

=1f<>M+/ /f

2

1

(1—2)¢'(z)dx

wh

Esempio 8.9 Consideriamo ora la seguente funzione di Heaviside:

La funzione H, anche se discontinua in x = 0, e al quadrato integrabile in
[—1,1], ossia H € L?[—1,1]. Poiché il suo supporto ¢ [0, 1], la funzione w ¢ la
derivata (in senso debole) di H se

1 1 1
/ wudx = —/ Hv' dx = —/ v'dz = v(0), qualunque sia v € C§°[—1,1].
-1 -1 0

Questo implica che w & la restrizione della ¢ di Dirac su [—1, 1] in quanto, per
definizione di ¢ di Dirac,

1
/ d(z)v(z)dr =v(0), qualunque sia v € C5°[—1,1].

1
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Supponendo ora che u € C'(1), integrando per parti, come indicato nella
(8.17), abbiamo che

/@dedy:/ uvn,y da—/u@ dxdy,
Qal' a0 QO 8.T

essendo n, la prima componente della normale n, qualunque sia la funzione
test v sufficientemente regolare. Nel caso v € C§°(2) 'integrale su 92 ¢ nullo
e pertanto

i %v dxdy = —/Qu% dzdy, qualunque sia v € C;°(12).

Questo significa che % e la funzione w per la quale
X

/ wv drdy = — / u@ dxdy, qualunque sia v € C5°(Q). (8.30a)
Q Q (91'

Come c’¢ da aspettarsi si puo dimostrare che ad ogni u € C}(Q), corrisponde
una e una sola funzione w per la quale vale la (8.30a) per ogni v € C§°(2). Per
questo motivo, tale funzione viene definita la derivata parziale in senso debole
(distribuzionale) della u. Utilizzando lo stesso procedimento si definisce la
derivata in senso debole (distribuzionale) g—z che, evidentemente, ¢ la unica

funzione z per la quale

/ zvdxdy = — / u% dxdy, qualunque sia v € C5°(Q). (8.30b)
Q o JY

Esempio 8.10 Indicato con € il quadrato, @ = (0,1) x (0, 1), consideriamo
la funzione

0<z<i 0<y<i
u(a:,y):{xy’ TS USYS S (8.31)

(1-2)y, t<z<l,0<y<l

Tale funzione, ovviamente non derivabile in senso forte, lo & in senso debole.
E facile infatti dimostrare che (in senso debole)

0 D<z<i 0<y<1
au‘(fmy) = w(z,y) = {y’ e e
X

L (8.32)
-y, ;<zx<l, 0<y<l

Per verificarlo osserviamo dapprima che, per ogni funzione test v € C§°(),

1 1
/wvda:dy:/ / w(z,y)v(x,y) dedy
Q 0o Jo

1
1 5 1 1
=/ y/ v(w,y)dwdy—/ y/l v(z,y) drdy.
0 0 0 5
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D’altro canto

/u—dxdy— // xy Y, y) dedy = / /x—dxdy
/ /1—x—dxdy——/ [xu(x,y)]é—/o o(z,y) dz b dy

—/0 y{[u—x) <x,y>g+/jv<x,y>dx}dy=—/Oly{gve

2
1

_/OQU(x,y)dx dy—/oly{—%v(%,y)+/:v(:c,y)dx}dy

2

1 l 1 1
=/ y/Qv(%y) dl’dy—/ yﬁ v(z,y) dxdyz/w(x,y)v(x,y) dxdy.
0 0 0 5 Q

Risulta pertanto verificato che la funzione w definita nella (8.32) ¢ la derivata

94 in senso debole della (8.31).

Osservazione. Nelle forme variazionali considerate le uniche derivate par-
ziali che compaiono sono del primo ordine. Per questo motivo, pur non es-
sendoci difficolta particolari ad estendere la definizione alle derivate parziali
di ordine superiore in senso debole, ci limitiamo a quelle del primo ordine.
Occorre comunque tenere presente che le formulazioni variazionali considerate
richiedono che i prodotti Vu - Vv siano integrabili, ossia che siano integrabili

in 2 i prodotti
ou v Ju Ov

9z 0 Gyay

8.3 Proprieta basilari degli spazi di Sobolev

Gli spazi di Sobolev sono gli spazi di Hilbert nei quali vengono risolte le equa-
zioni differenziali (ordinarie e alle derivate parziali) mediante il metodo degli
elementi finiti. Per la loro introduzione e preliminare osservare che gli inte-
grali utilizzati sono definiti nel senso di Lebesgue, non nel senso di Riemann.
Questi ultimi, essendo piu semplici da definire, vengono introdotti nei corsi
introduttivi di Analisi Matematica. Essi non vengono pero utilizzati negli ele-
menti finiti per varie ragioni. La piu importante ¢ questa: una successione di
funzioni integrabili nel senso di Riemann non sempre converge a una funzio-
ne integrabile nel senso di Riemann. E importante comunque tener presente
che ogni funzione integrabile nel senso di Riemann (in un dominio limitato)
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lo e anche nel senso di Lebesgue e i due integrali coincidono. L’insieme delle
funzioni integrabili nel senso di Lebesgue e piu ampio, rispetto a quello delle
funzioni integrabili nel senso di Riemann, come richiesto nella teoria degli ele-
menti finiti. Per questo motivo, negli elementi finiti, si definiscono misurabili
le funzioni in valore assoluto integrabili nel senso di Lebesgue. Gli integrali
di Lebesgue sono basati sulla misura degli insiemi, nel senso che la misura di
Lebesgue indica ’area di un insieme che puo essere anche parecchio complesso.
Per approfondimenti sulle loro proprieta si rinvia al libro di Royden [25].
Lo spazio di Sobolev piu utilizzato e

L2(Q):{f:Q—>R:/Q]f|2d:c<oo}. (8.33)

dove l'integrale ¢ nel senso di Lebesgue. Dalla (8.33) segue immediatamente
che due funzioni f e g in L?(Q2) per le quali

/If—g|2dw=0
Q

sono da considerarsi uguali, in quanto differiscono tra loro unicamente in un
sottoinsieme di € di misura nulla. Da questo deriva che in L*(Q): (a) una
funzione puo restare indefinita in un insieme di misura nulla; (b) non puo
essere definita unicamente in un insieme di misura nulla. Di conseguenza non
puo essere definita univocamente nella frontiera 0 di un insieme limitato
Q2 C R"™, dato che essa ¢ di misura nulla.

Completezza di L*(Q2). Lo spazio C(Q), ossia lo spazio delle funzioni
continue nella chiusura = QUAN di 2 & denso in L?($2), ma non & completo.
Questo significa che: (a) qualunque funzione di L?(£2) pud essere approssimata,
in norma L?*(f2), con la precisione che si vuole, con una funzione continua in
Q; (b) una successione di funzioni di C'(Q), di Cauchy rispetto alla norma di
L%(Q), non necessariamente converge a una funzione di C(Q). Si dimostra
invece che ogni successione di funzioni di C'(Q) di Cauchy, rispetto alla norma
di L?*(Q2) converge ad una funzione di L?*(€2). Per questo motivo si dice che
L%(Q) & il completamento di C(£2), rispetto alla norma di L2(92). Esso & uno
spazio di Hilbert nel quale il prodotto interno, relativo a una qualsiasi coppia

di funzioni f,g € L*(2), & cosi definito:

< f,9 >r2)= / fgdz.
0

La norma di una qualsiasi f € L?(2) ¢ pertanto

1 fllz2) = /Q|f|2dm.
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Spazi di Sobolev H'(Q) e H} (). Sia u € L*(Q). Indicate con 9 e g—Z le

derivate parziali (in senso debole) della u in €, lo spazio H'(£2) & cosi definito:

H'(Q) = L*(Q): —,— e L*(Q) ;.
@ ={ue e .50 e o]
Esso rappresenta uno spazio di Hilbert rispetto al prodotto interno

Oudv  Oudv
< Uu,v >H1(Q)—/Q<uv—|—%%+a 3 )da:dy—/g(uv—l—Vu-Vv)da:dy,

dove u e v sono due generiche funzioni di H(2) le cui derivate parziali sono
definite in senso debole. Di conseguenza

el ey = / <|u|2 4
Q

Per evidenziare una importante proprieta di H(Q2), ¢ bene far riferimento allo
spazio

2
+

ou

ox

ou
dy

> dxdy = / (Jul® + | Vul)?) dzdy.
Q

'@ ={recm: L5 e cm}.

Tra H'(Q) e C'(Q) esiste lo stesso tipo di relazione esistente tra H(Q) e
C°(Q). Si puo dimostrare infatti che:

C'(Q) & un sottospazio denso di H'(£2). Per questo motivo /()
viene considerato il completamento di C*(Q) rispetto alla norma
di HY(Q).

Con riferimento agli elementi finiti € importante notare che, indicato con
C2(92) linsieme delle funzioni con supporto limitato e ivi indefinitamente
derivabili, lo spazio C§°(€2) & denso in L?(£2), rispetto alla norma di L?(€2).

Altro spazio di Sobolev, fondamentale negli elementi finiti, & lo spazio

Hy(Q) ={ue H(Q): uly,=0}.

Indicato con
Co () ={ueC'(Q): ulyg=0},

si puo dimostrare che C3 () & denso in H (). Lo spazio H}(£2) puo, pertanto,
essere considerato come il completamento di C;(Q) rispetto alla norma di
H'(Q).

Per i BVPs di tipo ellittico considerati, con condizioni di omogeneita al
bordo (u|yq = 0). Hy () & lo spazio di Sobolev di riferimento. Nel caso di
non omogeneita al bordo, lo spazio di riferimento & H* ().
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8.4 Risoluzione di BVPs con il metodo degli
elementi finiti

Iniziamo con la risoluzione della forma variazionale (8.9) del problema (8.8),
nell'ipotesi u(a) = u(b) = 0. In questo caso, essendo il problema omogeneo,
relativamente alle condizioni agli estremi, lo spazio di Sobolev di riferimento e
H}[a,b]. Tl primo passo consiste nel costruire una successione di spazi { X, }°,
di H}la,b], con

X, C Hy, U =
essendo X un sottospazio denso di H}|a,b] per la norma di H}|a, b].
A tale scopo si decompone Uintervallo [a, b] con punti nodah equidistanziati
(per semplice comodita)

b—a

ri=a+ih, 1=0,1,...,n+1, h = .
n+1

Si introduce quindi uno spazio n-dimensionale X,,, tipicamente rappresentato
da n polinomi a tratti opportunamente raccordati (spline polinomiali). Nel
caso piu semplice, che e anche quello piu usato, tale base ¢ formata da n
splines lineari

{H;(z)}iy,

ciascuna delle quali, per soddisfare le condizioni di omgeneita agli estremi,
richieste della loro appartenenza a H{[a,b], ¢ nulla in g = a e z,41 = b. 1
loro tipico andamento e quello rappresentato nella Fig. 8.3. Analiticamente la

a=x, X, X,y X3 Xy X5 Xg X5 Xg Xg X19=b
Figura 8.3: Esempio di spline lineari per n = 9.

i-esima spline H;, i = 1,2,...,n, il cui supporto e l'intervallo [z; 1, z;11], di
ampiezza 2h, e cosi definita

(
0, a<zr< 1T,
s T S <y,

Hi(x)=1{ . I (8.34)
e @ <o < mi,

O, Lit1 S T S b.
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L’approssimazione n-dimensional y,(z) di una funzione y € Hlla,b] ¢ data

dall’interpolante

Yn(z) = Z yn(xj)Hj(x)a (8.35)

J=1

nella quale y,(x;) € il coefficiente di H;(x), dato che H;(z;) = 0;; (1 per j =1
e 0 per j # 1), e yp(a) = yn(b) = 0. Lo spazio delle approssimanti (8.35), al
variare di y € Cla,b], ¢ indicato con S} C Hi[a,b]. Ogni spline H;(x), pur
avendo un punto angoloso in z;, ¢ derivabile in senso debole, e la sua derivata
e:
(0, a S T < Li—1,

1

, Ev Tio1 < T < Ty,
Hi(x) = 1 (8.36)

T T < T < Ty,

\0, Ti1 <X S b.

Sostituendo nella (8.9) la y con la y, e la funzione test v con H;, i = 1,2,...,n,
si ottiene il sistema

n

> ) () H ) dr / () H () ) efoni= | ) () d,

j=1
(8.37)

dove y,; = yn(z;) (1 =1,2,...,n). In tale sistema il vettore

Y = (Unt, Yn2s -+ Yon) "

fornisce i valori nodali dell’approssimante v, della soluzione y. La sua valu-

tazione permette di ottenere, mediante la (8.35), una approssimazione della

soluzione y del problema iniziale (8.8).

Esprimendo il sistema (8.37) nella forma matriciale

Ay, =b,, (8.38)

n
¢ immediato osservare che la matrice A € simmetrica e tridiagonale, dato che
a;=aj; e a;=0 per |i—j>2
essendo [z;_1,z;41] il supporto di H; e [z;_1,2,41] quello di H;. Il motivo per

cui le splines lineari sono molto utilizzate negli elementi finiti ¢ fondamental-
mente dovuto a tali caratteristiche (simmetria e sparsita della matrice). Grazie
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al supporto minimo delle splines lineari considerate, risulta

a; =0 per |i—j]>2,

aii:%{ /+ p(z) dz+ / o) (r—i_1)? dz+ / + q(x)(xiﬂ—x)de],

[/m 1P r) dx + /:_1 q(2)(z — 23)(x — z4_1) dm] 7
[ /ml Vdz+ /x+ 4(2)(x — 2:) (& — i) dw] 7

i

i | s sy e [ i) —o)ds].

3

Aji—1 = Qj—14 = —

1
h?
1
2

Qii+1 = Qi+l = —

con i,j = 1,2,...,n. E immediato osservare che per g(x) = 1 la matrice
A ¢ anche diagonalmente dominante. Il calcolo degli integrali ¢ tecnicamente
possibile solo in casi particolari. Esso ¢ chiaramente immediato nel caso p(z) =
q(z) = 1. Nel caso generale si ricorre a formule di quadratura, scelte in funzione
delle caratteristiche analitiche di p(z) e ¢(x) e, per quanto riguarda b,,, di quelle

di f(z).

Stima dell’errore. Stime dell’errore di approssimazione della soluzio-
ne, con il metodo descritto, si possono facilmente ottenere nell’ipotesi che la
soluzione y sia abbastanza regolare, ossia che

y € H?[a,b] = {y € L*[a,b] : /',y anch’esse in L?a, b]}

essendo 1’ e y” derivate in senso debole. Ipotesi certamente verificate nel caso
che la y sia la soluzione in senso ordinario della (8.8). Tali stime discendono
dal Lemma di Céa e dalle proprieta di approssimazione di una funzione “ab-
bastanza regolare” mediante le splines lineari [1]. Piu precisamente, indicata
con il simbolo | - |g2(,4 la seminorma in H?[a,b], cosi definita

b
a0 = / " (2)|? da,

si dimostra la validita delle seguenti stime dell’errore di approssimazione (della
soluzione y mediante la spline lineare v, ):

|y — yn||L2[a,b] < Ch2|y|H2[a,b}a (8.39a)
1y = Ynll i 0] < ERJY| 2000, (8.39b)
dove ¢ e ¢ sono costanti indipendenti da h = 2=2. Tali stime evidenziano la

n+1
convergenza di y, a y per n — +o0o (h — 07). Aumentare n significa incre-

mentare 'ordine della matrice del sistema e conseguentemente la complessita
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computazionale per la risoluzione del sistema (8.38). In questo caso, fortuna-
tamente, 'incremento della complessita € molto limitato, in quanto la matrice
del sistema e tridiagonale. Esistono infatti metodi appositi che risolvono tali
tipi di sistemi per i quali la complessita e di O(n), ossia la complessita cresce
linearmente con n.

Osservazione. Relativamente alla completezza di importanti spazi di
Hilbert, valgono le seguenti affermazioni:

(1) C(Q) & denso in L*(Q) <= L) & il completamento di C(Q2) nella
norma di L?(Q);

(2) CY(Q) & denso in H'(Q) <= H(Q) ¢ il completamento di C*(Q2) nella
norma di H(Q);

(3) CL(Q) & denso in H(Q) <= HL(Q) & il completamento di C¢(Q) nella
norma di H'().

Altri spazi densi in L?(2) sono C5°(Q) e C5°(Q) N L3(2). Lo spazio C*°(2) N
H'(Q) & denso in H'(Q2) e lo spazio C§°(Q2) & denso in Hj ().

Consideriamo ora la risoluzione del BVP di tipo ellittico (8.19), la cui for-
mulazione variazionale & data dalla (8.21). Per descrivere ’analogo di quanto
visto nel caso di una ODE, e necessario premettere qualche definizione e qual-
che considerazione. La prima operazione consiste nell’associare al dominio
2 un reticolo (mesh) formato da un insieme di triangoli come indicato nella
Fig. 8.4. Come si vede nella Fig. 8.4, due triangoli possono avere in comune

Figura 8.4: Reticolazione di due domini.
un lato, oppure una vertice. E evidente che, indicato con h il diametro dei

triangoli considerati, il reticolo associato €2, deve riempire il pit possibile €2
e, per h — 07, Q, — Q. Per 'applicazione del metodo, i triangoli e i vertici
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debbono essere numerati. Supponendo che la triangolazione abbia generato Ny
triangoli, possiamo indicarli con

T17T27"'7TN

-
I vertici dei triangoli li indichiamo con
‘/1;‘/27'”7‘/]\71;7

dove, indicato con (a;,y;) le coordinate locali del j-esimo vertice, z; = (x;,;),
Jj=1,2,...,N,. I vertici del triangolo 7}, identificati con gli indici z; ;, ;2 €
x; 3, vengono pertanto indicati con

Vni,ly Vni,Q € Vni,3~

E altresi importante identificare una trasformazione ni; = n(i,j) che, a cia-
scuno dei tre vertici del triangolo 7T;, associ il valore che gli corrisponde nella
numerazione globale {n;;}. Nel caso rettangolare 2 = [a, b] X [c, d], introdotte
le coordinate locali

r;=a+ih, 1=0,1,....n+1 e y;=c+jk, 7=0,1,...,m,

la numerazione globale (sulla base dell’ordinamento lessicografico) € ottenuta
(Fig. 8.5) con la regola

ni; =1+ 14+ (n+1)j, i=0,1,....n+1 e j7=0,1,...,n+1.

Altro passo importante e rappresentato dalla identificazione dei nodi liberi
ossia dei nodi (della triangolazione del dominio) nei quali il valore della solu-
zione del problema ¢ incognita. Nel caso del problema ellittico (8.19), essendo
prefissati i valori della soluzione al bordo (u(z,y) = 0 per (z,y) € 992), i nodi
liberi coincidono con i nodi interni. Indicato con N, il numero complessivo
det vertici dei triangoli di €2, indichiamo con n, il numero di vertici inter-
ni che, per quanto osservato, coincide con il numero dei nodi liberi. Per la
risoluzione (con gli elementi finiti) del problema variazionale (8.21), si inizia
con l'associare ad ogni punto nodale libero (vertice interno) z;, una box-spline
¢, che assume il valore 1 in z; e zero in ogni altro punto nodale (sia interno
sia di frontiera) della mesh €2,. Come notato nella Fig. 8.6, la ¢; rappresenta
una piramide a facce piane e base poligonale (esagonale nel caso specifico) che
assume il valore 1 nel punto z;, relativo al vertice della piramide e zero in
tutti gli altrinodi della mesh. La soluzione del problema variazionale (8.21),
relativo alla reticolazione €2, di €2, viene quindi approssimata con la seguente
combinazione lineare delle box-splines {¢,}:

uh(az, y) = Z uh,j¢j<x7y)> (840)
j=1
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21 22 23 24 25

VS Iy T Iy

16" 12 177 I 18 Iy 19 T3 20

11 T 127 Tm 13 I 1 Ty 15

10

Figura 8.5: La figura rappresenta un esempio di mesh. Il dominio scelto ¢ un
quadrato, la mesh e regolare e rappresentata da 32 triangoli e 25 nodi. Dei 25
nodi, 9 sono interni e 16 sono di frontiera.

Figura 8.6: Rappresentazione grafica di ¢;(z,y).

dove, per la cardinalita delle box-splines, u; ; rappresenta il valore della wy,
nel vertice z;, ossia up; = un(2;), 25 = (x,95), j = 1,2,...,n,, essendo n, il
numero dei vertici liberi. Poiche ¢; € H}(£2),), come & immediato osservare,
anche u;, € H}(Qy). Questo implica che wy;, soddisfa le condizioni al bordo,
a prescindere dei valori dei coefficienti {uy;};~,. Assunto, pertanto, Hg ()
come spazio delle funzioni test, assumiamo ¢;(z,y), i = 1,2,...,n,, come i-
esima funzione test. Di conseguenza il calcolo del vettore dei coefficienti {uy, ; }
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della approssimante uy, viene ricondotto alla risoluzione del sistema

/k(w,y)Vuh-Vcbid:cdy: [, y)i(x,y) dedy, — i=1,2,...,n,.
Qpn

Qp,
(8.41)
Sostituendo quindi la rappresentazione di uy, nella (8.41), otteniamo il sistema
determinato

Z uh,j/ k(xay)v¢]v¢l d.’lj‘dy: f($7y)¢z(x7y) dl‘dy7 = 1727"'anv>
j=1 Qp Qpn
(8.42)

dove le derivate parziali di ¢; e di ¢, sono, ovviamente, da intendersi in senso
debole. 11 sistema (8.42), in forma matriciale, ¢ dunque del tipo

Kpu, = fy, (8.43)

dove K, ¢ la cosiddetta stiffness matrix e f;, il load vector. Da quanto detto
e evidente che

(K )i = / k(z,y)V, - Vo, dedy,  i.j=1.2,... n,.
Qpn

fni = flx,y)pi(x,y) dedy, 1=1,2,...,n,.
Qp

La matrice K, & chiaramente sparsa, dato che (K});; # 0 solo nel caso in cui
i supporti delle box-splines ¢; e ¢; abbiano almeno un triangolo in comune.
Il calcolo degli elementi della matrice K e del vettore f, puo essere ef-
fettuato analiticamente solo se k(x,y) e f(x,y) sono molto semplici. Nella
generalita dei casi deve essere effettuato numericamente utilizzando formule di
risoluzione numerica che tengono conto delle particolarita di £ e f in . Il loro
calcolo e, in generale, molto complesso in conseguenza dell’elevato numero di
triangoli che compaiono in €2, ma anche delle loro molteplici configurazioni
rispetto alle coordinate. Questa seconda difficolta, come vedremo nel seguito,
puo essere superata con l'introduzione del cosiddetto triangolo di riferimento.

8.4a Calcolo delle funzioni di base ¢;(z,y)

Per trovare la rappresentazione analitica di ogni elemento della base, occorre
tenere presente che, nella frontiera del dominio €2, gli elementi della base si de-
vono annullare e che in ogni triangolo 7; della mesh (facente parte del supporto
di una funzione di base), il piano che la rappresenta ha valore uno nel comune
vertice e zero nei restanti vertici (Fig. 8.7). Pertanto ¢ sempre possibile trovare
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Figura 8.7: La figura rappresenta un esempio di box-spline lineare in un do-
minio esagonale. Da notare, in particolare, come 'unione dei sei piani aventi
valore uno nel vertice comune, formano una piramide a base esagonale.

I’equazione di ogni generico piano su un generico triangolo, visto che per tre
punti non allineati dello spazio passa uno e un solo piano.
Calcolo di ¢(z,y). Gli estremi del triangolo T} (Fig. 8.5) sono dati dai

punti
x1:0, 1'7:h, CCG:O,
y1 =0, y7 = h, Ye = N,

per cui il piano z(z,y) = a+ bz + cy che la caratterizza soddisfa le condizioni:

z(z1,91) =0, a=0, a:(i,
2(z7,y7) =1, = <a+hb+hc=1 = b:E,
z(xg,ys) = 0, a+he=0, c=0.

Di conseguenza ’equazione del piano cercato ¢ z = Z.
n

Piano con supporto il triangolo T5:

£E1:0, l‘gzh, ZL'7:h,
ylzoa 92207 y7:h7
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z(x1,y1) =0, 2(0,0) =0, a=0, a
2(x9,y2) =0, =14 2(h,0)=0, = <a+hb=0, =b=0
z2(x7,y7) = 1, z(h,h) =1, a+hb+hec=1, c=
Di conseguenza 'equazione del piano cercato ¢ z = 7.
Piano con supporto il triangolo 7j:
To = h, rg = 2h, x7 = h,
y2:07 ?/8:]17 y7:h7
2(xg,y2) =0, z(h,0) =0, a+ hb =0,
z(xs,ys) =0, = ¢ z(2h,h) = 0, = ¢ a+2hb+ hc=0,
z(w7,y7) = 1, z(h,h) = a+hb+he=1,
1 h 0 a 0 1 0
1 2h h||b] =10 0 % % 0
1 1
1 h h 1 - 0 5 1
Di conseguenza ’equazione del piano cercato ¢ z =1 — 7 + ¥.
Piano con supporto il triangolo T7s:
T7 = h, rg = Qh, 13 = 2h,
yr = h, ys = h, Y13 = 2h,
z(x7,y7) = 1, z(h,h) = a-+hb+he=1,
2(zs,ys) =0, = ¢ 2(2h,h) = = < a+2hb+ he =0,
z(r13,113) = 0, z(2h, 2h) a + 2hb + 2hc = 0,
1 h h a 1 a 2 0 -1 1
120 h)(b|l=[0]=(bl=|-5 + 0[]0
1 2h 2h) \c 0 ¢ 0 —+ +/\0
Di conseguenza I'equazione del piano cercato ¢ z =2 — 7.
Piano con supporto il triangolo 77;:
Ty = h, Tr13 = Qh, T19 = h,
yr = h, Y13 = 2h, Y12 = 2h,
2(z7,y7) = 1, z(h,h) =1, a+hb+hc=1,
2(z13,713) =0, = ¢ 2(2h,2h) =0, = ¢ a+2hb+ 2hc =0,
Z(Ilg, y12) 07 Z(h, 2h) = 0, a —+ hb + 2hc = 0,
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1 h h\ [a 1 a 2 -1 0 1
1 2n 20| (b)l=(0)=b])=10 + —3]10
1 h 2n) \c 0 ¢ -+ 0 5 0

Di conseguenza l’equazione del piano cercato ¢ z = 2 — £,

h
Piano con supporto il triangolo T7:
xg =0, r7 = h, T12 = h,
Yo = h7 Yr = h7 Y12 = 2h7
2(xg,ys) = 0, 2(0,h) =0, a+ he=0,
Z(x7>y7):17 = Z(h,h) :1, = a—l—hb—i—hc:l,
z(x12,912) = 0, z(h,2h) =0, a+ hb+ 2hc =0,
1 0 h a 0 a 1 1 -1 0
1 h 2h c 0 c 0 _% % 0

Di conseguenza I'equazione del piano cercato ¢ z = 1+ 7 — #. Pertanto la

4
T: Ty T Ty
Tos 7 Tos 8 T3 9 Taa
3
T Tig To Tos
Tl.\ 4 Tzlz 5 T‘.’? 6 T’Zi
= 2
Ty T Tis
9 T4 3 Te
1
Ts T
Ty Ts T
0

Figura 8.8: La figura rappresenta la mesh nella quale sono stati rappresentati
solo i nodi interni e dove il supporto della funzione base ¢ (x,y) € evidenziato
in blu.
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funzione di base ¢1(z,y) e data da (Fig. 8.8):

N\

%: (CC,Z/> € T17
%, (ac,y) e,
(wy) =14 E Th @y €D (8.44)
2 o (fE,y) S T12,
2_%7 (ﬂf,y) GTH,
(L+5 =& (@y) €T

Calcolo di ¢s(z,y).

Piano con supporto il triangolo Ts. Tale piano ha la stessa inclinazione
del piano avente come supporto il triangolo 7} e assume valore uno in
(2h, h). Pertanto la sua equazione ¢ data da (si veda la (8.44)) z = ¥ — 1.

Piano con supporto il triangolo T,. Tale piano ha la stessa inclinazione
del piano avente come supporto il triangolo 75 e assume valore uno in
(2h, h). Pertanto la sua equazione ¢ data da (si veda la (8.44)) z = yh.

Piano con supporto il triangolo Ts. Tale piano ha la stessa inclinazione
del piano avente come supporto il triangolo T3 e assume valore uno in
(2h,h). Pertanto la sua equazione ¢ data da (si veda la (8.44)) z
2— 244

hTh

Piano con supporto il triangolo Ti4. Tale piano ha la stessa inclinazione
del piano avente come supporto il triangolo 775 e assume valore uno in
(2h, h). Pertanto la sua equazione ¢ data da (si veda la (8.44)) z = 3— 7.

Piano con supporto il triangolo Ti3. Tale piano ha la stessa inclinazione
del piano avente come supporto il triangolo T}; e assume valore uno in
(2h, h) e pertanto (si veda la (8.44)) si ha: z =2 — ¥.

Piano con supporto il triangolo Ti5. Tale piano ha la stessa inclinazio-

ne del piano avente come supporto il triangolo Tj, e pertanto la sua

equazione ¢ data da (si veda la (8.44)) z = ¥ — ¥.

Pertanto la funzione di base ¢9(x,y) € data da:

~

%_17 (ZE,y) €T37
%, (ZE,y) e Ty,
by =4 F T w (o) el (8.45)
3_%7 (way> €T14,
217, (x,y) € Tys,
\%_%7 (ZE,y) € Tho.
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Calcolo delle restanti funzioni base.
mesh in Fig. 8.8 e la linearita delle funzioni base, si trova facilmente che

P3(z,y) =

¢4(£L‘, y) =

¢s(z,y) =

P6(x,y) =

br(z,y) =

(—2+%, (x,y) € T,
2 (z,y) € Tg,
3—3+4, (vy) €Ty,
oo (x,y) € Tig,
214, (x,y) € Tis,

1+ 54, (2,y) € T,

(<, (z,y) € Ty,
-1+, (x,y) € Tho,
—F4 4 (x,y) € Ty,
2 -4, (z,y) € Ty,
3—14, (z,y) € Ty,

(2+5 -1 (z,y) € T,

(—1+%, (x,y) € T,
-1+, (z,y) € T,
1—-5+4, (v,y) € Tis,
3—7, (z,y) € Tae,
3—1, (z,y) € Toy,

1+ 7 =%, (2,y) € T,

(—2 + 7 (z,y) € Tis,
-1+, (z,y) € Ty,
2—7+% (x,y) € Tis,
17 (x,y) € T,
3—4, (z,y) € Tas,

L7 — 7 (z,y) € Tp2,

(2, (z,y) € Thr,
242 (z,y) € Tis,
1=+, (z,y) € Ty,
2— £, (x,y) € Tas,
1L (x,y) € Tor,

B3+5— 1 (z,y) € T,

Sfruttando la simmetria della

(8.46)

(8.47)

(8.48)

(8.49)

(8.50)



(_]-+%7 ($7y> e,1—’197
_2+%7 ('ray) GTQOa
—7 g? ) €T )
Puley) =4 " L (@,3) & Tn (8.51)
3_57 (5573/> Ejﬂ’307
4_%7 (x7y> GTQQJ
\2+%_%7 ([E,y)Gng,
(_2+%7 (‘rhy) €T217
_2—’_%7 (ZE,y) e7"227
1—244" (z,y) € Tos,
¢o(7,y) = hoooh (w,9) € Tos (8.52)
4_E7 (33,9) €T32’
4_%7 (:Cay> E7—1317
\1+%—%, (.T,y)eTgo.

8.4b Calcolo della stiffness matrix e del load vector
Per calcolare la stiffness matrix K occorre fare uso della seguente relazione
Kij = a(¢i, ¢;) = /Qk(ar, y)\Voi(z,y) - Vo;(x,y) drdy. (8.53)

Supponendo che il mezzo sia omogeneo' (k(z,y) = 1), si ha
Ky = a(¢1,¢1) = / Voi(z,y) - Voi(r,y)drdy
Q

= Vo (f, y) -V (‘Ta y) d{L'dy + ngl (l’, y) : ngl (:I"7 y) dxdy

T1 T2

+ / Vi (x,y) - Von(e.y)dedy + | Véi(x.) - Vo (.y) dady
T3

T1o

+ v¢1(l‘7 y) ’ v¢1(1‘7 y) dl’dy + V¢1 (l’, y) ' ngl (l’, y) d{L‘dy,

T1 1 Tl 2

in quanto il supporto della funzione base ¢, (z,y) ¢ T1UToUT3UT0UT 11 UT)s.
Dal momento che Vo, (x,y) = (%, 0)” quando (z,y) € Ty, si ha

INel caso disomogeneo (k(z,y) non costante) il procedimento ¢ del tutto analogo, con la
sola differenza che il calcolo degli elementi K;; potrebbe non essere fattibile per via analitica.
In tal caso viene effettuato con formule di integrazione numerica che tengono conto della
espressione esplicita di k(z,y).
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Analogamente

(x,y) € To = Vi (z,y) = (0

1 h
dody = — — = —
%):>T2h2xy h22 s

2
(x,y) € Ty = Vi (z,y) = ( > / dxdy— —:1.
T3
Per simmetria si vede facilmente che

/ v¢1(x7 y) ) vgbl(x7 y) dl’dy = / V¢1($,y) ’ ngl(x,y) d:L'dy =1, (8548‘)
T1o

T3

T11 T2

ngl(l’, y) ’ V¢1(x7 y) dl’dy - V¢1<$, y) ’ V¢1($, y) dl’dy =1, (8540)

T2 T

e quindi
Kn=2(1+3+3) =4 (8.55)

Per il calcolo dell’entrata Kj, notiamo che i supporti delle funzioni base
o1(z,y) e oz, y) si intersecano nei triangoli T3 e Ta:

supp ¢1(x,y) Nsupp ¢ga(x,y) = T3 U Tha.

Pertanto si ha

Voi(z,y) = (34", _
(z,y) € Ty = { 91(@:y) ( i/n ) — [ ydudy=-1},
ngg(x,y) = (1(/) ) ) T3
v¢1(x7y) = (_%)/h) s _
z,y €Ty = E —dxdy—_l7
(z,y) € Thy {V¢2(;p,y) = (i%) : 12 g
e quindi
Ky = —1. (8.56)

L’elemento K73 = 0 in quanto

supp ¢1(x,y) Nsupp ¢3(z,y) = 0,

mentre gli elementi K4 e K15 possono essere diversi da zero in quanto

supp ¢1(z, y) Nsupp ¢s(z, y) = Tho U Ty,
supp ¢1(x,y) Nsupp ¢3(x,y) = Ty U Tho.
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Tenendo conto delle funzioni base e delle loro relazioni di simmetria, si
trova facilmente che la stiffness matrix € una matrice sparsa avente la seguente
forma

o O O OO

(8.57)
0 -1 0 -1 4 0 0 -1
0 0 -1 0 0 4 -1 0
0O 0 0 -1 0 -1 4 -1
O 0 0 0 0 -1 0 -1 4

Il calcolo del load vector f = ((f,¢1),...,(f, ¢9))T dipende fortemente
dalla forma del termine noto della PDE (8.19). In ogni caso, si procede in
modo del tutto analogo a quanto visto per la stiffness matrix. Per esempio,
per ottenere la prima componente di f, si procede nel seguente modo

o O O O

fi=(f¢1) = /Qf(l'ay)%(xay) dxdy

= | fay)sdedy+ | fla,y)s dedy

7 h T h
+ . f(z,y) (1—%—#%) dxdy + - f(z,y) (1+%—%> dzdy
+ f(z,y) (2 - %) dxdy + f(z,y) (2 - %) dzdy,

T1 1 Tl 2

e facendo uso delle restanti funzioni base ¢;(x,y) si trovano formule analoghe
per il calcolo delle rimanenti entrate del load vector.

Osservazione. Supponiamo ora che I'equazione ellittica nella (8.19) sia la
seguente:
- V- (kVu)+au=f, in Q. (8.58)

La presenza del termine additivo ag non comporta alcuna modifica di tipo
metodologico. In questo caso si ottiene la seguente forma variazionale:

/ kVu-Vuvdrdy + / aouv dxdy = / fvdxdy, qualunque sia v € H} (),
Q Q Q

che differisce dalla precedente per la presenza del secondo integrale che non
figura nella (8.21). Per quanto riguarda la sua risoluzione numerica, 1'unica
modifica significativa riguarda la sostituzione del sistema (8.43) con il seguente:

Khuh + Bhuh = fha (859)
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dove (By)ij = fﬂh ap¢;¢; drdy. La sua presenza non altera in modo rilevante
la complessita di calcolo nella risoluzione del sistema, dato che la matrice
K, + By, presenta la stessa sparsita di K. L'unico aggravio computazionale
deriva dal calcolo del secondo integrale, la cui complessita dipende da aqg.

8.4c Triangolo di riferimento e suo utilizzo nella costru-
zione del sistema (8.43)

Nella pratica gli elementi della matrice K e del vettore f, non si calcolano
(quasi mai) utilizzando la forma esplicita delle ¢; (rispetto alle variabili = e
y) per diverse ragioni. La prima & che, nei problemi applicativi, il reticolo
Qe generalmente formato da decine di migliaia di triangoli. La seconda &
che, per le piu svariate forme che i triangoli possono presentare, rispetto agli
assi coordinati, 'integrazione su di essi potrebbe comportare un numero molto
rilevante di adattamenti tra loro diversi. Per ottimizzare la tecnica di calcolo si
ricorre (di norma) ad un triangolo di riferimento T, avante vertici (0,0), (1,0)
e (0,1) in un sistema di riferimento cartesiano (s,t). A tale scopo si definisce
una trasformazione lineare che stabilisce una corrispondenza biunivoca tra il
generico triangolo T3, 1 = 1,2, ..., n,, della mesh, con il triangolo di riferimento
Tg. Indichiamo con (x;1, i), (T2, Yia) € (i3, yi3) 1 tre vertici di 7;. Tra questi
e quelli di T’ si stabilisce una corrispondenza, mediante una connessione di

(l’il,yﬂ) con (0,0), (xiQ,yiQ) con (1,0), (.Ti37y1'3) con (0, 1) (860)

Come ¢ immediato verificare, essa puo essere stabilita mediante la trasforma-
zione lineare

r=x; + ($i2 — xil)s -+ (Iig — .Tig)t, (861)
Y=y + (Y2 — yin)s + (yis — yi3)t.

Tale corrispondenza ¢ geometricamente visualizzata nella Fig. 8.9 La trasfor-
mazione (8.61) permette di associare a una generica funzione g(x, y) definita nel
triangolo T; della mesh una funzione h(s,t), avente supporto Tg, cosi definita:

h(s,t) = g(xin + (xi2 — xi1)s + (Tis — Tis)t, vir + (Yiz — Yir)s + (Vis — vis)t),

dove 0 < s,t < 1. Questo equivale a dire che tra i vertici di T}, relativi agli
assi (x,y) e quelli di Tg, relativi agli assi (s,t), vale la corrispondenza (8.60),
essendo

h(O, 0) = 9(%17%1)7 h(L 0) = g(xi2>yi2)a h(O, 1) = 9(%‘3, yi3)-

Nella costruzione delle box-splines, ad ogni triangolo 7; vengono quindi asso-
ciati tre funzioni lineari: la ¢;; = ayx + by + ¢; che assume il valore uno in
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(XY

(0.1)

\@/i) (&z»yiz)‘\\

g U

Figura 8.9: Corrispondenza biunivoca tra T; e Tg.

S

(i1, Y1) € zero in (X2, Yi2) € (T3, Yis), la ¢y = asx + bay + co che assume il
valore uno in (z;9,ys2) € zero in (z;1, Y1) e (T3, Yi3), € la ¢z = agx + b3y + c3
che assume il valore uno in (x;3, ¥;3) € zero in (1, y;1) € (22, ¥i2). Per analogia
al triangolo Tk vengono associate le seguenti tre funzioni lineari:

Y2(s,t) =, (8.62)

Le (8.61) e (8.62) implicono che la ¢;;(x,y) € in corrispondenza biunivoca con
la 1 (s,t), la ¢ia(x,y) con la yo(s,t), e la y3(z,y) con la y3(s, t).

Calcolo del vettore f,. Ricorrendo al triangolo di riferimento, per il
calcolo delle componenti f3,, i =1,2,...,n,, si procede in questo modo:

(a) identificati i triangoli T}, che formano il supporto della box-spline ¢;, si
osserva che

fhi = i [z, y)ei(z,y) dedy,

dove Tj; indica l'l-esimo triangolo del supporto della ¢; e n; il numero
dei triangoli che formano il suo supporto;

(b) il triangolo Tj; viene quindi posto in corrispondenza biunivoca con il
triangolo di riferimento Tg, associando alle ¢; la 7;, qualora essa assume
il valore 1 nel primo vertice di T}, la 2, qualora essa assume il valore 1
nel secondo vertice,e la 73, nel caso assume il valore 1 nel terzo vertice;
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(c) si procede quindi al calcolo dei vari integrali, osservando che

/ f(z,y)pi(z,y) dedy :/ g(s,t)v(s,t)| det Jy| dsdt
Ty

Tr
1 1—s
- |det le|/ / g(S,t)’}/l(S,t) dtdsv
0 0

dove g(s,t) = f(z(s,t),y(s,t)) e la funzione ~y che corrisponde alla ¢; su
T, e J; e la matrice Jacobiana della trasformazione che al triangolo Tj
nelle coordinate (x,y) associa Tg nelle coordinate (s, ).

Calcolo della matrice K. Il calcolo degli elementi di K, ¢ pitt comples-
so, in quanto richiede quello dei gradienti V; e Vo, e del loro prodotto interno
nell’intersezione dei rispettivi supporti. Indicato con 7T il generico triangolo del-
I'intersezione dei supporti di ¢; e ¢;, indichiamo con {(x1,y1), (2, y2), (x3,y3)}
i suoi vertici e con ¢ la restrizione di una generica box-spline su 7. La
corrispondenza tra T' e Tk € data dalle relazioni

{:)3 =1+ (22 — 21)s + (23 — 1)1, (8.63)

y=1x1+ (xe — x1)s + (x3 — 1)1,

che associano (x1,y;) con (0,0), (z2,y2) con (1,0) e (z3,y3) con (0,1) Di con-
seguenza alla |, corrisponde 71(s,t) =1 —s—tse p(z1,y1) =1, 72(s,t) = s
se p(x2,y2) =1 e y3(s,t) =t se p(x3,y3) = 1. Essendo

J = Tog —T1 T3 — T
Y2—Y1 Ys—U

la matrice Jacobiana della trasformazione, la (8.63) puo essere scritta nella

forma
(x — xl) J (s> ’
Yy—umn t

da cui, essendo J non singolare (in quanto i tre punti (z;,y;) sono distinti),

S _ g1 T\ _ 1 Ys — Y1 T1 — T3 Tr—1T
t Y= det J\p1 —y2 ®o—x1) \y—wy1 )’

Pertanto, essendo

() - d% s — )@ = 2) + (@1~ 2)(y — )],
! Jer 7 W —ye)(@ — @) + (22 — 2)(y — )],
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si ha:

@_ys—yl o @_371—%
or  detJ dy  detJ’
ot y1— e ot 19— 1

or  detJ By detJ

Note le derivate parziali di s e t rispetto a x e y, otteniamo immediatamente
la relazione tra Vv e V~. Basta infatti notare che (per regola di derivazione
composta)

dp _0y0s Oyot ds  Ot\ [0y

dx  0sdxr Ot Ox’ oz ozl las | _ -t
oo _onon o VT G| B =
oy  0Osoy Ot oy’ dy Oy/) \ot

dove il simbolo T indica la trasposizione tra righe e colonne di una matrice e
JT = (JHT = (JT)~!. Ricordando infine che

dxdy = | det J| dsdt,

il calcolo di (K});j, su un generico triangolo 7', puo essere ricondotto ad una
integrazione su Txr mediante la trasformazione

L/M%wv%~V%¢wy=/)H&ﬂU”V%W@VﬁMDM%ﬂdML
T

Tr
. (8.64)
avendo indicato con k la rappresentazione di k su T e con v; e ; le funzioni
7v(s,t) corrispondenti su Tg a ¢; e ¢; definite su Tk.

Esempio 8.11 Indicate con ¢ e ¥ le box-splines aventi come rispettivi sup-
porti i due esagoni della Fig. 8.10 e che assumono il valore 1 rispettivamente in
(2,1) e (2+ 2h, 1+ $k), illustrare il procedimento per il calcolo dell'integrale

1= [ (@) Vi Vi dudy
T

essendo T' il triangolo con vertici {(2,1),(2 + h,1 — 2k),(2 + 3h,1 + £k)}.
Iniziamo con la relazione tra T e il triangolo di riferimento T che, in coordi-
nate (s,t) ¢ caratterizzato dai vertici {(0,0), (1,0),(0,1)}. Tra T e Tg vale la
seguente relazione lineare:

x:2+hs+%ht,
y=1—2ks+ Lkt
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Figura 8.10: Supporti di ¢ e ¢, dove A = (2,1) e B = (24 3h,1+ 3k).

Da essa risulta evidente che il vertice (2,1), nel quale la ¢ assume il valore
1, & in corrispondenza biunivoca con (0,0) e il vertice (2 4+ 2h,1 + $k) con
(0,1). Questo implica che alla rappresentazione della ¢ in T' corrisponde la
71(s,t) = 1—s—t in Tk e che alla ¢ corrispondende la v,(s,t) = t. La matrice
di Jordan della trasformazione e

Di conseguenza, tenuto conto della (8.64), I'integrale I puo essere calcolato nel
modo seguente:

T= [ (24 hst 31— 2ks 1 Lkt) > “i).3 [ 4k dsdt
= ( -+ S+§ )( -3 S+§ )g 1 g 2 g S

Tr k k
—ihk’ —£+3 /1/1_8(2+h + 3ht)(1 — 2ks + Lkt) dtd
— 16 h2 /{;2 ; ; S B 3 S 3 S.
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8.5 BVPs con condizioni inomogenee al bordo

Condizioni di inomogeneita per il problema di Neumann. Conside-
riamo ora in luogo del problema (8.23), nel quale le condizioni sono di tipo
omogeneo, il seguente problema:

V- (kVu) = f, (z,y) €9,

8.65
k@:ga (w,y)é@Q, ( )

essendo ¢ una funzione “abbastanza regolare” definita su J€). La derivazione
della forma debole associata viene ottenuta procedendo come nel caso omoge-
neo. Moltiplicando primo e secondo membro nella equazione per v € H*(),
richiediamo che

—/ V- (kVu)vdzdy = / fvdxdy, per qualsiasi v € H'(9).
Q Q

Da tale relazione, applicando la prima identita di Green, segue la seguente

/k:Vu~Vvdxdy—/ (k@)vdaz/fvdxdy,
Q Gi) on Q

da cui, tenendo conto delle condizioni al bordo, segue che

/ kVu-Vvdrdy = / fodzdy + / gvdo, qualunque sia v € H*(Q).
Q Q o9
(8.66)

La forma debole (variazionale), in presenza di condizioni di inomogeneita, dif-
ferisce dunque da quella relativa al caso omogeneo per la presenza dell’integrale
su 0f).

Problema di Dirichlet con condizioni di inomogeneita. Consideria-
mo ora in luogo del problema (8.19), nel quale le condizioni al bordo sono di
tipo omogeneo, il seguente problema:

{—v (kVu) = f, (z,y) €Q, (8.67)

U:h, (Jjay) 689’

dove h ¢ una funzione “abbastanza regolare” definita su 9€2. Consideriamo
inizialmente una funzione H € H'(Q)) con H = h su 0f). La costruzione
analitica di H, possibile nel caso di dominio rettangolare (come visto in prece-
denza), ¢ molto complicata in generale. Essa [vedi la prossima Osservazione]
e fortunatamente agevole nel contesto degli elementi finiti. Poiche H ¢ nota e
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w=u—H € H}(Q), possiamo procedere al calcolo di w e richiedere infine che
u=w+ H.

Per ottenere la forma debole (distribuzionale) della (8.67), moltiplichiamo
primo e secondo membro dell’equazione per v € H}(£2), dopo aver posto u =
w + H. Otteniamo ora ’equazione

—/[V-(ka—i—VH)v]dxdy:/fvdxdy, v € Hy(Q).
Q Q

Da essa, utilizzando la prima identita di Green, segue la formulazione debole
della (8.67), relativa alla funzione incognita w € H}(f2), che ¢ la seguente:
determinare la funzione v = w+ H, con w € H} (), soddisfacente 1’'equazione

/ka -Vodzdy = / fodxdy — / kVH - Vuvdxdy, (8.68)
Q Q Q

qualunque sia v € H} (). La formulazione debole, nel caso inomogeneo, diffe-
risce dunque da quella del caso omogeneo, per la presenza dell’ultimo integrale.

Osservazione. La funzione H puo essere costruita mediante un semplice
procedimento di interpolazione lineare. Costruito il reticolo €2, relativo alla

Vi+1

Figura 8.11: Il triangolo T} inserito nel dominio §2.

), si considera l'interpolante continua in €2, e lineare a tratti che soddisfa le
condizioni:

0, se z; € un punto nodale interno di €,
H(z) =

h(z;), se z € un punto nodale di I" appartenente a 0€y,.
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Nel triangolo T; riportato nella Fig. 8.11, ad esempio, H (z,y) rappresenta l’e-
quazione del piano identificato di interpolazione H(z;) = 0, H(2z;11) = h(zi11)
e H(ziy2) = h(2it2).

Condizioni di inomogeneita nel problema di Neumann. In luogo
del problema (8.23) consideriamo ora il seguente problema di Neumann con
condizioni di inomogeneita al bordo:

—V(k:Vu):f, (LL’,y)GQ’

8.69
B2, (z,y) € 00, (8.69)

dove h e una funzione nota al bordo.
In questo caso la forma debole (variazionale) dell’equazione relativa alla
(8.69) procede nel modo seguente:

(a) moltiplicando primo e secondo membro dell’equazione per una generica
v € HY(Q) e integrando in ) si scrive 1'equazione

- /(V -k Vu)vdrxdy = / fvdxdy, qualunque sia v € Hy();
Q Q

(b) applicando quindi l'identita di Green il primo integrale diventa

/ kEVu-Vvdo — / (k: %) vdxdy, qualunque sia v € H'(Q);
Q a0 on

da cui, ricordando che k:g—z = h, con h funzione nota, si ottiene la
seguente forma variazionale della (8.69):

/ kVu- Vv dasdy:/ fo dxdy+/ hvdo, qualunque sia v € H'(9Q).
Q Q o9
(8.70)

In questo caso la differenza tra la forma variazionale associata al problema, con
condizioni non omogenee al bordo, differisce dal caso omogeneo per la presenza
dell'ultimo integrale.

Condizioni di inomogeneita nel caso misto. Consideriamo ora il caso
misto, in condizioni di non omogeneita:

—V(k’VU):f, (x,y)GQ,

u=g, (zay)erla
ou
k%:h, (x,y)el"g.
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Costruito il reticolo 2, di €2, come primo passo si costruisce una funzione
F, continua e lineare a tratti in €, che interpola la ¢ in 'y, imponendo le
condizioni:

F(Z) = f(Zi)7 per 2 S Fl?
Z 0, per z; ¢ Ty,

dove z; indica un qualsiasi punto nodale di Qj,. Posto u = w+ F, moltiplicando
primo e secondo membro dell’equazione per v € H'(Q) con v|p, = 0, si ottiene
I’equazione in w

—/ [V k(Vw+ VF)|vdxdy = / fudzdy, ve HYQ) con vlp, =0,
Q Q

dalla quale applicando la prima identita di Green

F
/k(Vw+VF)-Vvdxdy—/ k(a—w—{—a—)vda:/gvdmdy.
Q I Uly on  On Q

Da essa, ricordando che k g—z = h su I'y e che v]FI = 0, deriva I'’equazione

/ka-Vvdxdy+/kVF-Vvd:cdy:/
Q Q

hvda—{—/fvd:z:dy,
Iy Q

qualunque sia v € H'(Q), con v|p, = 0. La forma debole, nel caso inomogeneo,
differisce pertanto da quella ottenuta nel caso omogeneo per la presenza del
secondo integrale in €2 e dell’integrale in I's.

Osservazione. Tutte le considerazioni precedenti, incluse quelle relati-
ve alla metodologia di calcolo, restano sostanzialmente valide se ’equazione
ellittica precedentemente considerata (nei vari BVPs)

—V(kVU):f, (,I',y)EQ,
viene sostituita con la seguente (anch’essa ellittica)
=V - (kVu) 4+ apu = f, (x,y) € Q.

La forma debole associata al relativo problema di Dirichlet (con condizioni al
bordo di tipo omogeneo) assume la seguente forma

/ kNVu-Vvdrdy + / apguv drdy = / fvdzdy, qualunque sia v € Hy(€2),
) Q Q

che differisce dalla precedente per la presenza del secondo integrale.
Per quanto riguarda la sua risoluzione numerica, 'unica modifica significa-
tiva ¢ la sostituzione del sistema (8.43) con il seguente:

Khuh + Bhuh = fh7 (871)
essendo (By,);; = th app;¢jdrdy peri,j =1,... ny. Inessa K ¢la “stiffness

matrix”, By, la “mass matrix” e f, il “load vector”.
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8.6 Convergenza del metodo degli elementi fi-
niti

Nonostante i dettagli sulla convergenza del metodo degli elementi finiti con-
siderato (metodo di Galerkin) siano piuttosto complessi, la sua illustrazione
¢ abbastanza semplice. Per capire quanto rapidamente 'errore d’approssima-
zione della soluzione tende a zero in norma, e necessario premettere qualche
definizione. In primo luogo precisiamo che, indicata con §2;, la mesh relativa ad
2, indichiamo con wu;, 'approssimazione della soluzione esatta u del problema
in studio. L’errore di approssimazione dipende naturalmente dal parametro h
della reticolazione €2, di € e dalla norma dello spazio di Sobolev considerato.
D’altro canto 'approssimazione di una funzione “abbastanza regolare” nello
spazio delle funzioni approssimanti scelte (box-splines nel nostro caso) dipende
dalla finezza della mesh, ossia da h, e dalla norma adottata per stimare ’errore
di approssimazione.

Indicata con f una funzione “abbastanza regolare” da approssimare in
uno spazio X, di funzioni prefissate (box-splines), rispetto alla norma di un
prefissato spazio di Hilbert X, con X, C X, interessa stimare la

dist(f, X,,) = min || f — ful-
ist(f, Xn) = min |[f — fu]

Per quanto concerne la stima dell’errore, quando sia utile precisarlo, vengono
indicate con i simboli || - ||z2() e || - ||ar (@) le norme utilizzate. In questo
contesto, per funzione “abbastanza regolare” intendiamo funzioni appartenenti
allo spazio di Sobolev

H?*(Q) = {f € L*(Q) con derivate parziali seconde appartenenti ad L*(2)},

al quale appartengono le “soluzioni ordinarie” dei BVPs considerati. Per
la stima dell’errore di approssimazione si fa spesso riferimento alla seguente
definizione di seminorma in H?(Q):

02u\ 2 02u \? 02u\ 2
e = | (55) +2 (o) + (552

Essa rappresenta una seminorma, non una norma, in quanto esistono funzioni
non nulle u € H?(Q2) con |u|y2q) = 0.2 Nel caso di funzioni “abbastanza rego-
lari”, le stime pit importanti sugli errori di approssimazione sono le seguenti:

2Nel caso univariato, nel quale 2 = [a, b], tale seminorma coincide con quella introdotta
nell’Appendice A per la stima dell’errore nella risoluzione del problema agli estremi (8.8).
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Hu — uhHLz(Q) < ChQ‘u’H?.(Q), (8.72&)

dove uy, € 'approssimante di v in X, e C' e C' sono costanti non dipendenti
da h. Questo significa che se u ¢ una funzione abbastanza regolare in (2, la
sua approssimante uy, ottenuta mediante combinazione lineare di box-splines
costruita nel reticolo €, converge alla u con un errore d’ordine di h? rispetto
alla norma in L?*(f2) e con un errore dell’ordine di h rispetto alla norma in
HY(Q).

Le stime (8.72), sull’errore di approssimazione della soluzione con gli ele-
menti finiti, sono una immediata conseguenza della diseguaglianza (8.7) [Lem-
ma di Céa| e dei risultati sull’approssimazione di funzioni “abbastanza rego-
lari” con le box-splines. Risultati dello stesso tipo si ottengono quando, in
luogo delle box-splines, vengano utilizzati altri tipi di approssimanti (splines
di ordine superiore, polinomi trigonometrici, ecc.).

8.7 Problema spettrale di Helmholtz

In questo paragrafo consideriamo la risoluzione numerica del problema spet-
trale di Helmholtz con condizioni di periodicita [7]:

1
-V <s(m, m Vu(:c,y)) =nu(z,y), (8.73)

con (z,y) € A =10,a] x [0,b] e e(x,y) funzione periodica in A, tale cioe da
soddisfare le condizioni

(0.y) = =la.y), o (20 =c),
{SI(O,y) = e.(a,y), y €[04 {6y(:1:,0) = gy(z,b),

essendo 1 un parametro reale che rappresenta il generico autovalore. Vogliamo
dunque studiare lo stesso problema spettrale precedentemente studiato me-
diante le differenze finite. Questo allo scopo di mostrare come, nel caso di
domini regolari, le due diverse tecniche conducono essenzialmente agli stessi
risultati. Da notare che, nel caso il doninio non sia sufficientemente regolare,
il problema puo essere risolto agevolmente con gli elementi finiti ma non con
le differenze finite.

Come gia osservato nel (8.73), la periodicita della funzione € induce quella
della soluzione u, cosi che

w(0,y) =ula,y) e uy(0,y)=u.(a,y), 0<y<hb, (8.75a)
u(z,0) =u(x,b) e wuy(z,0)=uy(x,b), 0<z<a. (8.75b)

z €10,a], (8.74)

257



Introduciamo ora lo spazio H;er delle funzioni reali ¢ e periodiche (nel senso
precisato in (8.75)) e limitate in A rispetto alla norma seguente

ol = [ (ot )l + V6o I?) dody.

Da quanto gia visto sugli elementi finiti segue che la soluzione debole in H*

per

del problema (8.73) & rappresentata dalla soluzione del problema infinito-

dimensionale
1
—// <V . EVU) pdrdy = 77// up dxdy,
A

essendo ¢ una qualunque funzione in Hier' Come conseguenza della prima
identita di Green e delle condizioni di periodicita della € in A, la precedente
equazione puo essere espressa nella forma

1
/ —Vu-Veodrdy =n // wp dxdy. (8.76)
A€ A

Per la sua risoluzione numerica dobbiamo associare al problema infinito
dimensionale (8.76) un sistema lineare 9finito-dimensionale( la cui soluzione
fornisce i coefficienti delle funzioni di base che compaiono nell’approssimazione
finito dimensionale delle u in H_ . A tale scopo iniziamo con I'introdurre una
griglia (per comodita) regolare di nodi del dominio A, ponendo

— iy, i=0,1,....0, hy=—,
n

e
y; = jhy, 1=0,1,...,m, hy:E'

Per tenere conto delle periodicita, tale griglia viene estesa a tutto R? mediante
i nodi

(Tisnrs Yjams),  t=0,%£1,£2, ..., s=041,+2 ...

A questo punto costruiamo una famiglia infinita di funzioni periodiche e in-
terpolanti (in senso Lagrangian) nella griglia estesa. Questo significa che ad
ogni punto nodale della griglia estesa associamo una funzione periodica che
vale uno nel punto modale preso come riferimento e come zero in tutti gli altri.
A tale scopo, al generico punto nodale (z;, ;) associamo la funzione

(p]l . y Z Z <l’—$]+n7") o <y_}ilyl+ms) 7

r=—00 §=—00

258



" ¢ . 114 1A 1 A
05! L[ 05 i 05| 4 A 0.5 A 2 2 2 2
e : ;
g . 44, o 4 5 A 2 4 0 0 0 0
2070 2 20 0 2 2070 2 2070 2 0 2 4 0 2 4 0 2 4 0 2 4
4 4 4 4
1 i 1 3 1 A
0.5( A 0.5 A 0.5 P 0.5 2 2 2 2
0k g o . 0 : 0k
4y y 4% 2 4% @2 4ty 2 4 0 0 0 0
00 0 0 00 00 0 2 4 0 2 4 0 2 4 0 2 4
. " g ot " i : : 4 4 4 4
05 A 05 0.5 i 0.5 o 2 n o
0 0k > ol4gh 0k
4 44 = 44, 44 4
2070 2 2070 2 2070 2 2070 2 0 0 0 0
0 2 4 0 2 4 0 2 4 0 2 4
¥ 4 4 4 4
ll“ 1o 1 o 58 1 A
0.5 L 05 05 0.5
s S < ol : : : :
—7 44 4 5 4 o 4 o 4
2070 2 207 2 2070 2 2070 2 0 0 0 0
0 2 4 0 2 40 2 40 2 4

Figura 8.12: La figura a sinistra mostra alcune traslate della ¢ e i relativi
supporti sono mostrati nella figura a destra nel caso di una griglia regolare
4 x 4.

essendo () la spline lineare

1—Jz|, -1<z<1,
ole) = 0, r<-—-lox>1.

Per facilitarne la visualizzazione, abbiamo riportato nella Fig. 8.12 la rappre-

sentazione geometrica di alcune traslate della ¢ e dei relativi supporti, nell’ipo-

tesi semplificativa di una griglia 4 x 4. Dalla costruzione segue immediatamente

che ogni ¢;; € H! e soddisfa le condizioni di periodicita

¢j+nr,l(x7y) = SDj,H—ms(x;y) = ‘Pj,l(il77y)7 jvl = 07 j:]-a j:2> cee

E ugualmente immediato osservare che soddisfano la seguente condizione di
partizione dell’unita

[asy

n—1 m—

Spj,l($a y) - 17

o

=

.

per ogni (z,y) € R?, molto importante ai fini della valutazione dell’errore di
approssimazione della soluzione effettiva con la tecniva degli elementivi finiti.
Indicato ora con S, ., il sottospazio nm-dimensionale di H. , espanso dalle

nm splines lineari ¢ p, 7" =0,1,...,n—1,'"=0,1,...,m — 1, una generica
funzione v € §,, ,,, puo essere rappresenta ponendo

n—1 m—1

’U(iL‘,y) = Z Z Uj/J/ng/J/(ZE, y)»

j/=0 /=0
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essendo v(zj,yy) = vyp, j = 0,1,....,.n —1; I' = 0,1,2,...,m — 1. La
distribuzione in S, ,, del problema (8.76) fornisce un’approssimazione nm-
dimensionale della soluzione infinito dimensionale, ossia della soluzione debole
del problema iniziale. Di conseguenza lo spettro del problema nm-dimensionale
cosi tende a rappresentare quello iniziale per n,m —— oo. Tale problema
spettrale, posto

n—1 m—1

ny) =D > upreir(@.y), (8.77)

5'=0 1'=0
si traduce nel seguente problema ad autovalori e autovalor:

n—1 m—1

Z Z Uy, l’/ / ZL’ y VQOJI v VQOJZ) dl‘dy

=01'=

n—1m—1

= ZZ ujr, l// / iz, y)p(z,y) dedy, (8.78)

l Oll
j:O,L...,n—lele,l,...,m—l.
Il sistema cosl ottenuto ¢ della forma
Au =n Bu (8.79)

che rappresenta un problema autovalori/autovettori generalizzato, nel quale

a b
1
A(j,l),(j/,l/) = / / x—y [V@j/...l/ . VQDJ‘,[] dl’dy,

B fz’)—/ / Yjr.rp; dedy,

w = (UG, = UGG
and 7,7 =0,1,....n—1el'=0,1,...,m — 1.

Da notare che la matrice A € simmetrica e semi-definita positiva (autovalori
non negativi) e la matrice B ¢ simmetrica e definita possitiva (autovalori tutti
positivi), in quanto matrice di Gram di funzioni linearmente indipendenti.
Per questo motivo & facile ricondurre il priblema ad autovalori/autofunzioni
generalizzato ad un problema autovalori/autofunzioni classico. A tale scopo,
decomposto B mediante la fattorizzazione di Cholesky, ossia posto B = HHT,
il sistema puo essere scritto nella forma

AHT) ™ (H w) = n H(H ),

da cui, posto v = HTu e premoltiplicando il sistema per H~!, si ottiene il
classico problema ad autovalori/autofunzioni

H'AHY) v =nv < Av =, (8.80)
dove A = HTAHT)! = AT,
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8.8 Problemi parabolici e iperbolici

In questa sezione illustriamo sinteticamente la tecnica di risoluzione dei BVPs
relativi alle PDEs di tipo parabolico e iperbolico. Per ’analisi delle condizioni
di esistenza e unicita e delle proprieta della soluzione rinviamo a libri piu
specifici [9, 30, §].

Caso parabolico. Per motivi di chiarezza, consideriamo inizialmente
equazioni contenenti una sola variabile spaziale, ossia equazioni del tipo

ou 0 ou
—_— = — | = <z< <t <
5 = 92 (k(x’t)8m> ap(z, t)u+ f(x,t), a<z<b 0<t<T,

u(a7t>:f1(t)a u(b>t>:f2<t)7 0<t<T,
u(ac,O):g(x), a<z<b,
(8.81)
dove k(z,t) > 0 su [a,b] x [0,T].
La prima operazione consiste nel trasformare il problema iniziale in uno
“equivalente” avente condizioni di omogeneita per x = a e x = b. A tale scopo
e sufficiente adottare la trasformazione

ulw, 1) = o(z,8) + (1),
dove ¢ ¢ la seguente interpolante lineare in x di fi(¢) e fo(t) inx =a e x = b:

T —a b—=x

T2 () - A0 = B +

p(t) = fAilt) + [/1(t) = f2(B)]-

Sostituendo nella (8.81) la u con v+ ¢, si ottiene un’equazione ad essa analoga
nella quale la funzione incognita v soddisfa condizioni di omogeneita in x = a
e x = b. Piu precisamente si ottiene il seguente problema:

ov 0 ov
- = — | = <z < <t <
5 = 92 (k:(:v,t)am) ap(z,t)v+ h(z,t), a<zx<b 0<t<T,

v(a,t) =v(b,t) =0, 0<t<T,
v(z,0) =g(x), a<z<b,

(8.82)
dove h(z,t) e g(x) sono funzioni note ottenute dalla (8.81) per semplice so-
stituzione della v con la v + ¢. Indicata con w una funzione test dello spa-
zio di Sobolev H}[a,b] (w € H}[a,b]), moltiplicando primo e secondo mem-
bro dell’equazione differenziale (8.82) per w e integrando in [a,b] otteniamo
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I’equazione
b v ov 1° b ov
/a Ew(z)dm- [k:(m,t)%w]a—/a k(:)s,t)%w (r)dx
b b
—/ ao(x,t)vwdx+/ h(z,t)w dx.

Di conseguenza, tenendo conto del fatto che w(a) = w(b) = 0, si ottiene la
forma variazionale

b ov b v b b
/ Ew(m) dx = —/ k(x,t)%w/(x) dx —/ ao(x, t)vw dx +/ h(z,t)w dzx.
a a a a (8'83)
Per proiettare la (8.83) in uno spazio finito dimensionale, suddiviso I'inter-
vallo [a, b] mediante i punti nodali z; = a+ih, i =0,1,....,n+ 1, h = ff:{,
costruiamo la base n-dimensionale di splines lineari {H;(z)}?;, contenuta in

H}la,b].

Approssimiamo quindi la funzione incognita v con la funzione

on(e,t) = 3 v (O Hy (@), (8.84)
j=1
dove, per la cardinalita delle {H;(x)}7_;, vpj(7) = vn(z;,1), j = 1,2,...
Sostituendo la vy, nella (8.83) e ponendo w(x) = H;(z), per i = 1,2,...,n
otteniamo il sistema

> ol 1) / H, () Hi(w) do+ 3 on(8) / ke, ) (2) H! () du
:—Z Uh’j<t)/ ao(z,t)H;(z)Hi(x) dx+/ h(z,t)H;(z) dz, (8.85)

nel quale Hj(r) e Hj(r) indicano derivate in senso debole delle rispettive
funzioni. Ponendo per i, =1,2,...,n

(M) = [ Hy(o)Hi() ds
K,;(t) = / [k(x, t)H(x)H](x) — ao(x, t)H;(x)H(x)] dz,

B (t) — / W, ) Hi(2) da,
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il sistema (8.85) assume la seguente forma matriciale:
th;l + Kh’Uh = bh, (886)

dove le matrici M, e K} sono chiaramente simmetriche e a banda, dato che
H;H;, come pure H;H}, sono nulle per |i —j| > 2. La matrice M, ¢ anche non
singolare in quanto ¢ la matrice di Gram relativa alle splines lineari {H;}
[Teorema 5.2].

Il sistema (8.86) ¢ un sistema di ODEs lineari del primo ordine. Di con-
seguenza per 'unicita della soluzione occorre fissare la condizione iniziale per
ciascuna delle n funzioni (v,);(t), i = 1,2,...,n. Questo & immediato, dato
che v(z,0) = g(z), a < x < b. Infatti, essendo v, (z,t) 'approssimante cercata
di v(z,t), & naturale richiedere che

(vp)i = vp(;,0) = g(xy), i=1,2,...,n. (8.87)

Sulla risoluzione numerica del sistema (8.86) esistono numerose tecniche.
Per una panoramica dei metodi piu diffusi si rinvia ai libri di Analisi Numerica
[17, 28], mentre per una visione pitt completa e specialistica si rinvia ai libri
[10, 11, 31].

Esercizio 8.12 Illustrare il procedimento per la risoluzione del seguente pro-
blema parabolico:

%z(% ([Q—i—cosxt]%) +(1+xt)%—(x sint)u, x € [—4,4], t € [0, 5],
u(_47 t) - fl(t)a u(47 t) - f2(t)7
u(z,0) = g(z).

Iniziamo con il ricondurre il problema alla forma canonica (omogeneita in
u(—4,t) e u(4,t)). A tale scopo poniamo

(e, t) = vle,0) 4 olw0), plet)= [l + ot () — A0,
da cui segue che v(—4,t) = v(4,t) = 0. Sostituendo nell’equazione la u
abbiamo
GO+ TR0 - 0] = 5 | @oosan) (514 40~ )]
+ (1 + xt) (g—; + é(fg(t) - fl(t))] — (x sint)(v + ).
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Da cui, riordinando e indicando con h(z,t) una funzione nota segue la forma
canonica

ov 0
ot oz
v(—4,t) =v(4,t) =0,
v(z,0) = g(x) — ¢(z,0).

([2 + cos xt]g ) + (1+ :ct)% — (x sint)v + h(z,t),

Indicata quindi con w € H}[—4,4] una funzione test, moltiplicando primo e
secondo membro per w e integrando in (—4,4) si ottiene

, f;j ( )dar—/4 865(: ([Q—i-cosxt]gx) w(x)dx+/i(1+xt)%w( ) dx

_ / (@ sintyo(e, tyw(z) de + / B twle) dr.

—4 —4
Integrando per parti il secondo e terzo integrale e tenendo conto della invertibi-
lita della derivazione e integrazione nel primo, essendo w(—4,t) = w(4,t) = 0,
otteniamo

4 4 v
— [ w(z, Hw(z)de = —/ (2 + cos zt) —w'(z) dx
dt J_, 0

4 T

_/ (14 zt)v(z, t)w'(z) dz

—4

~ / (@ sintyo(e, yw(z) dr + / " b () de.

—4 —4

La funzione v ¢ la soluzione debole del problema nella forma canonica se e solo
se ¢ soluzione del precedente problema, qualunque sia w € H}[—4,4], con le
condizioni v(—4,t) = v(4,t) = 0 e v(z,0) = g(x) — w(z,0). Si tratta ora di
approssimare la soluzione nel senso degli elementi finiti.

A tal fine, costruita una base {H;(x)}", di splines lineari, si approssima

v(x,t) con

vp(z,t) = Z a;(t)H;(z)

=1

dove a;(t) = v,(x;,t). Di conseguenza,

% - ; d;(t) H; (), % = Z a;(t)Hj ().



Ponendo w = H;, 1 = 1,2, ...,n, si ottiene il sistema

n

>

j=1 4

H;(x)H;(z) dx) ay(t) + Z a;(t) /4 [(2+ cosat)H](x)Hj(x)
+ (1+ at)H;(x)Hj(2) + (x sint)H;(x)H;(z)] dx

_ / b ) H () do

—4

rappresentabile nella forma
> Mydi(t) + ) Ky(a(t) =bi(t),  i=1,2,...,n,
j=1 j=1

che, nella notazione matriciale diventa
Ma'(t) + K (t)a(t) = b(t).

Siamo cosl a un sistema differenziale di primo ordine di n equazioni nelle n
incognite {a;(t)},. Per la sua risoluzione occorre fissare le condizioni iniziali,
ottenibili imponendo che sia

vn(24,0) = Z a;(0)H,(z;) = a;(0) = g(z;) —w(z),  i=1,2,...,n.

Ci si riconduce, in tal modo, alla risoluzione del problema di Cauchy

{Ma/(t) + K(Ha(t) = b(t),
a;(0) = g(z;) —w(z;), i=1,2,...,n.

Per le tecniche per la sua risoluzione si veda il Capitolo 2.

Caso parabolico con due variabili spaziali. Consideriamo ora il se-
guente BVP:

0
5 =V VW) +as(e,yithu = flayst), (ey) €9, 0<t<T,

w(@,y;t) = g(z,y;t), per (z,y) €9Qe0<t<T,
u(z,y;0) = fi(z,y), per (z,y) € L
(8.88)
Come nel caso precedente, si trasforma inizialmente il problema dato in uno
analogo con condizioni di omogeneita sulla frontiera.
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A tale scopo associamo al dominio {2 una mesh (2, esattamente come
nel caso ellittico. Indicato con z; = (z;,y;), 7 = 1,2,...,N,, l'insieme dei
suoi punti nodali, costruiamo una funzione ausiliaria F'(x,y;t) che soddisfa le
seguenti condizioni di interpolazione:

Flo,yt) = g(zj;t), per z; € 08y,
a 0, per ogni punto nodale interno.

Per la sua definizione analitica, ad ogni punto nodale z; su 92, j = 1,2, ..., 7,,
associamo una box-spline che assume il valore 1 in z; e zero in tutti gli altri
punti nodali della mesh €2,. Tale funzione puo pertanto essere cosi definita:

Sl
5

Fz,y;t) =y g(z;t)0i(,y). (8-89)

j=1

Di conseguenza, ponendo u = v + F', ¢ evidente che v(x,y;t) = 0 per (x,y) €
0y et €0,T). Effettuando tale sostituzione nella (8.88), otteniamo un BVP
del tipo

ov

i V- (V) +ag(z,y;t)v = h(z,y;t), sull,

v(x,y;t) =0, sudQ x|[0,T], (8.90)

A~

v(r,y;0) = fi(z,y),per (v,y) € Q,

dove v ¢ la funzione incognita, mentre h e f1 sono funzioni note derivanti dalle
funzioni note dalla (8.88), dalla F' e sue derivate parziali F;, e F;, (considerate in
senso debole). Indicata quindi con w una funzione test dello spazio di Sobolev
H} (), moltiplichiamo primo e secondo membro dell’equazione in (8.90) per
w e integriamo in €. Applicando quindi la prima identita di Green, otteniamo
I’equazione

/ @w dxdy — / k @w do + / k(z,y;t)Vv - Vw dzdy
Q 0t a0 an Q
+ / ao(z, y; t)vw dedy = / h(z,y; t)w dzdy, (8.91)
Q Q
dalla quale, ricordando che w € H} (),

0
/ P w da:dy+/ k(xz,y;t)Vou - Vw dxdy
o Ot Q

+/a0(x,y;t)vwdxdy:/h(:c,y;t)wdxdy, (8.92)
Q Q
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per ogni w € HJ ().

Per proiettare la (8.92) in uno spazio finito dimensionale, che consenta di
approssimare la soluzione mediante gli elementi finiti, ad ogni punto nodale
interno z;, 1 = 1,2,...,n,, della mesh 2, associamo la box-spline ¢;(x,¥)
che assume il valore 1 in z; e zero in tutti gli altri punti nodali (interni e di
frontiera) di €2),. La soluzione v del problema (8.92) viene quindi approssimata
con la funzione

o yit) = Y wnslt)es(ev) (8.99

nella quale, per la cardinalita delle box-splines utilizzate, vy ;(t) = vp(2;;t),
j=1,2,...,n,. Sostituendo quindi la v, nella (8.92) e ponendo w = ¢;(x,y),
1=1,2,...,n,, peri=1,2,...,n, otteniamo il sistema di ODEs

Uz

vam(f)/Q ei(z,y)ei(z,y) d:rdy+Z/Q k(z,y;t)Vi - Vi dudy
— h 7=1 h

+) vh,j(t)/Q ao(, y; t)p; (2, y)pi(2, y) Ol:I:dy:/Q Wz, y; t)pi(z,y) dedy.
(8.94)

Ponendo infine

(Mh)z-j:/Q vi(z, y)p;(r,y) drdy,
(Kh)ij:/Q (k(z,y;)Vi(z, y) - Vos(x,y)+ao(z, y; t)ei(z, y)e;(z, y)] dedy,

by(t) = /Q h(z,y:t)ei(x,y) dzdy,
h

il sistema (8.94) puo essere scritto nella forma matriciale
Mh’l);l(t) + Kh(t)vh(t) = bh(t), (895)

nel quale le matrici M, e K(t) sono a banda, in conseguenza dei supporti
minimali della ¢; e ;. La matrice M, ¢ non singolare essendo la matrice di
Gram delle box-splines [Teorema 5.2]. Per 'unicita delle soluzione ¢ chiara-
mente necessario la condizione iniziale per ogni componente vy, ;(t) del vettore
v (t). Tali condizioni, tenuto conto della condizione v(z,y;0) = fi (x,y), per
(x,y) € Q, sono le seguenti:

~ ~

'UhJ(O) = fl(zj) = fl(xj;yj)a j = 1,2, ey Ny
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Caso iperbolico in una variabile spaziale. In questo caso il modello é:

( 52u 0 ou
=F = 3o (k:(x,t)%) — ag(z, t)u+ f(x,1),

a<z<b 0<t<T, (8.96)
w(a,t) = £ilt), ulbt) = fo(t), 0<t<T,
(u(2,0) = g1(2), w(z,0) = ga(2), a

Esso differisce, in particolare, dall’analogo parabolico per la presenza della
velocita iniziale u;(x,0) = go(x). Anche in questo caso, ponendo u(x,t) =
v(z,t) + ¢(x,t), dove ¢ ¢ linterpolante lineare di fi(t) e fo(t) in [a,b], il
problema iniziale viene trasformato nel seguente (con condizioni di omogeneita
dellavinz =aex=0):

5= B <k(x,t)%) —ap(z,t)v+h(x,t), a<az<b 0<t<T,
v(b,t) =0, 0<t<T,
v(z,0) = gi(z), wvi(x,0) = go(x), a<z <D,

(8.97)
dove h(x,t), g1(x) e g2(x) sono funzioni note derivanti dalla semplice sostitu-
zione nel modello (8.96) della u con v+ . Indicata quindi con w € H}|a, b] una
funzione test, moltiplicando primo e secondo membro della (8.97) per w, inte-
grando in [a, b] e tenendo conto della condizione w(a) = w(b) = 0, otteniamo
la forma variazionale

b 5%

b v b b
ww(x)dva/a k(x,t)%w’(x)dx—/a ao(:v,t)vwdx:/a h(z, t)w(z) dz,
(8.98)

a

per ogni w € Hy[a, b).
A questo punto, per risolvere la (8.98) con il metodo degli elementi finiti,
approssimiamo la v con la

op(,t) = Z on; (O H,(z), (8.99)

dove vy, j(x,t) = vp(x;,t) e H; ¢ la j-esima spline relativa alla decomposizione
di [a,b]. Sostituendo nella (8.98) vy, alla v e H;, i = 1,2,...,n, alla w, per
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1=1,2,...,n otteniamo il sistema di ODEs del secondo ordine

b n b
ng,j(t) Hi(x)H;(z) dx + Z v;w-(t)/ k(:z:,t)HZ’(x)H]’(x) dx

=3 ) / ao (e, £) Hi () H, () dr — / W, O Hi(2) dz. (8.100)

Utilizzando quindi la stessa notazione usata nel problema parabolico, ottenia-
mo il seguente sistema di n ODE del secondo ordine:

Mh’UZ(t) + Kh'vh(t) = bh(t), (8101)

per la cui unicita occorre fissare i valori di vy, ;(0) e (Bgth )i(0). Questi si ottengo-
no facilmente dalle condizioni iniziali fissate per il modello. Piu precisamente

risulta

. 0 . .
vr,i(0) = gi(zi), e (%) | (0) = go(xy), i=1,2,...,n.

Le precedenti considerazioni evidenziano che non esistono sostanziali dif-
ferenze nell’applicazione del metodo agli elementi finiti alla risoluzione dei
problemi parabolico e iperbolico con una variabile spaziale. La differenza pitu
importante riguarda 'ordine della ODE che si deve risolvere nei due casi.

Considerazioni del tutto analoghe valgono nella risoluzione degli stessi tipi
di problemi con due variabili spaziali.

Per i riferimenti alle tecniche di risoluzione del sistema (8.101) si rinvia al
Capitolo 2.
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Appendice A

RISULTATIT ESSENZIALI DI
ANALISI FUNZIONALE

Spazi normati. Sia X uno spazio lineare complesso (o reale). Una funzione
| - || : X — R che soddisfa le seguenti proprieta:

(1) llell >0 (positivita)
(2) llo]l = 0 se e solo se ¢ =0 (definitezza)
(3) leell = le [lll (omogeneita)
(4) e+l < lell + 1] (disuguaglianza triangolare)

per qualunque ¢, 9 € X e per ogni o € C (oppure R) & definita norma su X.
Dalle (3)-(4) segue immediatamente che |||¢|| — ||||]| < |l — ¥l
In uno spazio normato, per distanza di ¢ da ¢ si intende la || — ||

Convergenza. Una successione {p, }22 ; di elementi di uno spazio normato
X e detto convergente in X se esiste un elemento ¢ € X tale che

lim [l¢, — ¢l =0,

n—oo
ossia se, per ogni € > 0, esiste un intero n(e) tale che ||¢, — ¢|| < & per ogni
n > n(e).

Successione di Cauchy. Una successione {p,}>°, di elementi di uno
spazio normato X & detta di Cauchy se, per ogni & > 0, esiste un intero n(e) tale
che ||¢n —pml|| < € per tutti gli n,m > n(e), ossia se limy, 00 || —@ml|| = 0.

Completezza. Un sottospazio lineare U di uno spazio normato X ¢ det-
to completo se ogni successione di Cauchy di elementi di U converge ad un
elemento di U.
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Spazio di Banach. Uno spazio normato X € uno spazio di Banach se esso
e completo.

Continuita. Una funzione A : U C X — Y che trasforma gli elementi di
un sottoinsieme U di uno spazio normato X in elementi di uno spazio normato
Y e detta continua in ¢ € U se lim, ., Ay, = Ay per ogni successione
{pn}>2, C U con lim, o ©n = p.

La funzione A ¢ detta continua se essa € continua in ogni ¢ € U. La prece-
dente definizione puo essere espressa anche nel modo seguente: una funzione
A:U C X — Y ¢ continua in ¢ se per ogni ¢ > 0 esiste (g, p) tale che
|Ap — Avlly < € per tuttii ¢ € U con || —9||x < 0.

Continuita Uniforme. La funzione A ¢ detta uniformemente continua
se 0 dipende unicamente da ¢, ossia se per ogni € > 0 esiste un d(¢) tale che
|Ap — Ally < € per tutte le ¢ e ¥ con ||¢ — Y| x < 6.

Esempi di spazi di Banach.

1. Indicato con  un insieme chiuso e limitato di R™ (Q C R"), sia C(Q)
I'insieme delle funzioni continue in €. Allora, indicato con R* I’insieme
dei numeri reali nonnegativi, la funzione || - ||o : C(2) — R, con

1 Flloe = max |f(2)],

introduce una norma completa in C'(Q2), per cui lo spazio C'(2), dotato
di tale norma, ¢ uno spazio normato completo e quindi uno spazio di
Banach.

2. La suddetta definizione si puo generalizzare ai sottoinsiemi €2 di R™ che
non sono necessariamente chiusi e limitati. In tal caso, indicato con C (Q)
I'insieme delle funzioni continue e limitate in €2, la funzione || - ||~ :
C(Q) = RT, con

[flloe = sup |f ()],
e

introduce una norma completa in C/(2). Di conseguenza, lo spazio C/(€),
dotato di tale norma, e uno spazio di Banach.

3. Indicato con 2 un sottoinsieme misurabile in R", sia L?(2) lo spazio delle
funzioni al quadrato sommabili (nel senso di Lebesgue) in 2. Supponia-
mo ora che due funzioni ¢ e 1 in L?(f2), che assumano valori diversi sol-
tanto su un sottoinsieme di €2 di misura nulla, vengano identificate, dato
che [, | —1|dx = 0. Sotto tale ipotesi, la funzione || - ||, : L*(©2) — R,

71l = (/Q|f<w>|2da:)%,
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definisce una norma completa in L?(Q2), che pertanto costituisce uno
spazio di Banach.

Sfera aperta e chiusa. Per un elemento ¢ di uno spazio normato X e
un numero positivo r, l'insieme B(p,7) = {¢ € X : ||¢ — 9| < r} definisce la
sfera aperta di raggio r e centro ¢. L’'insieme By, 7] ={v € X : |[¢ — 9| < r}
definisce la sfera chiusa di raggio r e centro .

Insieme aperto. Un sottoinsieme di uno spazio normato X ¢ definito
aperto se per ogni ¢ € U esiste un r > 0 tale che B(p;r) C U.

Parte interna. La parte interna U di un sottoinsieme U di uno spazio
normato X ¢ il sottoinsieme aperto piu grande contenuto in U. Esso consiste
in tutti i punti ¢ € U per cui esiste un numero r = r(p) tale che B(yp,r) C U.

Insieme chiuso. Un sottoinsieme U di uno spazio normato X e definito
chiuso se esso contiene tutti i limiti di tutte le successioni con termini in U e
limiti in X.

Chiusura. La chiusura U di un sottoinsieme U di uno spazio normato X
(in X) ¢ l'insieme di tutti i limiti delle successioni con termini in U e limiti in
X. Essa ¢ pertanto il sottoinsieme chiuso piu piccolo di X contenente U.

Frontiera. La frontiera OU di un sottoinsieme U di uno spazio normato
X e l'insieme di tutti gli elementi di X che sono limiti sia di una successione
con termini in U, sia di una successione con termini in X \ U. Infatti

oU =T N(X\U) =X \U).

Densita e separabilita. Un insieme U ¢ definito denso in V se V C U,
cioe se ogni elemento di V' e il limite di una successione convergente di elementi
di U. Uno spazio normato X ¢ detto separabile se contiene un sottoinsieme
numerabile denso di X.

Limitatezza. Un sottoinsieme U di uno spazio normato X e detto limitato
se esiste una costante positiva C' tale che ||¢|| < C per tuttii ¢ € U. In
altre parole, un sottoinsieme U di uno spazio normato X ¢ limitato se esso ¢
sottoinsieme di una sfera con raggio r € R*.

Prodotto scalare (prodotto interno). Sia X uno spazio lineare complesso
(o reale). Allora una funzione (-,-) : X x X — C (oppure R) soddisfacente le
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seguenti proprieta:

(1) (0, 0) >0 (positivita)
(2) (p,¢) =0 se esolose p=0 (definitezza)
(3) (0, ¥) = (¥, p) (simmetria)
(4) (g + B, x) = ale, x) + B(¥, x) (linearita)

per tutte le ¢, 9,y € X e a, 8 € C (oppure R) & definita prodotto scalare o
prodotto interno (il soprasegno indica il complesso coniugato). Dalle (3)-(4)
segue immediatamente la sesquilinearita, o bilinearita

(0, atp + Bx) = alp,¥) + Ble, X).

Norma indotta. Ogni prodotto scalare induce una norma, cosi definita

lell = v/ (v, ¢)

per ogni ¢ € X. Per ogni coppia di elementi ¢ e ¥ di X, vale inoltre la
cosiddetta disuguaglianza di Schwartz

(e, )| < el 11l

Spazio pre-Hilbert. Per spazio pre-Hilbert si intende uno spazio lineare
dotato di prodotto interno.

Spazio di Hilbert. Si definisce spazio di Hilbert uno spazio pre-Hilbert
completo rispetto alla norma indotta dal suo prodotto scalare.

Esempi di spazi di Hilbert.

1. Lo spazio L*(Q) ¢ uno spazio di Hilbert rispetto al prodotto interno

(‘Paw):/ggo(w)w(w) dzx.

2. Lo spazio [? delle successioni complesse {x,}°°, ¢ uno spazio di Hilbert
rispetto al suo prodotto interno

({xn}?zo:h {yn}qozozl) = Z T, Ypy-
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