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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Solutions des problémes Sturm-Liouville indéfinis
dans un demi-espace. Note de Martin Klaus, Cor van der Mee et Vladimir Protopopescu,
présentée par Jacques-Louis Lions.

On considére des équations de diffusion du type Sturm-Liouville et on construit Jenr solutions de deux
maniéres différentes : (i) par un développement suivant les fonctions propres et (i) en utilisant une équation
intégrale et factorisation de Wiener-Hopf.

MATHEMATICAL ANALYSIS. — Half-range Solutions of Indefinite Sturm-Liouville Problems.

We consider diffusion equations of Sturm-Liouville type and construct their solutions in two different ways:
(i) by means of an eigenfunction expansion and (it} by using an integral equation and Wiener-Hopf factorization.

Cette Note concerne ’étude des équations de diffusion du type Sturm-Liouville indéfini.
On se propose de développer deux méthodes équivalentes pour construire des représenta-
tions explicites des solutions de ces équations. La premiére méthode est basée sur un
développement suivant les fonctions propres, alors que la seconde utilise une éguation
intégrale de convolution, qui se résout par la factorisation de Wiener-Hopf.

1. FORMULATION DU PROBLEME, — Soit [={g, b) un intervalle fini ou infini, et soient
p{un) une fonction positive, localement absolument continue, ¢ () une fonction réelle
continue définie sur I et w{u) une fonction poids continue avec un nombre fini de
changements de signes, a<c¢; <c¢, < ... <cy<b. On considére le probiéme :

@ w02 = ‘3(p<u)a“.’(x, u)) —aWY W (O<x<oo, pel)
X o on
O 3 ® VO =0, s w(>0,

{¢) J[\l;(x, W |*|w W |du=0 (1) ou o(1) lorsque x — o,

ou ¥r{x, ) satisfait les conditions aux limites auto-adjointes de I'opérateur différentiel
Ah— —(ph'Y +qgh.

On suppose que le spectre o{A) de A est dans {0} U e, o) pour un £>0. De plus
on suUppose que :

j|W(u)h(u)izduECfI((A+€)h)(i1)J2du,

I 3

pour tout h dans le domaine de A. Avec 'hypothése que dans un voisinage de chaque

point ¢; il existe a;> —(1/2) et une fonction 'vj(u)eC1 tels que :
W(u):ngn(u_Cj)-iu_chjUj(u) et v;(c;) #0,

Beals [1} 2 montré que le probléme aux limites susmentionné a une solution unique dans
H,=1,(; w(u)[du) pour chaque ¢, e Hy avec son support dans I, = {pel/w()>0}.
Si 0¢ o (A) on peut choisir soit O (1) ou o(1) dans (1} (c). Cependant, si 0ec(A) et @,
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est I'unigue fonction propre de A associée 4 la valeur propre 0, nous devons choisir :

O (1) dans le cas Ao=jw(p)|cpo(p)I2dpg0
I
et ofl) si Ag<OG

Dans le cadre d’une utilisation possible ¢’un développement selon les fonctions propres,
il suffit de calculer "opérateur albedo réduit E, qui est donné par :

(Ey 0 ) (W=¥(0, ) (pel).

2. SOLUTION UTILISANT LES FONCTIONS PROPRES. — Il est bien connu ({1], {2]) que le
probléme (singulier) aux limites :

—(Po) +3@=rwaq,
¢, satisfait les conditions auto-adjointes du A,

a son spectre X dans 'ensemble {0} {3, ) U{— oo, —8] pour un §>0. De plus,
0eX si et senlement si Oec(A). Si Oeo(A) et Ay=0, on peut trouver un Y, unigue
satisfaisant :

—(Vo) +avo=wo, et fﬂ%lzdp:(l

I

On désigne par P, le projecteur de Hy sur le sous-espace fermé des fonctions propres
associées aux valeurs propres positives en direction du sous-espace fermé des fonctions
propres associées aux valeurs propres non positives. On définit P, =P, si 0¢c(A).
Dans le cas ol 0e o (A) on définit :

-1
P, =P, h si A;<O, f’+h=P+h+(jwcpolT!0du) cpo.th\TJOdu si Ag=0,
| 1
et:

-1
P+h=P+h+<jw|mof2dp) Po- jwhq?odp si Ag>0.
1 1

TheoREME 1. — Pour h, e Hy avec son support dans 1. = {uell +w()>0} on définit
les opérateurs K . par :

(K ko) (w)=+Fr b)) (W) pour pel_.

Alors Popérateur albedo réduit E. est de la forme E, o, =@, +g ot g est la solution
unigue dans Hy (avec support dans I_) de Péguation :

g+K._g=K,0,.

Lorsque P est exprimé en termes des fonctions propres ¢, comme on peut le faire
pour I'équation Fokker-Planck [3], on obtient une éguation intégrale qui doit étre résolue
numériquement.

3. SOLUTION PAR UNE FACTORISATION DE WIENER-HoPE. — Sur chaque intervalle (a,, ¢;).
{css C3). .., (Cn, B} on peut construire des opérateurs strictement positifs auto-adjoints
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Ag ..., Ay en imposant a Popérateur k — —(ph’Y + qh des conditions aux limites addi-
tionnelles aux points ¢,, .. ., cx. Lorsquon écrit A=A, @...@ Ay et suppose 0¢ 5(A),
I'opérateur Ch=(A~*—A 1) (wh) est borné dans Hy, est de rang fini {<N) et est la
différence des opérateurs : T, h=A '(wh) et Sh=A""1 (wh). Pré-multipliant le probléme
aux limites original par Fopérateur A%, le probléme modifi¢ a la méme unique solution
dans Hy. De plus on peut montrer que la probléme modifié est équivalent i 'équation
intégrale de Wiener-Hopf :

e(x)+ ;".[m Hi(x—xVCo(xX)dx'=#(x)p,, 0O<x<ow,
X Jo
ou:
w(x)=r<p(x')dx'

et :
{ (o, R ()= |w@] ™ exp (—x/w@)h@) si xw@w>0

(# () (W=0 si xw(w)<0.

On peut aussi montrer que I'équation intégrale est équivalente & I'équation de Wiener-
Hopf 2 valeurs matrices Nx N :

C(x)+difwnﬁl(xmx’)CjC(x’)dx’=n,}2’1(x)(p+, 0<x<oo,
X Jo

avec {(x)=mno (x) o j: RanC" — H; est I'injection naturelle, m: Hy - RanC" est le
projectenr Hy-orthogonal et C* est I'opérateur adjoint de C dans H,. En utilisant le
principe géométrique de factorisation de Bart et coll. [4] et la théorie des équations de
Wiener-Hopf on obtient :

TuEoREME 2. — Il existe des fonctions matricielles H, et H, d’ordre N satisfaisant :

A@)=I-n(z"'-T,) Cj=H,(-1/2)H,(1/z),

ou les facteurs ont les propriétés suivantes ;

(1) H,(z) et H,(z) ainsi que leurs inverses sont continues dans le demi-plan fermé de
droite (sauf a l'infini) et analytiques dans le demi-plan ouvert de droite;

(2) H,(0%) and H,(07) (lorsqu’on tend vers zéro par valeurs prises dans le demi-plan de
droite) sont des opérateurs d’identité;

(3) H;(z) et H,(z) ainsi que leur inverses sont o(z) lorsque z — oo dans le demi-plan
fermé de droite.

THEOREME 3. — Soit o4(.) la résolution d'identité de T, considérée comme opérateur
H-auto-adjoint. Alors Popérateur albedo réduit B, est donné par :

0] [23) v .
E+(P+=<P++J J = o, (dmCiH(—p) H, (Wno, @v)e,.
—w@Jom HTV

Le lecteur trouvera le développement des calculs dans [5].

Remise le 17 décembre 1984.
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