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Capitolo 1

EQUAZIONI DELLA FISICA
MATEMATICA

1 Coordinate ortogonali

Partendo dalle coordinate cartesiane x = (x1, x9, x3), sia u = (u, ug, u3z) una
trasformazione delle variabili in R?, dove u; = u;j(@1, x9,23) (j = 1,2, 3) sono
funzioni di classe C? e la matrice Jacobiana & invertibile (per  in un aperto
di R?). Derivando le variabili xy,xs, 3 rispetto alle nuove variabili uy, us, us

otteniamo

d . 3 8:171d

=1

Quindi la distanza al quadrato tra due punti vicini tra loro e

3 3
ds* = Z da? = Z gijdu;dusy,
i=1

i.j=1

dove
3

. ij a.]fj
il = ; auk 8ul

¢ la cosiddetta metrica. La trasformazione si dice ortogonale se la metrica
{gr}3,—, ¢ una matrice diagonale, cio¢ se le righe della matrice Jacobiana

[ 891;1 81'2 8:1:3 T
3u1 8U1 8u1
J = 6.771 81'2 81’3
| Quy Oug  Oug
3:151 8332 (91’3

| 6u3 8U3 8“3 i




sono ortogonali. In altre parole, la trasformazione si dice ortogonale se

Ox; Oz
— = k#£1.
gkl = Z Dy, 8ul 0, #
In tal caso ,
ds® = (hidu;)?,
i=1
dove
1/2

= (S (2 k=
k= ; a—Uk , =1,2,3.

Si vede facilmente che la matrice diag (1/hy,1/hs,1/h3) J € ortogonale (cioe,
U™t =U" e quindi det U € {—1,+1}). Dunque

’ det J‘ = h1h2h3.

Per ogni punto (uy, us, u3) delle nuove coordinate per cui det J # 0, passano
tre superfici u; = costante (¢ = 1,2,3). In questo punto definiamo il vettore
e; di lunghezza 1 normale alla superficie u; = costante e nella direzione in cui
cresce u;. In tal caso i tre vettori eq, eo, e3 formano un sistema di coordinate
cartesiane tale che e; - (ex X e3) > 0.

Il gradiente di v ha la forma

3
19y
v=) — e
27y oy ©

la divergenza della funzione V' = Vje; + Vies 4+ Vses a valori vettoriali ha la
forma

. 1 0 0 0
= hoh hsh —
VV hlhghg {aul (‘/1 2 3) 8uQ (‘/2 3 1) + 8U3

(V3h1h2)] ,

e il rotore di V' ha la forma

Vv o (KK O,

hlhghg 8u2 8U3 8U3 0u1
d(h,V d(hsV-
L (A oV, T
6u3 8u1

Quindi I'operatore di Laplace

2

3
0
_ 2 _
A=V'=) 5=
7j=1
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si rappresenta nella seguente forma:
1 0 ([ hshs 0 0 ([ hshy 0 0 [ hihy 0
Adp = 2h3 OY n 3hy OY n 1he OY '
hlhzhg 3u1 hl 8u1 8u2 hz aUQ au:), hg (9u3

Esempi:

a. Coordinate Cilindriche: x = rcosf, y = rsenf, z = z. dove r > 0,
0<60<2m zeR. Allora h, =1, hy =r, h, = 1. In tal caso

82¢ 10y 10% 0%
A — ==+ — I.1
V= 87"2 rar + r? 0602 + 022" (L.1)
Sostituendo per ¢ una funzione ¢ = 9 (r, 0) che non dipende da z si trova
I'operatore di Laplace in coordinate polari:

o 10y 10%

A= 87“2 ror | r2 962 (12)

b. Coordinate Sferiche: x = rsenycosf, y = rsenysenf, z = rcosp,
dove r > 0, p € [0,7], 8 € [0,27). Allora h, = 1, hy, = r, hy = rsen .

In tal caso
0% 200 1 0% 1 0 oY
Ao TV 200 1.3
v or? * rr * r2sen2p 002 * r sengoago (Sen@&p) (13)
Introducendo la nuova variabile & = cosp € [—1,1] (tale che d¢ =

—senpdp, 1 — £2 = sen?¢p) otteniamo!

a?w 2 O 1 9% 190 0y O
A= T Ty (1—52)392+_23_§<( “ag) (14)

c. Coordinate Parabolico-cilindriche (vedi [9]): z = § (u* —v?), y =

cuv, z = z,dove u € R, v > 0, z € R, e ¢ & una costante positiva. Allora
hy = hy = eVu? + 02, h, =1.

In tal caso

A = (L5)

1 0% N 0*Y N 0*
(u? 4+ 0v?) \du?  Ov? 022

1Usando le coordinate ortogonali (1,6, &) direttamente si trovano le espressioni h, = 1,

ho =ry/1—¢€%e he = (r/\/1—&?).



d. Coordinate Ellittico-cilindriche (vedi [9]): x = ¢ coshu cosv, y =
csenhusenv, z = z, dove u > 0, v € [0,27], z € R, e ¢ & una costante
positiva. Allora

hy = hy, = C\/cosh2 usen 2v + senh 2u cos? v = cv/senh 2u + sen 2v,
h, = 1.

In tal caso

Ay =

2 2 2
! (aw+aw>+a¢ (1.6)

c?[senh ?u + sen 2v] \ Ou? = Ov? 022"

2 Separazione delle variabili

1. Separazione in Coordinate Cartesiane. Consideriamo 1’equazione di
Helmholtz
A+ k*p =0

in tre variabili (x,y, z) per k > 0 nel dominio [0, a] x [0,b] x [0, c]. Ponendo
Uy, 2) = X(2)Y (y)Z(2),
dove X (z), Y(y) e Z(z) sono di classe C?, si trova

B % 9 _ X//(l,) Y//(y) Z”(Z)
=2 TV S Xw TYw T2

In tal caso esistono tre costanti k7, k7 e kZ tali che

0 + k2.

X'a) o V'0) e Z0E)

X(o) TS Y T ) TR0

dove
k24 k2 + k2 =k

2. Separazione in Coordinate Polari. Consideriamo 1’equazione di Helm-
holtz

A + k2 = 0

in due variabili (z,y) per £ > 0 nel dominio

D:{(az,y):Og\/mgL},
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dove L € (0, 4+00). Ponendo

¥(r,0) = R(r)©(0),

dove R(r) e ©(0) sono funzioni di classe C? inr € (0, L) e § € R con O(0+27) =
©(0), si trova

%4_1{;2:

=3 R(r)

1 [&R 1dR I
dr?  rdr ’

T 26(0) 452

oppure

2 2 2
r {dR 1d_R]+k2T2+ 1 20

R(r) | dr? " 7 dr o) do>

L’espressione precedente ¢ la somma costante di una funzione di r (che non
dipende da #) e una funzione di 6 (che non dipende da 7). Dunque i due
termini devono essere costanti.

Proposizione 1.1 Sia ©(0) una funzione di classe C?, non banale, tale che

1 %0 B

Allora C = m? per qualche m =0,1,2,--- ¢

o0) costante, m =20
costy cosmb + costy senmb, m=1,2,3,---.

Dimostrazione.  Per C' < 0 si ha la soluzione generale
©(0) = ¢ cosh(0vV —C) + casenh (v —C).
Sostituendo ©(f + 27) = O(6) e le formule d’addizione

cosh(a + 3) = cosh a cosh 3 + senh asenh 3
senh (a + ) = senh a cosh [ + cosh asenh 3,

risulta

¢, cosh(9v/—C) + ¢ysenh (v —C)
= [cl cosh(2mv/—C) 4 cpsenh (2%\/?)} cosh(9v/—C)

+ [cl sinh(27v/—C) + ¢, COSh(Qﬂ'\/j)} senh (6v/—C),



dove 6 € (0,2m) & arbitrario. Quindi

1 — cosh(2my/—~C)  —senh (27v/—C) ] { c1 ] _ [0 ]
—senh (27v/—C) 1 — cosh(27v/—C) Co 0’

implicando ¢; = ¢ = 0, poiche il determinante del sistema 2(1—cosh(27y/—C"))
< 0. 2 D’altra parte, per C > 0 troviamo la soluzione generale

O(0) = ¢1 cos(vV—C) + casen (v —C).
Nella stessa maniera risulta il sistema

il el - 10

con determinante 2(1 — cos(27v/C)). 11 determinante si annulla se e solo se
C = m? per m € N. In tal caso tutti gli elementi della matrice si annullano
e quindi le costanti ¢; e ¢o sono arbitrarie. Infine, per C' = 0 troviamo la
soluzione generale O(f) = ¢; + 0. In tal caso ©(0 + 27) = O(#) implica
co = 0. (Il

d’©

Sostituendo ——

5 = —m? per m=0,1,2,---, otteniamo

d’R 1dR+ [ m?

dr? T rdr

con le condizioni al contorno R(0") finito e R(L) = 0. Se invece della condi-
zione di Dirichlet 1|gp = 0 si considera la condizione di Neumann g—g:bp =0,
risultano le condizioni al contorno R(0") finito e R'(L) = 0.

Per k = 0 si trova l'equazione di Eulero r*R"(r) + rR/(r) — m*R(r) = 0
con soluzione generale

R(r):{cl—kcﬂogr, m=0

ar™+cer™™ m=1,23,---.

La condizione che R(0%) sia finito, implica co = 0. In tal caso R(L) # 0 per
ogni L > 0, eccetto nel caso banale ¢; = c; = 0. Quindi per £ = 0 non ci sono
soluzioni non banali. Purtroppo, se studiamo '’equazione di Helmholtz con la

2Dimostrazione alternativa per C' < 0: f027r|@(t9)\2d0 = —C’fo27T e"(0)O(0)ds =
727
-C [@'(9)@(9)}0 + C’fo27T |©'(0)]2df < 0, poiche il primo termine dell’ultima parte si
annulla per ragioni di periodicita, C' < 0 e ©'(6) £ 0. Contraddizione.

8



condizione di Neumann, risulta la soluzione non banale costante se m = 0; per
m =1,2,3,--- non ci sono soluzioni non banali.
Per k > 0 si ponga p = kr. In tal caso risulta ’equazione di Bessel

d*R  1dR m?

—+-—+(1—— | R(p) =0.
dp*  pdp ( p? ) )

Quest’equazione ha una singola soluzione linearmente indipendente limitata se

p — 0. Con un’opportuna normalizzazione questa soluzione si chiama J,,(p),
la cosiddetta funzione di Bessel di ordine m.

3. Separazione in Coordinate Sferiche. Consideriamo l'equazione di

Schrodinger

A+ k*p =V (/22 +y2 + 22
nelle variabili (x,y, z) per k > 0, dove il potenziale V' dipende soltanto dalla
variabile r = /22 + y? + 22). E compreso il caso dell’equazione di Helmholtz
(V =0). Ponendo

W(r,0,0) = R(r)S(0, ),

dove R(r) e S(0,¢) sono funzioni di classe C? in r € (0,+00) e (0,p) €
R x (0,7), si trova facilmente

Ay, 1 [dR  2dR
T 6 [W+W]
1 1 9%*S 1 0 S
< PN f k2 V().
+ r25(0, ¢) Len%& 00? + sen o dp (Sempaw)} + vir)
Quindi
1 9%S 1 0 S
< 22— _cs
sen 2y 002 + sen ¢ Op (Sempago) C56.)
e

>R 2dR C
02 + T ar + (k’Q — 7“_2) R(r) =V (r)R(r),
dove C' ¢ una costante.

L’equazione differenziale per S(6, ¢) ha soltanto una soluzione non banale
per certi valori della costante C. Per tali valori di C' le funzioni S(6, ¢) sono
multipli delle cosiddette funzioni sferiche.

Consideriamo ora ’equazione per S(6, ). Ponendo

S(0, ) = 0(0)(p),

si trova

! ! d2@+ ! L d sen e +C =
sen2p ©(0) d?  D(p)senpdy SDdgo B

9



Come di solito,

—_— = —m ,
O(0) db?
dove m = 0,1,2,---. Utilizzando la trasformazione X (§) = ®(arccos§), £ =

cos ¢ arriviamo all’equazione differenziale

d% ((1 —g2)‘;—)§> + <0— f—}) X(€) =0.

Quest’equazione si chiama 1’equazione per le funzioni associate di Legendre. Le
sue soluzioni non banali limitate se £ — %1 esistono soltanto per C' = (I + 1)
dove l =m,m+1,m+2,---. Nel caso particolare m = 0 si ottiene I’equazione
di Legendre

d N
@£ ((1 —£ )d_§> +U1(+1)X(E) =0,
dove | =0,1,2,---.
Ritorniamo all’equazione per R(r) con C' = [(l + 1):
d*R 2dR I(1+1)
W + ;% + k R(?“) = (V(T) + 2 ) R(?‘),

dovem=—-Il,—-l+1,---,1—2,1—1,1L.

4. Separazione in Coordinate Parabolico-Cilindriche. L’equazione di
Laplace in coordinate parabolico-cilindriche (u,v,z) (anche dette coordinate
paraboliche) ha la forma (1.5). Sostituendo

d(u,0,2) = Uu)V(0)Z(2)

otteniamo

1 U'(u)  V"(v) Z"(2) B
20 1 %) (U<u> V) > T2 T

Se richiediamo che Z(z) sia limitata, risulta

L (U VW)Y 2
2@ 17 (U(u) V) > =T 7)) -

dove A > 0 e una costante. Dunque

U’ (u) + (p — N2u®)U (u)
V" (v) — (p+ Nu?)V (v)

)

0
0,

10



dove p e un’altra costante. Introducendo le variabili € = uvel e n = vV,
dove £ € Ren >0, e ponendo = (2v + 1)cA otteniamo

V() + (20 +1— E)U() =0,
V'(n) — 2v+14+19*)V(n) = 0.
Studiamo ora ’equazione
u’ + (U4 1—22)u=0, (L.7)

dove u, z e ¥ non hanno piu lo stesso significato come prima. Sostituendo

u=e*"y, (1.8)

risulta I'equazione
V" — 220" + 200 = 0. (1.9)
Per v = 0,1,2,... la (1.9) si dice equazione differenziale di Hermite. Le

soluzioni della (1.7) si dicono funzioni parabolico-cilindriche.

11
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Capitolo 11

SPAZI DI BANACH E DI
HILBERT

In questo capitolo si introducono gli spazi di Banach e di Hilbert, gli operatori
lineari e loro spettro.

1 Spazi di Banach

Consideriamo noto il concetto di spazio vettoriale X rispetto ad un campo
di scalari F che supponiamo uguale a R (numeri reali) oppure a C (numeri
complessi). Quindi in X sono state definite I'addizione X x X — X e la
moltiplicazione scalare I x X — X con le solite proprieta aritmetiche.

Uno spazio normato X € uno spazio vettoriale su cui ¢ definita una norma
| ]| : X — R con le seguenti proprieta:

a. |||l > 0 per ogni ¢ € X; (positivita)
b. [|¢]| = 0 se e solo se ¢ = 0; (definitezza)
c. |lapll = |al|l¢|| per a € Fe ¢ e X; (omogeneita)
d. |lo+| < |l + || per ¢, ¥ € X. (disuguaglianza triangolare)

Dalle (c)-(d) segue subito che

e [llell = lllll < lle = ¥l per ¢, ¢ € X.

Per distanza tra ¢ e 1 si intende la ||¢ — ||

Uns successione {p,[|5, di elementi di X e detta convergente al vettore
v € X selim, . ||n — ¢|| = 0, ossia se, per ogni € > 0, esiste un intero n(e)
tale che ||¢, — ¢|| < € per ogni n > n(e).

13



Una successione {p, }7°; di elementi di uno spazio normato X si dice suc-
cessione di Cauchyse per ogni e > 0 esiste un intero n(e) tale che ||, —pm| < €
per n,m > n(e), ossia se lim, m—oo ||n — ©m|| = 0. La norma in X si dice
completa se ogni successione di Cauchy in X e convergente in X. Uno spazio
normato con norma completa si dice spazio di Banach.

Siano X e Y due spazi normati, U C X e f: U — Y. Allora f si dice
continua in ¥ € U se {f(¢n)}o, converge a f(y) in Y per ogni successione
{@n}5, in U che converge a ¢. La funzione f si dice continua se & continua
in ogni punto ¢ € U.

Discutiamo ora alcuni esempi di spazi di Banach, trascurando la dimostra-
zione della completezza della norma.

1. Per ogni sottoinsieme chiuso e limitato  di R™,! sia C(Q2) lo spazio
vettoriale di tutte le funzioni scalari (reali o complesse) continue in €.
Allora la funzione || - ||o0 : 2 — R,

1]l = max £,

introduce una norma completa in C(£2).

2. Per ogni sottoinsieme limitato Q di R"? sia C'(2) lo spazio vettoriale
di tutte le funzioni scalari (reali o complesse) continue e limitate in (2.
Allora la funzione || - ||« : 2 — R,

[flloe = sup [f(z)],
z€Q)

introduce una norma completa in C(£2).

3. Sia Q un sottoinsieme misurabile in R™. Con L?*(2) si indica lo spazio
vettoriale di tutte le funzioni al quadrato sommabili (nel senso di Lebe-
sgue) in 2, dove due funzioni per cui i valori sono diversi soltanto in un
sottoinsieme di {2 di misura zero, vengono considerate uguali. Allora la
funzione || - ||2 : L?(Q2) — R,

Hﬂbz([ﬂﬂwﬁmgwi

¢ una norma completa in L?((2).

'In generale, per ogni spazio compatto di Hausdorff
2In generale, per ogni spazio di Tychonoff €, cioe per ogni sottospazio di uno spazio
compatto di Hausdorff.

14



4. Sia 1 < p < oo. Sia ) un sottoinsieme misurabile in R™. Con LP(£2)
si indica lo spazio vettoriale di tutte le funzioni sommabili alla potenza
p-esima (nel senso di Lebesgue) in 2, dove due funzioni per cui i valori
sono diversi soltanto in un sottoinsieme di €2 di misura zero, vengono
considerate uguali. Allora la funzione || - ||, : LP(Q2) — R,

1= ( [ \f(x)\pdx)l/p,

¢ una norma completa in LP(€2).

5. Sia % lo spazio vettoriale di tutte le succesioni {z,}°°; scalari (reali o
. . o0 2 .
complesse) per cui la serie > > | |x,|° &€ convergente. Allora la funzione
Il €% = R,

o 1/2
[{zn}nzally = (Z ]an) )
n=1

¢ una norma completa in 2.

6. Sia 1 < p < oo. Sia £ lo spazio vettoriale di tutte le succesioni {z,}>°
scalari (reali o complesse) per cui la serie Y °, |x,|P & convergente.
Allora la funzione || - ||, : ## — R,

oo 1/p
{zn}ozill, = (Z Ixn!”) :
n=1

¢ una norma completa in ¢P.

Per un elemento ¢ di uno spazio normato X e r > 0, I'insieme

B(p;r) ={v e X :|lp—v[ <r}

e definito la sfera aperta di raggio r e centro . Un sottoinsieme U si dice
aperto se per ogni ¢ € X esiste r > 0 (che dipende da ) tale che B(y;r) C U.
Dato il sottoinsieme U di X, la parte interna U° di U & I'insieme aperto pilt
grande di X contenuto in U.

Un sottoinsieme U di X si dice chiuso se esso contiene tutti i limiti di tutte
le successioni con termini in U e limiti in X. Dato il sottoinsieme U di X, la
sua chiusura U @ il sottoinsieme chiuso pill piccolo di X che contiene U.

Dato il sottoinsieme U di X, la frontiera QU di U e l'insieme dei punti di
X che possono essere il limite sia di una succesione in U sia di una successione
in X \ U. Si dimostra facilmente che

oU=UnNn(X\U).

15



Un sottoinsieme U di X si dice limzitato se il diametro

diam(U) = sup{|lp — || : ¢, € X}

¢ finito. In tal caso esiste r > 0 (con r > 1diam(U)) tale che U C B(yp;r) per
un opportuno vettore ¢ € X.

Un sottoinsieme D di X si dice denso in X se ogni vettore ¢ € X ¢ il limite
di una successione con termini in D. Uno spazio di Banach si dice separabile
se ha un sottoinsieme denso finito o infinito numerabile.

2 Spazi di Hilbert

Sia X uno spazio vettoriale reale o complesso (cioe, F = R oppure F = C).
Allora una funzione (+,-) : X x X — F soddisfacente le seguenti proprieta:

a. (¢,9) =0, (positivita)
b. (¢,¢) =0 se e solo se ¢ =0, (definitezza)
c. () = (¥, ) per ogni ¢, 9 € X, (simmetria)
d. (ap+ B, x) = ale, x) + B, x) per o, B € F e p, ¢, x € X, (linearita)

e definita prodotto scalare (oppure prodotto interna, oppure, nel caso F = C,
prodotto sesquilineare). Nella (c) il soprasegno indica il coniugato complesso
se F = C. Dalle (¢)-(d) segue subito che

e. (x,ap+ BY) =a(x,¢)+ B(x,¢) per a, BEF e b, x € X.

Ogni prodotto scalare induce la cosiddetta norma indotta

lell = v/ (0, ©)-

Inoltre vale la disuguaglianza di Schwartz

[, ) < llell ¢l per ¢, ¢ € X,

che ¢ un’uguaglianza se e solo se ¢ e 1 sono proporzionali. La disuguaglianza
di Schwartz implica la disuguaglianza triangolare®

le+oll <llell + vl v eX
3Dim: Sia £ un numero complesso di modulo 1 tale che &(p, ) = |(¢,%)| e sia x = 1.
In tal caso ||| = ||¢|, mentre per ogni ¢t € R si ha 0 < |l¢ + tx||? = |l¢l|® + 2t(¢, x) +

t2||x||?. Quindi il discriminante di questo polinomio reale quadrato & non positivo. Dunque

(0, )12 — 4lll? ||2><H2 < 0 e quindi [(ip, )] < [lo] [[¥]] , ,
Dim: [+ II* = pl2 + 16112 + 2Re(p, ) < Il + 14612 + 2lell 6] = (el + o612
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Uno spazio vettoriale con prodotto scalare si chiama spazio pre-Hilbert.
Uno spazio pre-Hilbert con norma indotta completa si dice spazio di Hilbert.
Uno spazio di Hilbert soddisfa all’identita del parallelogramma

lo +wl” + lle — 9 II* =2 (lel* + [111%) -

Vice versa, se la norma di uno spazio di Banach soddisfa all’identita del
parallologramma, essa ¢ la norma indotta di uno spazio di Hilbert.

Il prodotto scalare puo essere espresso nella norma tramite la cosiddetta
formula di polarizzazione:

oy LK+ 01 = o= i) PR
’ Ll + 9l =l — ol + il + | —illp —ip|?, F=C.

Discutiamo ora alcuni esempi di spazi di Hilbert.

1. Sia Q un sottoinsieme misurabile in R". Con L?*(Q) si indica lo spazio
vettoriale di tutte le funzioni al quadrato sommabili (nel senso di Lebe-
sgue) in 2, dove due funzioni per cui i valori sono diversi soltanto in un

sottoinsieme di €2 di misura zero, vengono considerate uguali. Allora la
funzione (-,-) : L*(Q) x L*(Q) — C,

o) = ([ siteras) ”

¢ un prodotto scalare in L?*(2) che induce la solita norma.

2. Sia £? lo spazio vettoriale di tutte le succesioni {z,}°°, scalari (reali o
. . o0 2 s .
complesse) per cui la serie > > | |x,|° & convergente. Allora la funzione
(,): 2 x 0?2 —C,

- 1/2
({xn}zozla {yn};)zozl) = (Z Ln y_n> )

¢ un prodotto scalare in ¢? che induce la solita norma.

3 Basi ortonormali in spazi di Hilbert

Consideriamo prima uno spazio vettoriale di dimensione N con prodotto sca-
lare. Tale spazio ha una base ortonormale {¢,})_; di vettori di lunghezza
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1 ortogonali tra loro. Partendo da una base (i.e., sistema linearmente indi-
pendente massimale) {1, }_, qualsiasi, si puo Costrulre una base ortonormale
utilizzando il processo di Gmm Schmidt:

4 SOl
P1 =
ol
oy = Yo — (Y2, 1)1
|12 — E%Ml%%”
05 = V3 — (3, 01)p1 — (V3, 92)p2
13 — (3, 1)1 — (3, p2) 2|
oy = YN — (YN, 1)1 — - — (UN, on-1) PN -1
\ [on — (Wns 1)1 — o — (Un, ov—1)on—1]]
E facile controllare induttivamente che @; ¢ ortogonale ai vettori ¢1,...,¢@; 1

ehanormal (j=1,2,...,N).
Per trovare la base ortonormale {¢,}Y_, dalla base {1, }»_, in modo non
iterativo, si consideri la matrice di Gram

G = {(¥ns o) 1 s

n m
©n = E an‘wlm Pm = E lewz,
k=1 =1

e richiedendo che (¢n, ¥m) = dpm (essendo d,, la delta di Kronecker), ottenia-
mo

Sostituendo

n

Z CrkCont (U, V).

k=1 1=1

In altre parole, si cerchi una matrice sottotriangolare C' = (cnm)fx m—1 tale che
CGC* =1,

dove I e la matrice identita e C* ¢ la trasposta coniugata di C'. Quindi bisogna

trovare una matrice sottotriangolare L (con trasposta coniugata L*) tale che

vale la cosiddetta fattorizzazione di Cholesky G = LL* e poi invertire la L:

C = L~'. Per ottenere un risultato unico si richiede che L;; sia positivo.

Appena trovata una base ortonormale {p,})_,, si ottengono subito le
cosiddette identita di Parseval:

N
2
lel? = Z (@, 0n)|”
~
(0, 0) =D (0, 0n)(#n, ¥).
n=1

18



Consideriamo ora uno spazio di Hilbert separabile X a dimensione infi-
nita. Estraendo da un sottoinsieme denso e infinito numerabile D un siste-
ma di vettori linearmente indipendente massimale e applicando il processo di
Gram-Schmidt senza fermarsi ad un indice superiore N, si ottiene una base
ortonormale e infinita numerabile {¢, }°° ;. D’altra parte, I'insieme di tutte
le combinazioni lineari dei vettori di una base ortonormale infinita numerabile
di X e denso in X. Concludiamo dunque che uno spazio di Hilbert separabile
a dimensione finita viene caratterizzato dall’esistenza di una base ortonormale
infinita numerabile.

Data una base ortonormale {¢,}22; in X, risultano le identita di Parseval:

2
lell> = 1w, ea)l?,
n=1

(2,0) = ) (,0n) (#n, ©).

n=1

Inoltre, vale lo sviluppo

[e.o]

o= (,0n)Pn
n=1

nel senso che

lim =0.

N—oo

N
0= (0, 0n)pn
n=1

Introducendo la successione crescente di sottospazi

Eyn =span{py,...,on}

di dimensione N, si puo leggere quest’ultima relazione limite nella seguente
maniera: La distanza (ortogonale) tra ¢ e il sottospazio Ey tende a zero se
N — 00.> Quindi

N
o= > (9, )M
n=1
definisce la proiezione ortogonale di ¢ in Ey.
Dato lo spazio di Hilbert separabile X con base ortonormale {p,}52,, si
definisce la trasformazione lineare U : X — (% da

Up ={(2,¢n)}net s

5Sia Zﬁle Anpn un vettore arbitrario in Ey e F(A1,...,A\n) = H<p - 22[:1 AnPn

la distanza tra ¢ e En al quadrato. Si puo dimostrare che il minimo viene assunto per
An = (0, 0n) (n=1,...,N).

2
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ossia U ¢ la successione dei coefficienti (i, ¢,,) vista come vettore in £2. Allora,
applicando la definizione della norma in ¢2,

1Ue)? = Z (2, 00)” = llell?,

secondo l'identita di Parseval. Si verifica facilmente che U definisce una cor-
rispondenza biunivoca tra X e 2. Costruendo la U per X = (2 e la sua
base ortonormale canonica, si vede subito che U coincide con la trasformazio-
ne identita in ¢2. Concludiamo che, tranne una trasformazione unitaria della
base ortonormale, esiste un singolo spazio di Hilbert separabile.

4 Applicazioni

1. In X = L*(—m,m) le funzioni

formano una base ortonormale. Data una funzione f € L*(—m, ) e introdu-
cendo i suoi coefficienti di Fourier

1

- 77/!'L"Ed’
o= | S

si vede subito che ¢, = (2m)2(ip, ,,) per n € Z. Secondo I'identita di Parseval

segue
[ee)
IFI5=2m > leal?,
n=—oo
ossia
L[ 2 . 2
or | M@Pde= 3 laf
n=—oo
Inoltre, vale la convergenza della sua serie di Fourier
oo
f(l’) _ Z Cnemm
n=—oo

nel senso che

lim
N—oo

N
. § : Cn eine
n=1
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2. In X = L*(—m, ) le funzioni
1 cos(nz) sin(nx)
1) = , ,'CI:L‘: , Z = n:1,273,...7

formano una base ortonormale. Data una funzione f € L*(—m, ) e introdu-

cendo i suoi coefficienti di Fourier
1

an =— 7 f(x)cos(nx)dx, n=0,1,2,...,
T
1

by =—J"_ f(z)sin(nz)de, n=1,2,3,...,
0

si applichi I'identita di Parseval per trovare I'uguaglianza

oo

1 ™ ‘a ‘2
2 @R = S (el ).

T J_x

Inoltre, vale la convergenza della sua serie di Fourier

_ 50 + Z a, cos(nx) + b, sin(nx))

=1

3

nel senso che
2

. N
A}im f(z) — % — (a, cos(nzx) + by, sin(nx))| dz = 0.
> n=1
3. Sia X = L?(—1,1). Applicando il processo di Gram-Schmidt al sistema

{n}22, dove 9, (z) = 2™, si ottengono le versioni normalizzate dei polinomi di

Legenc;re. Infatti, moltiplicando questi polinomi da costanti positive tali che
hanno il valore 1 in x = 1, risultano i soliti polinom:i di Legendre

Pu() = ﬁ (%)n (22— 1)"

soddisfacenti .
2
/_ (#) P(w) dr = 5=

1
Data una funzione f € L?*(—1,1) e definendo i coefficienti

21 1
- /f VB(x)de, 1=0,1,2,....
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Tabella II.1: T polinomi ortogonali classici

Nome dei polinomi

=4
S

Legendre

Chebyshev di 1 specie
Chebyshev di 2 specie
Legendre associati
Jacobi

Gegenbauer o ultrasferici
Laguerre

Hermite

|
— e = = ey

P N N R N N
|

0N
3
g

2

M — —

—_ = = = e

~—

NN AN N N

o8

) 1/2
)1/2
)

m

)

—x
x
Hm per m=1,2,3,...
)*(1 4 2)? con a, B > —1
2 con A > —1

e ? per a > —1

—z2

Q)—lH)—lHH

— X
— X
— X
—T

otteniamo l'identita di Parseval

[ it mx—z S 0

e lo sviluppo

nel senso che

lim
L—oo

e definendo i coeffienti

_ /I Flx)pn(@)w(z) da

otteniamo l'identita di Parseval

JC

e lo sviluppo

= Bib()

L 2
- BP(x)
1=0

4. Sia I un intervallo della retta reale e w una funzione positiva quasi
ovunque su I tale che [ |z[*"w(z)dz < oo (n = 0,1,2,...).
processo di Gram-Schmidt al sistema {t¢, }°°, dove ¥, (z) = 2",
polinomi ortogonali {p, }>2, rispetto al peso w, dove il grado di pn ¢ uguale ad n
e i coefficienti principali sono tutti positivi. Data una funzione f € L*(I;w dx)

dr =20

n=0,1,2,...,

(e 9]

x)dr = Z lca)?

n=0

= Z CnPn (x)
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convergente nel senso che

2
lim w(z)dr = 0.
N—oo Jr

f(:)j) - Z Cnpn<x)

n=0

5 Operatori lineari

Siano X e Y due spazi di Banach. Un’applicazione T': X — Y si dice operatore
lineare se

T()\ll'l + )\2%2) = >\1T(l’1) + )\QT(I'Q), X1, € X, )\1, )\2 € F,

dove F' = R oppure F' = C. Molto spesso scriviamo Tz invece di T'(z). Gli
esempi principali degli operatori lineari sono le matrici n x m (come rappresen-
tazioni degli operatori lineari da F™ in F™) e gli operatori differenziali lineari.
L’immagine di tale T' ¢ U'insieme Im (T) = {Tz : * € X }; quest’insieme & un
sottospazio lineare di Y. Il kernel di T ¢ il sottospazio lineare di X definito da
KerT ={x € X : Tx =0},

Un operatore lineare T : X — Y si dice wnvertibile se € una corrispondenza
biunivoca tra X e Y.

Proposizione 11.2 Un operatore lineare T' : X — Y e invertibile se e solo se
ImT =Y e KerT = {0}.

Dimostrazione.  Se T e invertibile, si ha ovviamente Im7T =Y e KerT =
{0}. D’altra parte, se InT =Y e KerT = {0}, per ogni y € Y l'equazione
Tz = y ha almeno una soluzione x € X (poiche ImT = Y'). Se ci fossero
x1,29 € X tali che Tz = Taxy = y, allora T(x; — x9) = Txy — Taxg = 0 e
quindi &1 — x5 = 0 (poiche Ker T'= {0}) e 1 = 3. Quindi la soluzione x € X
dell’equazione T'x = y ¢ unica per ogni y € Y. O

Siano X e Y spazi di Banach. Un operatore lineare 7' : X — Y si dice

limitato se sup ||Tz|| < +oo. In tal caso il numero
[l=]|=1

Tx
Tl = swp Tl = sup L2
zeX, ||lz||=1 0F#zeX ”‘/EH

si dice norma di T. Se X = F™ (dove F' = R oppure F' = C) ha dimensione
finita, ogni operatore lineare 7' : X — Y ¢ limitato.
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a. Sia {e1, - ,e,} la base canonica di F™. Allora ogni operatore limitato
T : F" — Y puo essere rappresentato come

=1

i=1
Se si applica ad una matrice, la norma si chiama norma spettrale.®
Utilizzando questa rappresentazione, si dimostri la limitatezza di 7.

b. Siano X,Y, Z tre spazi di Banach esiano T : X — Y e S:Y — Z due
operatori lineari limitati. Allora ST : X — Z & un operatore lineare
limitato e ||\ST|| < ||S||||T||. Si dimostri questo fatto.

Proposizione I1.3 Siano X,Y spazi di Banach e siaT : X — Y un operatore
lineare. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

a. T € un operatore limitato.

b. T : X — Y ¢ una funzione uniformemente continua.
. T: X =Y ¢éuna funzione continua.

d. T: X —Y ¢ continua in 0.

o

Dimostrazione.  [(a)==(b)] Per 1,25 € X si ha grazie alla limitatezza di
T: [Tz, — Tas|| < [|T)|||z1 — x2|. Quindi, se ||z1 — x2]| < (¢/]|T|]), allora
|Txy — Txs|| < e. Allora T' ¢ uniformemente continuo.

[(b)=(c)==(d)] Ovvio.

[(d)=(a)] Sia T continuo in 0. Allora esiste § > 0 tale che ||z < §
implica || Tz|| < 1. Quindi per qualsiasi z € X con ||z|| = 1 si ha ||(§/2)z]] < 0
e dunque (6/2)||Tz|| = [|T(6/2)x| < 1. Allora ||z|| = 1 implica ||Tz| < (2/9).

Di conseguenza T & limitato con norma < (2/6). O

Consideriamo adesso lo spazio normato £(X,Y") di tutti gli operatori lineari
e limitati da X in Y, dove X e Y sono spazi di Banach. Scriviamo £(X) se
X=Y.SeX=F"eY=F"(per F=RoF=C), L(X,Y) coincide con lo
spazio delle matrici n x m.

Proposizione 11.4 Siano X,Y spazi di Banach. Allora L(X,Y) é uno spazio
di Banach.

Dimostrazione.  Sia {T,}>2, una successione di Cauchy in £(X,Y). In
altre parole, per ogni € > 0 esiste v € N tale che ||T,, — T},,|| < € per n,m > v.

6La norma spettrale di una matrice & uguale al suo numero singolare pill grande.
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Per # € X abbiamo la successione di Cauchy {7,,x}52, in Y. Per x = 0 questo
¢ chiaro. Per z # 0 si ha: per ogni € > 0 esiste v € N tale che ||T,,z — T,,,z| <
el|z]] se n,m > v, mentre £||z|| ¢ una costante positiva arbitraria. Siccome Y
¢ uno spazio completo, esiste, per ogni x € X, un vettore Tx € Y tale che
lim, oo ||Tne —Tx|| = 0. Si dimostra facilmente che 7" ¢ un operatore lineare.
Inoltre, per quel v = v(e) si ha ||T,x — Tz|| < ¢||lz|| se n > v (calcolando il
limite se m — 00). Quindi per un opportuno ny > v si ha

[Tl < | Thow = Tl + [T [ll2l] < (e + ([T D) [l2ll, 2 € X,

implicando la limitatezza di T'. Inoltre, siccome per ogni € > 0 esiste v € N
tale che ||T,x — Tx| < ellz|| se n > v, si ha |T,, = T|| — 0 se n — oo. In altre
parole, {T,,}5°, & convergente in L(X,Y). O

Discutiamo due esempi.

a. Sullo spazio ¢! definiamo I'operatore A come

[e.e]
= a1, = (Zn)nls;
Jj=1
dove {a;;)75_, & una matrice infinita. Allora A ¢ limitato se

oo
IA]| = sup ) |ai
JeEN i—1

Infatti, sotto questa condizione abbiamo

[Ax]ly = Z |(Ax);| < ZZ @i jlla;] < [1A] Z |5 = A%l

=1 j=1

< +00.

Abbiamo infatti trovato il valore esatto della norma di A, ma questo non
verra dimostrato.

b. Sullo spazio L?*(G) e per qualsiasi funzione misurabile limitata h su G
definiamo 'operatore M da

(Mf)(x) =h(z)f(z), xe€C.
Allora hf e misurabile se f € misurabile. Inoltre,
InfI* = / () f(2)[* da < ||R[|3 / |f(@)? dz = [R5 £1]3,

dove ||h]|ec = sup,eq |A(2)]. Quindi M & limitato su L?(G). Si dimostra
nella stessa maniera che M ¢ limitato su L'(G). In entrambi i casi |||
¢ un maggiorante della norma di M. Infatti ||h||« ¢ il valore esatto della
norma, ma questo non verra dimostrato.
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Finora tutte le dimostrazioni sono state abbastanza elementari. Il prossimo
teorema non e facile da dimostrare e richiede una certa proprieta topologica
(quella di Baire) degli spazi metrici completi.

Teorema I1.5 Siano X,Y spazi di Banach e sia T € L(X,Y) invertibile.
Allora l'operatore inverso T—1 € L(Y, X).

Il prossimo teorema fornisce un algoritmo per dimostrare I'invertibilita di
un operatore limitato e per calcolare (almeno in principio) la sua inversa.
L’operatore inverso verra costruito come la somma della cosiddetta serie di
Neumann che generalizza la serie geometrica. Abbiamo bisogno dell’operatore
d’identita Ix (oppure I se non c’¢ pericolo di confusione) su uno spazio di
Banach X: Si definisca Ixx = x per ogni z € X.

Teorema I1.6 Sia X wuno spazio di Banach e sia T € L(X). Allora T é
invertibile se ||I — T < 1. In tal caso

[e.9]

T_l = Z (I - T)j7

=0
dove (I —T)° = Ix e la serie ¢ convergente nella norma di L(X).

Dimostrazione.  Consideriamo le somme parziali

Sy=T+I-T)+IT-TP>+---+(I-T)" = Y (I -T).

Si vede subito (o quasi subito) che
TS, = ST = Sy — (I —T)Sy = Sy — Syt + 1. (IL1)

Adesso facciamo la stima [Vedi l'esercizio 1.9]

n+p ' n+p ‘ HI o T||n+1
n — nl|| — I-TY| < I—T|] < P ET———
j=n+1 J=n+1

cio implica che {5,}°°; € una successione di Cauchy in £(X). Dalla Propo-
sizione 11.4 segue l'esistenza di S € L£L(X) tale che ||S,, — S|| — 0 se n — 0.
Calcolando il limite in (II.1) se n — oo, otteniamo

TS=8ST=8-(1-T)S=8-85+1.

Di conseguenza T'S = ST = I, cioe S =T~ 1. 0
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Dalla serie di Neumann si ottiene facilmente

1

TYN< ——
=

se [ =T < 1.

Corollario I1.7 Siano X,Y spazi di Banach, T, S € L(X,Y) e T invertibile.

Se .
1T =S| < 7==7>
[7=1]]
allora S ¢é invertibile. In altre parole, l'insieme degli operatori invertibili in
L(X,Y) ¢é aperto in L(X,Y).

Dimostrazione. ~ Ovviamente, T-1S € L£(X). Inoltre,
1 = T38| = |77 = S) < 1T 1T = S1 < T T = 1

implica (secondo il teorema precedente) che T-1S ¢ invertibile. In tal caso S
¢ invertibile. O

6 Spettro di un operatore lineare

Sia X uno spazio di Banach complesso e sia T € L(X). Per ogni A € C
consideriamo gli operatori lineari A— T (cioe, AN x — T scritto male). Studiamo
I'invertibilita di A — 7" al variare di A.

Il numero A € C si dice autovalore di T se esiste 0 # z € X tale che
(A=T)z = 0 (cioe, tale che Tx = Az). Il vettore x si chiama un corrispondente
autovettore. In tal caso Ker(A —=T) = {z € X : (A = T)z = 0} ¢ l'insieme
di tutti gli autovettori corrispondenti all’autovalore A, piu il vettore zero. La
definizione generalizza quella per le matrici quadrate. Infatti, come per le
matrici quadrate 'esistenza dell’autovettore 0 # x € X tale che Tx = Az
implica che A\ — T non e invertibile. Per le matrici quadrate T" basta risolvere
I'equazione det(A — T') = 0 per trovare tutti gli autovalori di 7. Nel caso di
uno spazio X a dimensione infinita la situazione € molto piu complicata.

Sia X uno spazio di Banach complesso e sia T' € £(X). Il numero complesso
A appartiene allo spettro di T', o(T), se A —T NON e invertibile. Quindi tutti
gli autovalori di T" appartengono allo spettro di 7. Il numero complesso A
appartiene al risolvente di T', p(T'), se A — T & invertibile. Dunque p(T') & il
complementare di o (7).

Teorema I1.8 Sia T € L(X). Allora lo spettro o(T) di T é un sottoinsieme
chiuso e limitato di C, mentre il risolvente p(T') di T' & un aperto non limitato.
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Dimostrazione. ~ Sia A € p(T). Se |u—\| < [|[(A=T)71||7*, allora p € p(T).
Questo segue subito dal Corollario I1.7, poiche (u—A)Ix = (u—T) — (A=T).
Quindi p(T") & un aperto in C.

Se |A| > |IT|l, IX"'T|| < 1 implica Pinvertibilita dell’operatore A — T =
MIx — A7'T). Inoltre

1T S )
,1_ .
A=T)"'= XE == YIet (I1.2)

dove la serie ¢ convergente nella norma di £(X). Quindi lo spettro ¢ un insieme
chiuso contenuto nella palla di centro zero e raggio ||T|. 0

Utilizzando il teorema di Liouville dell’analisi complessa e il teorema di
Hahn-Banach dell’analisi funzionale, si puo dimostrare che lo spettro di un
operatore lineare limitato non ¢ mai vuoto. Quindi il suo risolvente non ¢ mai
Iintero piano complesso.

Sia r(T'), il raggio spettrale di T, il minimo di tutti gli r per cui la serie (I11.2)
¢ assolutamente convergente per ogni A € C con |A| > r. Allora r(T) < ||T'|| e
o(T) ¢ contenuto nel disco di centro 0 e raggio r(7'). Infatti quel disco ¢ il disco
di centro 0 piu piccolo che contiene lo spettro di 7. Utilizzando ’espressione
per il raggio di convergenza di una serie di potenze, troviamo

r(T) = lim || 77"

Sia T € L(X). La formula C = ¢(7T") U p(T) rappresenta una partizione
del piano complesso in due insiemi disgiunti. Adesso discutiamo un’ulteriore
suddivisione di C in quattro insiemi due a due disgiunti.

a. Se A — T ¢ invertibile, A € p(T"). Altrimenti, A € (7).

b. Se Ker (A —T) = {0}, Im (A — T") ¢ un sottospazio lineare denso in X
elm(A—T) # X, si ha A € 0.(T). Tali punti A\ appartengono allo
spettro continuo di T'. In tal caso ogni x € X si puo approssimare da

vettori (A — T')z per qualche z € X. Purtroppo esistono x € X tale che
I'equazione (A — T')z = x non ha nessuna soluzione z € X.

c. Se Ker (A —T) = {0} e Im (A —T') ¢ un sottospazio NON denso in X, si
ha A € 0,(T) [lo spettro residuo di T).
d. Se Ker (A = T) # {0}, A\ ¢ un autovalore di 7. L’insieme degli auto-

valori si scrive come 0,(7") [inglese: point spectrum]. Gli autovettori
corrispondenti all’autovalore A sono tutti i vettori in Ker (A —T) \ {0}.

Abbiamo ottenuto la partizione

C=p(T)Uo(T)Uon(T)Uoy(T)

o(T)
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del piano complesso in quattro insiemi due a due disgiunti.

Per determinare lo spettro continuo piu facilmente, dimostriamo il seguente
lemma.

Lemma I1.9 Sia T € L(X). Sia 0,,(T)" Uinsieme di tutti i X tali che ||(\ —
T)x,|| — 0 per un’opportuna successione {x,}2 | con ||z, || = 1. Allora

gp(T)U 0 (T) C 04p(T) C o(T).

Dimostrazione. ~ Dimostriamo prima che 0,(7") U 0.(T") C 04,(T).
Se A € 0,(T) e 0 # v € X ¢ un corrispondente autovettore, prendiamo
x, = (z/||z||) per ogni n € N. In tal caso (A — T")x,, = 0 per ogni n € N. Ne
segue che A € a,(T). Quindi 0,(T) C 04p(T).
Se A & 0,,(T), esisterebbe € > 0 tale che ||[(A —T)z|| > e se [|z|| = 1. In
tal caso si ha
A =Ty >elzl,  wexX.

Quindi A non & un autovalore di 7. Se y € Im (A — T'), esiste un unico vettore
x € X tale che (A —T)xz = y. In tal caso
IA=D) "yl <eMyl,  yelm(A-T). (I1.3)

Se Im (A —T') non ¢ denso in X, ne segue che A € ¢,(T"). Se Im (A—T") ¢ denso
in X, la stima (I1.3) si estende ad y € X per continuita, e dunque A € p(T).
In altre parole, C\ 0,,(T) C p(T') Uo,.(T), oppure 0,(T) U c.(T) C 0,,(T).
Se A € p(T'), esistono M, m > 0 tali che M||z| > |[[(A = T)z|| > m||z| per
ogni z € X (infatti, M = |A=T|em = [|[(A=T)7'|7!). Quindi se {z,}°, ¢
una successione con ||z, || = 1, non si ha ||[(A —=T)z,|| — 0. Quindi X\ ¢ 0,,(T).
Ne segue che o,,(T) C o(T). O

7 Operatori lineari autoaggiunti e unitari

Discutiamo ora gli operatori lineari su uno spazio di Hilbert. Sia X uno spazio
di Hilbert e sia T € L(X). Si definisce 'operator aggiunto 7 dall'uguaglianza
(T*z,y) = (z,Ty), z,y € X.

Utilizzando 'esercizio 1.3 si dimostra facilmente che

1T = suwp [Tl = suwp | <Twy>|
lzfl=1 lzll=llyll=1
= s | <a,Ty>|= swp |Ty] = |T].
lzll=[lyl=1 lyll=1

Quindi 7% € £(X) e |T%|| = ||T|-

“L’insieme si dice “approximate point spectrum.
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1.8. Si dimostrino le seguenti proprieta: (AT)* = AT* [(AT)* = AT* in uno
spazio di Hilbert reale], (T"+ S)* = T* 4+ S*, (I'S)* = S*T*, (T")* =T.

Sia X uno spazio di Hilbert e sia T" € £(X). Introduciamo le seguenti
classi di operatori lineari:

a. Gli operatori autoaggiunti: T* =T
b. Gli operatori unitari: T invertibile e T = T*.

c. Gli operatori normali: TT* = T*T. Osserviamo che gli operatori au-
toaggiunti e unitari sono ambedue normali.

1.9. Sia X uno spazio di Hilbert complesso e sia T' € £(X). Si dimostri che T
e autoaggiunto se e solo se (T'x,z) & un numero reale per ogni = € X. Si
consiglia sviluppare il prodotto scalare (T'(z + iy),x + iy) per z,y € X,
utilizzando che (T'z,z) € R per z =z, 2 = y e z = = + dy. 1l risultato
non vale in uno spazio di Hilbert reale.

Teorema I1.10 Sia T' € L(X) un operatore autoaggiunto. Allora
o(T) C{(Tz,z): |z|| =1} CR.
Inoltre, 0,.(T) = 0.

Dimostrazione.  Sia X € 0,(T") Uo.(T). Secondo il Lemma II.9 esiste una
successione {x,}>°, in X tale che ||z,|| =1 (n € N) e ||[(A = T)z,|| — 0 se
n — oo. Allora la stima [(A — T)xy, z,)| < [[(A = Tz, ||||zn|| con ||z,] =1
implica che

A= (T, z,) = (A —=T)xyn, ) — 0, n — oo. (IL.4)

Siccome (T'x,,z,) € R per n € N, segue A\ € R. Dunque 0,(T) Uo.(T) C R.
Sia A € 0,(T'). Siccome Im (A — T') ¢ un sottospazio lineare non denso in
X, esiste 0 # x € X tale che (A —T)z,2) = 0 per ogni z € X. In tal caso
segue, per z = «,
(Tx,x)
(z, )

Quindi o,.(T) C R. Da questo fatto si trova per ogni z € X

e R.

0=((A\=T)z2) = (2,(A - T)a),

e quindi (A — T)z = 0 mentre  # 0. Risulta che A\ € 0,(T). Siccome
0,(T) C R, si ha A € 0,(T). Contraddizione. Segue allora che o,(T) = 0.
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Infine, o(T) = 0,(T) U 0.(T) e la relazione (IL.4) [dove ||z,| = 1 per
ogni n € NJ implicano che lo spettro di 7' ¢ contenuto nell’intervallo chiuso
e limitato piu piccolo che contiene l'insieme {(Tz,z) : ||z|| = 1}. Infatti, sia
{(Tz,z) : ||z|| = 1} C [m, M]. Allora

m|z|* < (Tz,r) < M|z|]?, r e X.
Dunque per ogni x € X

{A >M: (A= M)|a]? > (A - D,2) > (A —m)|Jz|?
A<m: (m—Nel? < (T = Na,2) < (M =Nl

Di conseguenza, se A € R\ [m, M], non esiste nessuna successione {z,}>° ;| tale
che ||z, =1 (n e N) e [[(A—=T)z,| — 0. Quindi o(T") C [m, M]. 0

Si puo infatti dimostrare che per un operatore lineare autoaggiunto l'in-
sieme {(Tx,z) : ||z|| = 1} & l'intervallo chiuso e limitato reale piu piccolo
che contiene lo spettro di T. In particolare, gli estremi di quell’intervallo
appartengono a o(7T). Purtroppo la dimostrazione non & elementare.

Teorema I1.11 Sia T € L(X) un operatore autoaggiunto. Allora il suo raggio
spettrale coincide con la sua norma: r(T) = ||T||.

Dimostrazione.  Sia T € L(X) autoaggiunto. Allora
|IT2|)* = (T2, Tx) = (T"z,2) < |T7|ll|lz]l,  z€X,

dove e stata applicata la disuguaglianza di Schwartz. Passando all’estremo
superiore per gli z € X con ||z| = 1 si ottiene ||T]|? < ||T?| e dunque [Vedi
I'esercizio 1.9]

IT2|| = ||T]>.
Questo implica
|T*"|V*" =||T||, neN,
Passando al limite se n — oo si trova r(T") = ||T]]. O

Passiamo ora agli operatori unitari. Utilizzando la formula di polarizza-
zione si puo dimostrare che un’isometria (cio¢, un operatore lineare U su uno
spazio di Hilbert X tale che |U¢g|| = ||¢|| per ogni ¢ € X) ha la proprieta

(Up, Uy) = (0,9), e, € X,

e quindi la proprieta
U U, Uy) = (p,0), w0 eX
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Quest’ultimo implica che U & un’isometria in X se e solo se U*U = Ix. Nella
stessa maniera si vede che un operatore U ha la proprieta che U* & un’isometria
se e solo se UU* = Ix. Conclusione: U & un operatore unitario se e solo se U e
U* sono ambedue isometrie se e solo se U ¢ un’isometria invertibile. Siccome
in tal caso anche U™ e U™ = (U~!)" sono isometrie (n = 1,2,3,...) se U &
unitario, risulta

1o =1u—"f=1 n=123,....

Di conseguenza,
rU)=r(U") <1,

e quindi o(U) C {z € C: |2| = 1}.
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Capitolo 111

Funzioni Test, Distribuzioni e
Applicazioni

In questo capitolo discuteremo le distribuzioni, le funzioni test e loro appli-
cazioni principali. Il motivo principale per introdurre le distribuzioni nella
seconda meta degli anno 40 e stato la giustificazione rigorosamente matema-
tica della funzione delta di Dirac utilizzata in fisica teorica. Secondo i libri di
testo in fisica la funzione d(x — z) € una funzione con valori uguali a zero per
x # T, con il valore 400 per x = xq e tale che l'integrale fé(x — o) dx = 1.
Una tale funzione non si puo‘ inquadrare nell’ambito delle funzioni misurabli,
poiche essa si annulla quasi ovunque ma il suo integrale e uguale a 1. D’altra
parte, se f(x) ¢ una funzione, si ha

/ F(2)8(x — x0) = (o).

Quindi si potrebbe inquadrare la funzione delta di Dirac come 'applicazione
lineare f +— f(xo) applicata ad un’opportuna classe di funzioni test f. Siccome
deve avere senso il valore della f nel punto z¢, la f deve essere almeno continua.

Una possibile descrizione della funzione delta ¢ la sua rappresentazione
come caso limite di una successione {9, }>° ; di funzioni d,, abbastanza regolari
tali che

lim | f(x)d,(z — x0) dx = f(x0)

n—oo

per un’opportuna classe di funzioni test f. Per esempio, se il dominio della
funzione delta fosse la retta reale, ci sarebbero le seguenti possibilita:

a. 0,(x) = n per |z| < 5= € 6,(x) = 0 per |z] > 5

n

1—|—n2x2;

b, 0(z) = —
T
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d. 0,(z) = —n per |z| < 5, 6,(x) = 2n per 5= < |z| < £ e §,(z) = 0 per
z| > L.

Osserviamo che 1) 0, (z — xp) ha una peak per x = zy, 2) tende all’'infinito se
x = o, 3) tende a zero se x # xo, e 4) verifica [7_0,(z)dz = 1.

1 Funzionali Lineari

Sia X uno spazio di Banach reale o complesso (cioe F = R o F = C).
Un’applicazioni lineare ® : X — T tale che

|| < costiflell,  peX,
si dice funzionale lineare continuo in X. Utilizzando

[®]] = sup [Py
llell=1

per normalizzare i funzionali lineari continui si ottiene uno spazio di Banach
X*, il cosiddetto spazio duale.

Se X = F" ha dimensione finita n, esiste una corrispondenza biunivoca tra
i funzionali lineari (continui) e i vettori ¢ € F", dove

q><p=(90,¢)= Zizl ka%ka F—R,
Zk:l Sokwkv F=_C.
per ¢ = (p1,...,0n) € = (Y1,...,1,). Inoltre, se la norma & quella euclidea,
si ha ||®]| = ||«||. Di conseguenza, X* ha la stessa struttura di X.
Se X e uno spazio di Hilbert, esiste un’analoga corrispondenza biunivoca
tra i funzionali lineari continui ® in X e i vettori di X. Secondo il Teorema di

Rappresentazione di Riesz (Riesz’ representation theorem), per ogni ¢ € X*
esiste ¥ € X tale che

Dy = (p,1), peX.

Inoltre, [|®[| = [[¢]].
Generalmente X* non ha la stessa struttura di X se X e uno spazio di
Banach separabile.
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2 Funzioni Test

Sia D(R") lo spazio vettoriale di tutte le funzioni ¢ : R" — C di classe C*
che si annullano fuori di un insieme limitato. Allora gli elementi di D(R") si
chiamano funzion: test. Per esempio,

1
e — ), |z|<a
o) = Xp(|x|2—a2) l

0, |z > a,
dove = (z1,...,x,) € R". Si vede facilmente che
a. D(R™) ¢ uno spazio vettoriale;
b. Se ¢ € D(R™), allora
oM oo
dx{t Qwln

appartiene a D(R").

D%p 0, a=(ag,...,ap),

Si dice che una successione {p,, }>°_; converge a ¢ in D(R") se esiste un insieme
limitato K tale che ¢,,(z) = 0 per ogni € R"\ K (qualunque sia m) e se
D%, (x) — D%p(x) uniformemente in x € K, qualunque sia il multiindice
a=(a1,...,0p).

Spesso la terminologia funzione test viene utilizzata per gli elementi di uno
spazio vettoriale S(R™) piu esteso di D(R"). Poniamo

(14 |2])% = L+ |z )P . (L +|x])P, 2= (z1,...,2,) ER™, B=(F4, ..., 5Bn).

Allora una funzione ¢ : R" — C appartiene ad S(R™) se essa ¢ di classe C*
e (1+|z])?(DYp)(x) tende a zero se |x| — oo, qualunque siano i multiindici
a, 3. Si vede facilmente che

a. S(R™) ¢ uno spazio vettoriale;

b. Se ¢ € S(R"), allora
g1 oo
gry " Orgn

D% = a=(ag,...,ap),
appartiene a S(R™).
Si dice che una successione {¢,, }5°_; converge a ¢ in S(R") se, per ogni insieme
limitato K, (1 + |z|)?(D%m)(x) — (1 + |z|)°(D*p)(x) uniformemente in = €
K, qualunque siano i multiindici o = (c1,...,a) e B=(01,...,0n)
E chiaro che
D(R™) C S(R™) ¢ L*(R™) N L*(R™).
La vera sorpresa ¢ che D(R") sia un sottospazio lineare denso in L'(R™) e in
LA(R™).
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3 Distribuzioni

Una funzione misurabile f : R™ — C si dice localmente sommabile se converge
finito I'integrale [ 2 |f(x)] dz per ogni regione limitata E in R". L’insieme di
tutte le funzioni localmente sommabili ¢ uno spazio vettoriale: L (R™).

Essenzialmente una distribuzione ¢ un funzionale lineare: Per una distri-
buzione f e una funzione test ¢ si consideri il prodotto scalare (inglese:

pairing)
(fre) = | fla)p(r)d.
R”
Purtroppo, invece di considerare due funzioni f,p € L?(R") si prendano una
distribuzione f in uno spazio vettoriale piu esteso e una funzione test ¢ in uno
spazio vettoriale piu ristretto tali che

lim (f,om) = (f,¢)

m—00

per ogni successione {¢,, }>°_; che converge a ¢.
Piu precisamente, D'(R™) & I'insieme di tutti i funzionali lineari f in D(R")
tali che
Jim (f,om) = (£, )

per ogni successione {p,,}5°_; in D(R™) che converge a ¢. Identificando f €
L! (R") con il funzionale lineare

loc

o (o) = [ f@ptayda = [ fa)pd,

dove K e una regione limitato K fuori della quale si annulla la ¢, si vede
facilmente che
L*(R") C L} (R") C D'(R").
Ovviamente D'(R™) ¢ uno spazio vettoriale.
In modo analogo si definisce S'(R™) come I'insieme di tutti i funzionali f

in S(R") tali che
Tim (f, om) = (f,)

per ogni successione {p,,}°°_; in S(R™) che converge a ¢. Ovviamente S’(R")
€ uno spazio vettoriale tale che

L*(R™) c 8'(R") C D'(R™).

Purtroppo esistono funzioni localmente sommabili non contenute in S’(R").
Per esempio, €/l appartiene ad L! (R") ma non appartiene a &'(R"). Fortu-
natamente le distribuzioni che importano alle applicazioni principali, appar-
tengono a §’'(R") (e quindi a D'(R")).
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Una successione {f,,}5o_; in D'(R") (risp., in §’'(R™) converge a ¢ se
Tim (fim, ) = (f,9)

per ogni ¢ € D(R™) (risp., per ogni ¢ € S(R™)).
Discutiamo ora alcuni esempi.

a. Dato il punto xg € R", il funzionale

@ — ¢(wo)

appartiene a S'(R") (e quindi a D’(R™)), poiché per una successione
{em}_, convergente a ¢ in S(R") si ha ¢, (zg) — ¢(xp). Questa
distribuzione si chiama la distribuzione delta di Dirac:

(5%7 QO) = gp(x()).

b. Dato zy € R, il funzionale

sOH/mw(l‘)da?

appartiene a S'(R) (e quindi a D’(R)), poicheé per una successione qual-
siasi {¢om }2°_; convergente a ¢ in S(R) si ha

/x oo (o) d — / oo o(z) da.

Questa distribuzione si chiama la funzione di Heaviside:

(Hm¢%=ljﬂ@¢w=1:H@—wdﬂ@dﬂ

Si vede facilmente che H(- — xg) € L

loc

(R).

c. Una funzione localmente sommabile tale che per un certo m > 0

/umm+mwmm<+w

appartiene a S’'(R").

Per due funzioni f,p € S(R™), cioé per due funzioni f,¢ : R* — C di
classe C* che si annullano rapidamente se |z| — oo, abbiamo

(D*f, @) = (=1)l!(f, D),
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qualunque sia il multiindice o = (o, ..., a,) e per |a] = a1 +. ..+ ay,. Infatti,
per dimostrarlo si facciamo «; integrazioni per parti rispetto alla variabile x1,
«p integrazioni per parti rispetto alla variabile xs, ecc. Ad ogni integrazione
per parti si guadagna un meno e ci sono |«/| integrazioni per parti in tutto. Tale
formula si puo ora utilizzare per definire D*f per f € D'(R") e p € D(R")
loppure: per f € S'(R") e ¢ € S(R")]. La derivazione D®f non ¢ quella
classica. Tale derivazione si chiama derivazione debole.' La derivazione debole
¢ una trasformazione lineare continua nel seguente senso: Se {f,,}°°_; & una
successione che converge a f € §'(R") (risp., a f € D'(R™)), allora {D* f,,,}5°_,
converge a D*f € §'(R™) (risp., a D*f € D'(R")). Cio ¢ chiaro, poiche

(D fm,0) = (1) (fin, D) — (=1)1°U(f, D) = (D", ),

qualunque sia la funzione test .
Per esempio, calcoliamo ora la derivata debole H, della funzione di Hea-
viside H,,, dove xy € R. Infatti, per ¢ € S(R) si ha

<;Ww:%mmw:—/mw@m:—wwmmZmeﬁ%wx

o

e quindi
H, = 04,
essendo la distribuzione delta di Dirac. Purtroppo, non vale la relazione
L Hi(w — 20) = 6z — 20)
— H(x —xg) =6(x —x
I 0 0

in modo classico, poiche la derivata classica non esiste per x = x.

4 Trasformata di Fourier

4.1 Trasformata di Fourier negli spazi L' e L?

Sia f : R™ — C una funzione sommabile. Allora I'integrale (di Lebesgue)

ﬂagﬂmaz/ﬂmwwwa ¢ R,

¢ assolutamente convergente e |f(&)| < ||f|x, dove ||f]l; = [ 1f(zx)|dx & la
norma L' di f. In tal caso si definisce una funzione
& FIAIE) = f(©)

!Tecnicamente i due pairing (D, D) e (S§’,S) conducono a due derivazioni deboli diversi,
ma in pratica non ¢’¢ alcuna differenza, poiche le nostre distribuzioni appartengono a S’'(R™).
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su R™ che si chiama la trasformata di Fourier della f. Segue che f (£) & continua
in £ € R™.

Proposizione I11.12 Sia f € LY(R"). Allora F|[f](£) ¢é continua in £ € R™ e
tende a zero se |€] — +00.?

Siano f,g € LY(R™). Allora F[f], F[g] € L>*(R"). In tal caso risulta per

f,g € L*(R")
-/ { [ s dx} 9(6) de

= [ 1) | [ st ae| o = (1.9 (L)
o o]

-1 g(&)e“wdg] do=(f,3(-).  (2)

Inoltre, (). ¢ il prodotto scalare complesso di L?(R"), mentre (-,-) ¢ quello
reale.
Siano f,g € L'(R™). Allora il prodotto di convoluzione

(9@ = [ f)ate— v dy = [ o~ y)at)dy

conduce ad una funzione f * g € L'(R"™). Segue che

fxg=gx*[ (f*xg)xh=[fx*(gx*h),

dove f,g,h € L*(R™). Applicando la trasformazione z = x — y con y fissato si

ha
Flf*g](& /(/ f(y >e—i(m,§) du
_ / ( / F(g)e- 0O g(2)e i dy) dz = f(©)g(e).  (111.3)

In altre parole, la trasformata di Fourier manda L'(R™) con il prodotto di
convoluzione in C'(R™) con il prodotto algebrico usuale.
Consideriamo ora la trasformata di Fourier su L?(R").

2La seconda parte si chiama il Lemma di Riemann-Lebesgue.
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Teorema I11.13 (di Plancherel). Sia f € L*(R™) N L*(R"). Allora

o [ V©Fas = [ @P e (11L.4)

Inoltre, F' ammette un’estensione lineare ad L*(R™) che soddisfa (IIL.4) per
ogni f € L*(R™) ed ¢ un operatore invertibile su L*(R™).

Dimostrazione.  Prima diamo la dimostrazione per n = 1.
Sia f una funzione continua e regolare a tratti con supporto in (—m, 7).
Allora la serie di Fourier di f converge uniformemente ad f in x € [—m, 7]

flx) = % + Z (ay cos(nx) + b, sin(nz))

n=1
) > an_an inx a’n—i_ibn —inxz | __ - mnx

dove ¢, = (1/27) [T f(x)e " dx = (27)~ f(n) e

[ i@ =x (% +3 (o + rbm)

00 1 R
=2 3 fal=5- 3 1P

n=—oo n=—oo

Siccome ¢, e f] = (2n)" f(n + t) per ogni n € Z,t € R e |f(z)]? =
le=™t f(x)|?, risulta

[e'¢) 1 o0
[ irpae= [ [ 16 s
e} 1 0o .
- %nz_m/o [+ ) dt = %/_mu@w&.

Se f ha supporto compatto in R, si scelga ¢ > 0 tale che g(z) = ¢!/ f(cx)
ha supporto in (—m, 7). In tal caso

| lr@ra= [ gt

[e.9] —00
1 [e.9] o0

o LG = ANGIRS

27T —00 —00
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Se f € LY(R)NL*(R), approssimiamo f da funzioni continue e regolari a tratti
con supporto compatto e troviamo la stessa relazione.

L’equazione (II1.4) dimostra che F' puo essere estesa ad un operatore li-
neare F' da L*(R) in L?(R) che soddisfa (II1.4). Infine, siccome F manda il
sottospazio denso L'(R) N L*(R) di L*(R) nel sottospazio denso C'(R) N L*(R)
di L?*(R) e 'immagine di F ¢ chiuso, F' ¢ un operatore invertibile su L*(R).

La generalizzazione ad n € N segue applicando n trasformazioni di Fourier
unidimensionali in seguito. O

Corollario I11.14 Sia f € L*(R"). Allora l’operatore inverso ha la forma

1

F*m@wjgﬁmﬂeo_@%;/ﬂ@aM@m. (111.5)

Dimostrazione.  Si ricordi che (-,-). ¢ il prodotto scalare complesso in
L*(R™). Allora per f,g € L*(R™) N L?(R") segue

(Ff1,9)e = (F[f.9) = (f. Flg]) = (f, Flgl(=&))e,
e questa relazione si generalizza per f,g € L*(R"). Dalla (II1.4) segue che
(f,9)e = @m) " (F[f], Flg])e = (2m)"(f, F[F[g]}(=£))e,
dove f,g € L*(R™). Siccome f, g sono arbitrarie, ¢ valida la (IIL5). 0

Dal Corollario I11.14 si vede subito che (27)™™2F & un operatore lineare
unitario sullo spazio di Hilbert complesso L*(R™). L’applicazione dell’opera-
tore lineare (27)™"/2F ad una funzione f € L?*(R") non ne cambia la norma
L.

4.2 Trasformata di Fourier in S'(R")

La proprieta rimarchevole della classe S'(R™) consiste nel fatto che 'operazione
di trasformazione di Fourier non porta fuori dai limiti di questa classe.

4.2.a Trasformazione in S(R")

Visto che le funzioni appartenenti a S(R™) sono sommabili in R”, su queste
funzioni ¢ definita 'operazione F' di trasformazione di Fourier

ﬂOZFM@%i/ﬂﬂfm”M, o € S(RY).

In questo caso la funzione F[p|(£) la quale rappresenta la trasformata di Fou-
rier della funzione ¢, e limitata e continua in R™. La funzione ¢ decresce
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all'infinito pit rapidamente di qualunque potenza positiva di 1/|x| e percio
la sua trasformata di Fourier puo essere derivata sotto il segno d’integrale un
numero di volte arbitrario:

DF[#](€) Z/(—m)“w(fﬂ)e_“g’x) dx = F|(—ix)"¢|(£), (IL.6)

da cui segue che f = Flp] € C=(R"). Inoltre, possiede le stesse proprieta ogni
derivata D%y e quindi

FID*AO) = [ (DPela)) e 6 do = (<1 [ (o) (D% 6)) o

— ()i [ pla)e “W%—%B/w Je€5) da.
(IIL.7)
Infine, dalle formule (II1.6) e (IIL.7) si ottiene

£7Dp(¢) = (—)(i&) Fl(~iz)*¢](€) = (=) VIF[D (a*p)](€). (IIL8)

Dall'uguaglianza (I11.8) segue che per tutti gli o, 3 i valori di €8 D*F|](€)
sono uniformemente limitati rispetto a £ € R":

1P DF[p](€)] < / |DP(2%p)| da. (I11.9)

Cio vuol dire che F[p] € S(R™). Dunque, la trasformata di Fourier trasforma
lo spazio S(R™) in se stesso.

Visto che la trasformata di Fourier F[p] di una funzione ¢ appartenente
a S(R™) & una funzione sommabile e continuamente derivabile su R", allora,
siccome € L*(R"), la funzione ¢ ¢ espressa in termini della sua trasformata
di Fourier F/[p] mediante I'operazione di trasformazione inversa di Fourier F'~!:

p = FFlg]] = F[F~'[¢]], (IL.10)

i(&,x _ 1
)6 de = 5 FlYl(—a)
1

Je &) de = =) (x). _
(2m)" /1’/} ¢ d§ = (2ﬂ>nF[w( §)] () (II1.11)

Dalle formule (II1.10) e (III.11) deriva che ogni funzione ¢ appartenente a
S(R™) ¢ la trasformata d1 Fourier della funzione 1» = F~![¢] appartenente
a S(R"), con ¢ = F¢], e se Flp] = 0, anche ¢ = 0. Cio vuol dire che
la trasformazione di Fourier F' trasforma S(R™) in S(R™) ed inoltre in modo
univoco.

42



Lemma II1.15 La trasformazione di Fourier F' ¢ un’applicazione continua da
S(R™) in S(R™).

Dimostrazione. ~ Supponiamo che ¢ — 0 per k — +oo in S(R"). Allora,
applicando la (II1.9) alle funzioni y, si ottiene per tutti gli «, 5

D) < [ 1D°6 )] ds

dy
< DP(z® 1+ ”“/ —_—
< ;cséllgl ’ (37 Sok)’( |CC|) (1 T |y‘)n+1

da cui segue che
lim sup [€”DFlgi](€)] = 0,

k—oo ¢cprn

cioe Flpg] — 0 per k — oo in S(R™). Il lemma ¢ dimostrato. O

La trasformazione inversa di Fourier F'~! possiede proprieta analoghe.

4.2.b Trasformazione di Fourier in S'(R")

Assumiamo 1'uguaglianza (III.1) come definizione di trasformata di Fourier
F[f] di qualunque distribuzione f € S'(R"):

(Flfl,o) = (f.Fle]),  feSR), p€SR"). (IL.12)

Verifichiamo che il secondo membro di quest’uguaglianza definisce un fun-
zionale lineare continuo su S(R™), cioe che F[f] € S’'(R"). Infatti, visto che
Flp] € S(R™) per tutte le ¢ € S(R™), ¢ — (f, F[¢]) € un funzionale lineare
su S(R™). Supponiamo che ¢, — 0 per k — oo in S(R"). Per il Lemma
3.1, Flex] — 0 per k — oo in S(R™) e quindi, in virtu del fatto che f appar-
tiene a S'(R™), si ha (f, Flpr]) — 0 per k& — oo, di modo che il funzionale
© — (f, Flg]) ¢ continuo su S(R™). Dunque, l'operazione di trasformazione di
Fourier F' porta lo spazio §’'(R") in &'(R").

Inoltre, F' ¢ un’operazione lineare e continua da S'(R") in S'(R™). La
linearita di F' e evidente. Dimostriamo la sua continuita. Supponiamo che
fr — 0 per kK — oo in §'(R™). In questo caso, in base alla (II1.12), si ottiene
per tutte le ¢ € S(R™)

(Flfel, o) = (fr: Flg]) = 0,k — o0

Cio significa che F[fy] — 0 per & — oo in §’'(R"), cioe 'operazione F' ¢
continua da S&’'(R") in &'(R").
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Introduciamo in §’(R™) ancora un’operazione di trasformazione di Fourier
che denotiamo con F~!:

P = o

(2m)"

Flf(-2)], feS(RM. (IIL.13)

Dimostriamo che I'operazione F'~! & un’operazione inversa di F, cio¢
FUEf)=f  FIFfll=f  feSR. (I1.14)

Infatti, dalle (II1.10)-(II1.13) per tutte le ¢ € S(R"), si ottengono le ugua-
glianze

. 1 1
(EEA)L ) = (QW)H(F[F[f](_g)],@: (27r)n< [11(=€), Fl)
- (zi)n(F[f]vF[sO](—&)) = (F[f], F[¢]) = (f, FIF'[¢]])

= (f,9) = (f,F[Flel]) = (F7'f], Fle]) = (FIF'[f]], 0),

dove abbiamo utilizzato le corrispondenti proprieta in S(R") al sesto ed al
settimo passaggio.®> Ora seguono le formule (IT1.14).

Dalle formule (II1.14) deriva che ogni distribuzione f appartenente a S'(R™)
¢ la trasformata di Fourier della distribuzione g = F~![f] appartenente a
S'(R™), con f = Flg|, e se F[f] = 0, si ha anche f = 0. Abbiamo, quindi,
dimostrato che le trasformazioni di Fourier F' e F~! trasformano &'(R") in
S'(R™) in modo biunivoco e continuo.

Supponiamo che f = f(z,y) € S'(R"*) dove € R™ ed y € R™. Introdu-

ciamo la trasformata di Fourier F,[f] rispetto alle variabili z = (x1, zo, - , 2,),
ponendo per qualunque ¢ = p(z,y) € S(R"™)
(Flf], ) = (f, Fele])- (II1.15)

Come nel Lemma 3.1, si stabilisce che

&mmw:/w@w%@@eawm>

e l'operazione F¢lp] ¢ continua da S(R™*™) in S(R™™), di modo che la for-
mula (II1.15) definisce realmente una distribuzione F,[f](£,y) appartenente a
8’(Rn+m).

Esempio. Dimostriamo che

Fl§(z — x0)] = e &0, (II1.16)

3Si noti che S(R™) C L*(R").
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Infatti,

(F[6(z = m0)], ) = (0(z — @0), F[]) = Fle](xo)
= / p(E)e e dg = (74 ), p e SR").

Ponendo nella (II1.16) xy = 0, si ottiene

F[6] =1, (II1.17)
da cui .
di modo che
F[1] = (2m)"(§). (II1.18)

4.2.c Proprieta della trasformazione di Fourier

(a) Derivazione della trasformata di Fourier. Se f € S'(R"), si ha
DF[f] = F[(—iz)“f]. (II1.19)
Infatti, utilizzando la (IIL.7), si ottiene per tutte le ¢ € S(R™)

(DF[fl,¢) = (=1)I(F[f). D) = (=1)I(f, F[D*¢])
= (=1)1(f, (i2)* Fl¢]) = ((—iz)* f, F[0]) = (F[(ix)*f], ),

da cui segue la formula (II1.19). In particolare, ponendo nella (I11.19)
f =1 ed utilizzando la formula (II1.18), abbiamo

F[z®)(¢) = i D*F[1)(¢) = (2m)" i D*5(¢). (I11.20)
(b) Trasformata di Fourier della derivata. Se f € S'(R"), si ha
FID" f] = (i€)"F[f]. (I11.21)
Infatti, utilizzando la formula (II1.6), si ottiene per tutte le ¢ € S(R")

(FID°f).0) = (D°f. Flp]) = (=1)PI(f, D" Fy])
= (=1)7I(f, F(~i&)"¢]) = (~=1)(Ff], (=i&)°p) = ((i€) F[f], 0),

da cui segue la formula (II1.21).
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(c) Trasformata di Fourier di una traslazione. Se f € §'(R"), si ha
Flf(z — z0)] = e @02 F[£]. (111.22)
Infatti, abbiamo per tutte le ¢ € S(R")

(F[f(z — )], ) = (f(z — x0), Fle]) = (f, Flol(z + o))
= (f, Flpe @) = (F[f], e Op) = (70O F[f], ),

da cui segue la formula (I11.22).

(d) Traslazione della trasformata di Fourier. Se f € §’'(R"), si ha

FIfI(€ + &) = Fle©@ f)(¢). (I11.23)

Infatti, utilizzando la formula (I11.22), si ottiene per tutte le ¢ € S(R™)

FIfIE+ &), ¢) = (FIf], (€ = &) = (f, Flp(€ = &o)])
= (f, @I Flp]) = (O f, Flg]) = (F["© f], 0),

da cui segue la formula (I11.23).

(e) Trasformata di Fourier di rescaling. Se f € §'(R"™), per tutti i valori
reali di ¢ # 0 si ha

Fifel©) = e (£). (1120
poiche per tutte le ¢ € S(R™) abbiamo
(FUfen)). ) = (o). Flel) = 1z (17161 (£))
— L e (%59 _ N1 @E) gehy — c
ER (f v / #(8) df) (f; / CY) d¢') = (f, Flo(c)))

= (F1f)pte) = o (7101 (£) ).

|

5 Distribuzione in un Dominio

Sis 2 un sottoinsieme aperto di R”. Allora D(f2) sara lo spazio vettoriale di
tutte le funzioni ¢ : Q@ — C di classe C* che si annullano fuori di un sot-
toinsieme chiuso e limitato di 2. Una successione {¢,,}5°_; in D(Q2) ¢ detta di
convergere a ¢ se esiste un sottoinsieme chiuso e limitato K di €2 fuori del quale
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si annullano tutte le funzioni ¢,, e tale che (D%p,,)(z) tende a (D“p)(z) uni-
formemente in x € K. Osserviamo che per 2 = R" la definizione di convegenza
coincide con quella precedente. Evidentemente ogni funzione test ¢ € D()
puo essere estesa ad una funzione test in D(R") definendola uguale a zero
fuori del dominio €2. Di conseguenza, la distribuzioni appartenenti a D’(R")
si possono applicare all (estensioni delle) funzioni test in D(£2). Ora definia-
mo D'(€2) come lo spazio vettoriale di tutti i funzionali lineari f in D(2) che
sono continui nel seguente senso: Se {p,,}>°_, converge a ¢ in D(N), allora
(f,om) — (f,¢). In particolare, se f € L. (R™) si annulla fuori di Q quasi
ovunque, allora f € D’(Q2). Piu precisamente,

(1:9) = [ 1@ela)ds, o D).
Le derivazioni deboli si definiscono ora in D’(€2) in modo naturale:

(D f,¢) = (=1)l°l(f, D*p), f €D (Q), ¢ € D),

qualunque sia il multiindice a.
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Capitolo IV
PROBLEMI AL CONTORNO

In questo capitolo risolviamo alcuni problemi al contorno per un’equazione
differenziale alle derivate parziale, dove il dominio ci permette di eseguire una
separazione delle variabili.

1 Equazione di Laplace

1.1 Equazione di Laplace nel disco
Consideriamo 1’equazione di Laplace

Au =20 (IV.1)
nel disco G = {(x,y) € R?: /22 + y? < L} sotto la condizione al contorno

u = f sul bordo 0G. (IV.2)

Assumiamo che f sia continua sul cerchio 9G, e cerchiamo una soluzione u €
C?*(G) N CY(@G). In coordinate polari I'equazione di Laplace ha la forma

12 @ +l@—0
ror Tar r2 062

dove 0 < 0 < 27 (con periodicita) e 0 < r < L con continuita della solu-
zione per r — 0. La separazione delle variabili conduce alle soluzioni wug(r),

U (1) cosmb e uy,(r) sinmb, dove m = 0,1,2,... e la funzione u,,(r) soddisfa
I’equazione differenziale ordinaria
1d du,, m?
S e ) - = 0. IV.
o (7" = > = U (1) =0 (Iv.3)
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L’equazione (IV.3) & un’equazione di Eulero [r?u (r)+rul,(r) — m*u,,(r) = 0]

con la soluzione generale

dove c; e ¢y sono costanti arbitrarie. La continuita se r — 0" conduce ad una
soluzione costante se m = 0 e una proporzionale a ™ se m = 1,2, .... Quindi
la soluzione generale ha la forma

u(r,0) = % + nz::l r" (a, cosnf + by, sinnb) , (IV.4)
dove ag, ay, by, as, bs, ... sono opportune costanti.

Sostituiamo r = L in (IV.4) e applichiamo la condizione al contorno u(L, )
= f(0). Risulta

Qo > n .
f(0) = ) + Z L" (a,, cosnf + b, sinnb) . (IV.5)

n=1
Applicando la teoria delle serie di Fourier abbiamo for n = 1,2, ...

w=" 1" fo)as

™

a,L" = l/ f(0) cosnd db, b, L" = l/ f(6)sinnd do,
), ) .

dove la serie (IV.5) ¢ uniformente convergente in § € [—m, x| (e anche to-
talmente convergente) se f(#) e continua (con f(—m) = f(7)) e regolare a
tratti.

Sostituiamo ora le espressioni per i coefficienti di Fourier nell’espressione
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per la u(r,#). Risulta

-/
/.

1 1 m\" j 9) d
= 5 +; <E> cosn(6 —9)] f(0)de
R T i0-0)\" ~i(0-0)\" ) do
iy
T io—6) " —i(o—6) "
L 1 T (| SO
T 1 62(9*9)3 1 (0-0) —

/ - —cos (0 —0) + (T>
! L] 0) di
T om —n L2 —2rLcos(6 —0) +r?

il cosiddetto integrale di Poisson. Osserviamo che il nucleo di Poisson

2 =)
L2 —2rLcos(0 — ) + 2

e simmetrico in r e L e simmetrico in 6 e 0. Inoltre, e strettamente positivo;
le sue uniche singolarita si trovano sulla circonferenza r = L per 6 = 6.

Discutiamo adesso le proprieta delle funzioni wu(r, ).

Proposizione IV.1 Sia f € Ly(—m, 7). Allora u € Lo(G). Inoltre,

lim /_ﬂ £(6) — u(r, 0)2df = 0. (IV.6)

r—L— T
Dimostrazione.  Applicando 'uguaglianza di Parseval alla (IV.5) si ha

L[ 2 &
—/ HOIE % - Z L (|an|* + |ba]?) < +o00.
n=1

T J -z
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Quindi

L, o L r )
Al = [ - [ rlur o) ddr

L2|a0|2 © [2n+2 )
- =~ A n bn 2
1 +;2n+2<|“’+| )
L? |aol® | = ronsy. 2 117
< = L*(|a,, bol?)| = == )
< 5[5+ X el )| = T e
In altre parole, u € Ly(G).
Per dimostrare la (IV.6), si calcoli
1 (" S
=[O~ o) o =3 (=) (jau 4 )
- n=1
implicando la (IV.6). O

1.2 Equazione di Laplace nella sfera

Consideriamo I'equazione di Laplace (IV.1) nella sfera G = {(z,y,2) € R? :
V2 +y% 4 22 < L} sotto la condizione al contorno (IV.2). Assumiamo che f
sia continua sul cerchio dG, e cerchiamo una soluzione u € C?(G)NCHG). In
coordinate sferiche I’equazione di Laplace ha la forma

19 [ ,0u N 1 1 d%u N 1 0 (. 0u 0
—— | r*= = — (sinp— || =
r2 or or r? |sin?p 902  sing Op wago ’
dove 0 < ¢ < m, 0 < 6 < 27 (con periodicita) e 0 < r < L con continuita della

soluzione per r — 07. La separazione delle variabili conduce alle soluzioni

Y0, ),

dove Y;(6, ) sono le funzioni sferiche (I = 0,1,2,... e m = —I,...,[). Tali
funzioni hanno la forma

m le(COS @)(Sen gp)m COS(mG), m = 07 17 U 7l7
V" (p,0) = |m| m
P (cos @) (sen @) sen (|m]6), m = —1,-2,-- , L,
dove [ = 0,1,2,---. La completezza di un sistema ortogonale di funzioni
sferiche {Y;™} significa che ogni funzione f appartenente a Lo(S?) pud essere

sviluppata in serie di Fourier di queste funzioni:

o) l
F0,0)=>"3" a™v™(0, ),

=0 m=—1
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convergente in L2(S2). I coefficienti a!™ sono calcolati mediante la formula

m _  20+1 (I —|m|) //ZW d0d
K _27T(1+(50m ) (L4 |m|)! f(o (0, p)senp ¥

poiche le funzioni sferiche {Y;™} formano un sistema ortogonale e completo in
L?(S?), ed inoltre

1+ dom (14 |m])!
2041 1 —|m|)!"

1Y 1252y = 2

In tal caso, la soluzione u(r, @, ¢) del problema al contorno (IV.1)-(IV.2) ha la
seguente forma

W) =33 d (5 Y6, ¢).

=0 m=—1

1.3 Equazione di Laplace nel cilindro

Consideriamo ’equazione di Laplace
Au=0 (IV.7)

nel cilindro G = {(z,y,2) € R* : /22 +y> < L, 0 < z < h} sotto la

condizione al contorno
u = f sul bordo 0G del cilindro.

Assumiamo che f sia continua sul bordo 0G del cilindro e cerchiamo una
soluzione u € C%(G) N CY(G) del problema al contorno. Tale soluzione &
unica (perche?). Suddividendo OG nei tre insiemi 9, = {(z,y,2) € R3 :
Vri+y? =1L 0<z<h} 0 ={(r,y,2) e R®: /a2 +y> < L, z =0}
e O = {(z,y,2) € R®: /a2 +y2 < L, z = h}, scriviamo f come la somma
fr + fo + fn di tre funzioni con supporto in dr, dy e 0y, rispettivamente.
Le corrispondenti soluzioni ur, uy e uy, dell’equazione di Laplace (IV.7) con
condizione al contorno uy, = fr, up = fo € up = f1, su 0G soddisfano

ul—l—uo+uh:u,

grazie alla linearita del problema al contorno.
Risolviamo i tre problemi (per ur, ug e uy) separatamente, utilizzando le
coordinate cilindriche (r,0, z). In queste coordinate si ha G = {(r,60,2) : 0 <
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r < L, 0 < z < h}. Applicando la separazione delle variabili all’equazione di
Laplace in coordinate cilindriche
10 [ ou +182u+82u
—_—— ’r‘_ —_— —
ror \_ Or r2 002 022
cioe sostituendo u(r, 0, z) = R(r)O(0)Z(z) nella (IV.7) e utilizzando la condi-
zione di periodicita ©(f + 27) = ©(#), otteniamo

0, (IV.8)

1 d dR m? 1 d*Z
S (e I V.9
rR(r)dr (T dr) 2 Z(z) dz? ’ (1v.9)
dove m = 0,1,2,..., ©(f) ¢ costante per m = 0 e ©(f) & una combinazione

lineare di cosmf e sinmf per m =1,2,....
Prima risolviamo il problema al contorno per u;. Per convenienza scriviamo
u al posto di uy, e f invece di fr. In coordinate cilindriche si ha

u(r,0,0) =u(r,0,h) =0 = Z(0) = Z(h) =0,

mentre Z”(z)/Z(z) ¢ una costante C. Affinché Z(z) sia non banale, questa
costante C' deve essere non positiva. Si ottiene

nmtz nmw

Z(z)~sin<T>, C’:—<7>2, n=12,....

Dalla (IV.9) e dal valore di C' troviamo

drz ' dr

h

72

@R 1dR ((nﬂ'>2+m_2>R(r):O.

Sostituendo R(r) = R(p) per p = nmr/h, otteniamo I'equazione di Bessel
immaginaria di ordine m
’R  1dR m?\ -
—+——|14+— ) R(p) =0. V.10
dp® " p dp ( i p2) ) ( )

L’unica soluzione della (IV.10) (tranne un fattore costante) limitata se
p — 07 & la funzione di Bessel immaginaria I,,(p). Questa funzione & reale
per p > 0, ¢ proporzionale a J,,(ip), e non ha nessuno zero in R\ {0}. Cio
segue dal fatto che la funzione di Bessel J,,(p) non ha zeri non reali. Quindi
Jm(p) > 0 per p > 0.

In variabili separate abbiamo trovato le soluzioni

nmr nmz
](—)sin(—), m=0,n=1,2,...,
' 7“{L7T7’ nhwz
I, <T> sin (T) [c; cosmb + cosinmb], m,n=1,2,....
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Dunque la soluzione u(r, 0, z) si puo sviluppare nella serie di Fourier

=57 () [, ()
1

n—=

+ Z (@mn cOs MO + by sinmb) I, (%)] , (IV.11)

m=1

dove

Mg

2 sin <n7r2> {a%]o (%)

= L
+ Z Ay, COS O + by, sSinml) I, (nL) (IV.12)
m=1

h

Discutiamo ora la convergenza della serie (IV.12). Supponiamo che f sia di
classe C! su 9y, e si annulli su 9, N [0y U Jy,]. Allora, per ogni 6 € [0, 2], f(6,-)
¢ di classe C' in [0, h], soddisfa f(6,0) = f(6,h) = 0e f(0,2) = f(2m, 2) e
¢ di classe C' in 6 € [0,27]. Quindi la sua serie di Fourier in z ¢ totalmente
convergente e i suoi coefficienti di Fourier sono funzioni di # di classe C! che
hanno gli stessi valori per § =0 e # = 27. Si ha

Ao, nrlL - . nmL
7[0 ( N ) + Z (@ cOSMO + by sinm) I, (T)

m=1
_ %/h £0.2)sin (25) dz. (IV.13)
0

Ci ricordiamo ora la teoria degli operatori di Sturm-Liouville monodimen-
sionali. Sia Lu = —u” su [0, 27] con condizioni periodiche u(0) = u(2w) =0 e
o' (0) = u/(27). Allora ogni g € C*[0,27] con g(0) = g(27) e ¢'(0) = ¢'(27) ha

uno sviluppo uniformemente convergente

= % + mz::l Gme €08(mb) + gy sin(mh))

dove
1 o 1 27
go = —/ 9(9) de, 9me = _/ g(9> cos(m@) de?
™ Jo ™ Jo
B 1 [ . 2 |90 - 2
Gms =2 | g(0) sin(m0) dod,  ||gll7,02:x) = + > ([9mel* + lgmsl*)
m=1
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Torniamo al problema originale. Dalle (IV.13) si ha

™

f(0, z) sin <$> dfdz;

/.
/

dove

m=1

= agn? . (n7l\? & nrL\>
Z( 5l (== )+ 2 (laml® + lbmal®) I | ==

Nel modo analogo si ottiene dalla (IV.11)
= ([ laon|? . /nmr 5 nwry 2
Z( . 10( )+Z (|tmnl® + [bmn]?) T ( )

/ / lu(r, 0, 2)|* dodz,

e dalla (IV.11) e (IV.12)

5 [t [ (252) - (2]

n=1

+§:1 (lsnl? + [Brn?) [Im (%) i <%>D
/ / u(r, 0, 2)|? dodz.

liril / / u(r, 0, 2)* dfdz = 0. (IV.14)

Adesso risolviamo i problemi al contorno per la ug e uy, cioe sotto I'ipotesi

che f(L,0,z) =0 e ponendo u = ug+uy e f = fo+ fr. In tal caso sfruttiamo
il fatto che dalla separazione delle variabili segue:

1 dR m?
R(r) (7’%> e =C
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¢ costante. Affinché ci sia una soluzione non banale limitata se r — 0% e con
uno zero per r = L, bisogna scegliere la costante C' tale che risulta I’equazione
di Bessel [cioe, C' < 0] invece dell’equazione di Eulero [C' = 0] e 'equazione di

Bessel immaginaria [C' > 0]. Ponendo C' = —v? con v > 0, risulta
d*R 1dR , m?
W‘F;%—F(V—T—Z)R(T)—O.

La sostituzione R(p) = R(r) e p = rv conduce all’equazione di Bessel di ordine

m

PR 1dR , m?\ s

—-— +—— — — | R(p) =0.

dp? +,0dp N (V p2> ()
Affinché la sua soluzione sia limitata se p — 0%, bisogna richiedere R(p) ~
JIm(p). Siano 0 < vy < Vo < ... gli infiniti zeri della funzione di Bessel J,,(+)
in (0, +00). Allora la condizione al contorno

u(L,0,2)=0 = R(L)=0

implica che vL = v, per qualche n =1,2,.... Di conseguenza,
1 d*Z 9 Vi \ 2
Z()d=2 " :< L ) '
In tal caso
Z(z) Nsinh<ymnz> {u_“ha [ = Tn
L quindi se u(r,0,0) =0e f(r,0) =0;

Z(Z)NSIDh(an(h_Z)) U = Uy, f:fOJ
L quindi se u(r,0,h) =0e f(r,0) =0.

Nel primo caso [u(r,8,0) =0 e f(r,8) = 0] si ha lo sviluppo

u(r, 0, z) = io: [a%l]o <V(Zz7"> sinh (1/0;2>

i f: (@ cOS MO + by sSinmb) J,y, (Vnzlr> sinh <ynzlz>] ;

m=1

(IV.15)
dove
N [t (el
f(r,0) = ; [ 5 J0< 7 )Slnh(Von)
- mn mnh
+ m221 (@mn cOSMO + by, sSin M) Jyp, (VL T) sinh <VL ) , (IV.16)

57



mentre nel secondo caso [u(r,8,h) =0 e f(r,8) = 0] si ha lo sviluppo

u(r, 0, z) = i {%Jo (Vogr> Ginh (W)

n=1

> . VmnT . an<h - Z)
+ (@ cOSMO + by, SinMO) Iy, sinh <—>] ,
() (s
(IV.17)
dove
_ - Qon VonT\ .
f(r,0) = ; [ 5 J()( 7 )smh(y()n)

- . VmnT . anh

+ mzl (Gmn cOS MO + by sin ml) J,, ( 7 ) sinh ( 7 ) , (IV.18)

Discutiamo ora la convergenza delle serie (IV.16) e (IV.18). Supponiamo
che f sia di classe C! su ), [rispettivamente, 9p] e si annulli su d;, N 9y, [rispet-
tivamente, 9y N ). Allora, per ogni r € [0, L], f(r,-) ¢ di classe C! in [—7, 7],
soddisfa f(r, —m) = f(r, ), & di classe C' in r € [0, L] e si annulla per r = L.
Quindi la sua serie di Fourier e totalmente convergente e i suoi coefficienti di
Fourier sono funzioni di 7 di classe C! che si annullano per » = L. Si ha
Analogamente alle (IV.13) si ha in ambedue casi

> VonT\ . Vonh 1 /7
Z aonJo smh( ) = —/ f(r,0)do; (IV.19)
— ( L ) L T ) .
anr) sinh
nh

- VinnT\ .
nz_:l brnIm ( i3 > si

Ci ricordiamo ora la teoria degli operatori di Sturm-Liouville. Sia Lu =
—(ru’) + (m?/r) con condizioni al contorno u(r) = O(1) per m = 0, u(r) =
O(r) per m = 1,2,..., e u(L) = 0, e problema agli autovalori (Lu)(r) =
vru(r).Allora gli autovalori sono v2,, e le autofunzioni sono J,, (V,r/L) dove
tmn € lo zero positivo n-esimo delle J,,,(+) (n = 1,2,...). Essi sono ortogonali
nello spazio di Hilbert Lo([0, L]; 7 dr). Inoltre,

Vmnh 1 [
) == ; V.2
< T ) 7T/—7r f(r,0) cosmb db; (IV.20)

(VT’”L) _ %/: f(r,0)sinmodo.  (IV.21)

L 2 1 L2
/ rdm (anr> dr = L2/ I (Vo) dx = —J! (pyn)*.
0 L 0
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Allora ogni g € C?((0, L]) che soddisfa le condizioni al contorno in r = 0 ed
r = L e la condizione —(rg’) + (m?/r)g € Lo([0, L];rdr) [cioe, g € My, si
puo sviluppare nella serie uniformemente convergente

Z o <ymnr) 7

dove

2 L VT
G = —Lz o / o) 7 (222

||g||L2([OL]rd'r - Z |gn| Jl an

Partendo dalle (IV.19)-(IV.21), si ha

) Vonh 2 Lopm VonT
aOnsmh< v ):WLQJ, o / / rf(r,G)J()( L )dedr; (IV.22)

Gy sinh (””Z‘h> — J, . / / £(7,0) cos mi.Jy, () dodr:

(IV.23)
. Vi 2 Lo . VT
bmn smh( 7 > = WLQJin(an)Q/o /_7r rf(r,0) 81nm9Jm( 7 ) dodr,
(IV.24)
dove
Z |a0n| Jb (110, *sinh? Voult +Z |G |2 1B |2) T, (b ) *sinh? Yt
o 0 n I - mn n mn L

7TL2// r|f(r,0)* dodr.

Nel modo analogo si ottiene

Z [‘a0n| Jo(on) Sth[VOgZ] Z(|amn|2+|bmn|2)J;n(an)QSinh2[VTZ}]

7TL2// rlu(r, 8, 2)|* dddr;
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> aon|? . Vonh . Von 2 2
; (l on| Jb(11on)? {smh (OT) —smh( OL )}

3 2 / 2 {ginh (2ol _
—i—; |G )® =+ O ?) T, (ann) [smh( i > smh(

:m/o / r|f(r,0) — u(r, 0, 2)|* dodr.

/ / rlf(r,0) — u(r,0,2)|* dodr

tende a zero se z — 07 (z — h™, rispettivamente).

2 Equazione di Helmholtz

2.1 Equazione di Helmholtz sull’Intervallo

Consideriamo I’equazione di Helmholtz

v+ Eu=0, 0<z<L,

con una delle seguenti condizioni al contorno:

u(0) = u(L) =0, Dirichlet

u'(0) =u'(L) =0, Neumann

u(0) = /(L) =0, Dirichlet a sinistra, Neumann a destra
u'(0) =u(L) =0, Neumann a sinistra, Dirichlet a destra
w(0) = u(L), v (0) =/'(L), condizioni periodiche

u(0) =0, (cosa)u(L) + (sina)u'(L) =0,

(cos B)u(0) — (sin B)u'(0) = 0, (cosa)u(L) + (sina)u'(L) =0,

dove 0 < a < (7/2) e 0 < 3 < (m/2). Le condizioni nelle (IV.31) e
chiamano miste. In tutti i casi determineremo gli autovalori e le autofunzioni
del problema al contorno. In tutti i casi gli autovalori k? sono positivi, tran-
ne nel caso delle condizioni di Neumann (IV.27) dove uno degli autovalori si
annulla.

u(z) ~ sin(kx).
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Di consequenza, se f ha il suo supporto su dy (0, rispettivamente), allora

(IV.32) si

a. Condizioni di Dirichlet. Per trovare una soluzione non banale del pro-
blema al contorno supponiamo che k£ > 0. Utilizzando la condizione u(0) = 0
si ottiene



L’altra condizione u(L) = 0 conduce alla condizione
sin(kL) =0 < kL = nm, n=123,....

uindi gli autovalori A, = k2 = (n7/L)? e le autofunzioni ¢, (x) ~ sin(nwz/L
n 2

per n=1,2,3,.... Ortonormalizzando le autofunzioni in L?(0, L) otteniamo
2 2
Ay = (%) . gal@) =1/ T sin (?) , (IV.33)
doven = 1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale di L?(0, L).

b. Condizioni di Neumann. Per trovare una soluzione non banale del
problema al contorno supponiamo che k£ > 0. Utilizzando la condizione u'(0) =
0 si ottiene

u(x) ~ cos(kx).

L’altra condizione u(L) = 0 conduce alla condizione
cos(kL) =0 < kL = nm, n=20,1,2,3,....

Quindi gli autovalori A, = k2 = (nm/L)? e le autofunzioni p,(x) ~ cos(nrz/L)
pern=0,1,2,3,.... Ortonormalizzando le autofunzioni in L?(0, L) otteniamo

1
po(z) = ﬁ’

e () o= (7).

dove n = 0,1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale di
L3(0,L).

)\0 = O,
(IV.34)

c. Condizione di Dirichlet in x = 0 e di Neumann in x = L. Per trovare
una soluzione non banale del problema al contorno supponiamo che k£ > 0.
Utilizzando la condizione u(0) = 0 si ottiene

u(zr) ~ sin(kx).

L’altra condizione u/(L) = 0 conduce alla condizione

1
cos(kL)zO@kL:(n—é)ﬁ, n=123....
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Quindi gli autovalori A, = k2 = ((n — §)n/L)? e le autofunzioni ¢, (x) ~
sin((n — 3)mx/L) per n = 1,2,3,.... Ortonormalizzando le autofunzioni in
L*(0, L) otteniamo

An = (@) L pnla) = \/% sin (%) . (1V.35)

doven = 1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale di L?(0, L).

d. Condizione di Neumann in z = 0 e di Dirichlet in © = L. Per
trovare una soluzione non banale del problema al contorno supponiamo che
k > 0. Utilizzando la condizione '(0) = 0 si ottiene

u(x) ~ cos(kx).

L’altra condizione u(L) = 0 conduce alla condizione
1
Cos(k:L):O(i)kL:(n—é)ﬁ, n=123....

Quindi gli autovalori A, = k2 = ((n — 3)7/L)? e le autofunzioni ¢, (z) ~
cos((n — $)mz/L) per n = 1,2,3,.... Ortonormalizzando le autofunzioni in
L?(0, L) otteniamo

An = (@) , on(x) = \/% cos (%) ) (IV.36)

doven = 1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale di L?(0, L).

e. Condizioni periodiche. Le soluzioni non banali sono quelle periodi-
che. Dunque abbiamo la base ortonormale di autofunzioni (con corrispondenti
autovalori)

1
Wo(f) = _L7 Ao =0, 2
2 2 2
¢ (x) = T cos ( n;x) . A= <%) , (IV.37)
S(m) B /2 i 2nmx 2n_7T 2
\(pn - L S L ) n L 9

dove n = 1,2,3,.... Quindi 'autovalori zero e semplice mentre gli altri
autovalori hanno moltiplicita 2.
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f. Condizione di Dirichlet in x = 0 e mista in + = L. Per trovare
una soluzione non banale del problema al contorno supponiamo che & > 0.
Utilizzando la condizione u(0) = 0 si ottiene

u(zx) ~ sin(kx).
L’altra condizione (cos a)u(L) + (sina)u’(L) = 0 conduce alla condizione
cosa sin(kL) + ksina cos(kL) = 0, n=123,....

Escludendo i casi gia trattati, cioe a = 0 [Dirichlet] e o = (7/2) [Dirichlet in
x = 0 e Neumann in z = L], risultano k£ > 0, sin(kL) = 0 e cos(kL) # 0.
Arriviamo all’equazione transcedentale

tan(kL) = —k tan «, (IV.38)

dove tana > 0. Cercando i punti di intersezione positivi tra il grafico della
funzione k +— tan(kL) e la retta k — —ktan a con coefficiente angolare nega-
tivo, troviamo una successione infinita di autovalori A, = k2 (n = 1,2,3,...).
Le corrispondenti autofunzioni si possono normalizzare in L*(0, L), risultando
in una base ortonormale di L?(0, L).

g. Condizioni Miste Diverse. Ci limitiamo al caso in cui o, 3 € (0,%). In

2
tal caso la soluzione

in(k
u(z) ~ ¢y cos(kx) + e smg{; z)
per le opportune costanti ¢y, ¢ e per k > 0 soddisfa alle due condizioni
c1cos 3 —casin 3 =0, (IV.39)

sin(kL) +sinacos(kL)| = 0.

(IV..40)

c1 [cos acos(kL) — ksinasin(kL)] + ¢ [cos a

L’esistenza di una soluzione non banale conduce alla condizione

sin(kL)

cos 3 {cos a + sin COS(]{?L):|

+ sin B [cos accos(kL) — ksinasin(kL)] = 0,
oppure

cos « cos (3

k

Si cerchino i punti di intersezione positivi tra il grafico della funzione k& —
tan(kL) e quello della funzione razionale

k sin(a + )

cosacos 3 — kZsinasin 3

sin(a + ) cos(kL) = — [ — ksin asin ﬁ} sin(kL).

k— —
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2.2 Equazione di Helmholtz sul Rettangolo

2.3 Equazione di Helmholtz sul Disco e sulla Sfera

Consideriamo I’equazione di Helmholtz
Au + k*u = 0, (IV.41)

dove x appartiene al disco (sfera() di raggio L e centro 'origine, con una delle
condizioni al contorno

u(z) =0 per |z| = L  [Dirichlet], (IV.42)
% =0 per || = L [Neumann]. (IV.43)

Utilizzando le coordinate polari (per il disco) o sferiche (per la sfera) si puo
scrivere la (IV.43) nella forma

0
a_: =0  [Neumann], (IV.44)
dove r = |z|. Gli autovalori sono tutti positivi nel caso della condizione di

Dirichlet, mentre nel caso di Neumann si annulla uno degli autovalori.

a. Disco. La separazione delle variabili in corrdinate polari (r,#) conduce
all’equazione differenziale

R'(r) + LdR <k2 — m—2) R(r) =0, (IV.45)

r dr 72

dove 0 < r < L, R(0) esiste limitato e R(L) = 0 [Dirichlet] oppure R'(L) =0
[Neumann|. Nel caso di Neumann, k& = 0 ¢ autovalore con la corrispondente
autofunzione ¢o(z) = (7L?)~'/? normalizzata in L?*(|z| < L). Tutti gli altri
autovalori sono positivi. Dalla condizione che esista finita R(0) segue subito
che per £ >0

R(r) ~ Jp(kr),

dove J,,(kL) = 0 [Dirichlet] oppure J/ (kL) [Neumann|. Siano 0 < v,; <
Vma < Ums < ... gli zeri positivi (e automaticamente semplici) della funzione
di Bessel J,,(z) [Dirichlet] oppure della sua derivata J) (z). In tal caso gli
autovalori positivi sono
y 2
)\mn = < m’n)
’ L
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e le corrispondenti autofunzioni sono
1 7 (1/07,17’
0
o
Nonv2m L

1 VonT
J ( : ) ,  Neumann,
Nyew/2r L

) ,  Dirichlet,

perm=0e

1 Vmn T\ COS
Jm< mn ) m@), Dirichlet,
Npix \/m L sin( )
1 Vmn T\ COS
Jm< n ) f), Neuma
N 7 Sin(m ) umann
per m = 1,2, ..., dove le costanti di normalizzazione valgono
LQ 1/2
Np» = [7{]7’71(%”)2} : Dirichlet,
12 2 1/2
Npyer = {7 (1 — %) Jm(me)ﬂ . Neumann,
per m = 0,1,2,.... GIli autovalori enumerati m = 0 sono semplici, mentre
quelli enumerati m = 1,2,... hanno moltiplicita 2. Le autofunzioni formano

una base ortonormale di L?(|z| < L).

b. Sfera. La separazione delle variabili in coordinate sferiche conduce all’e-
quazione radiale

r dr 72

R+ 298 <k2 - M) R(r) =0, (IV..46)

dove 0 < r < L, R(0) esiste limitato e R(L) = 0 [Dirichlet] oppure R'(L) =0
[Neumann]. Nel caso di Neumann, k& = 0 ¢ autovalore con la corrispondente
autofunzione ¢o(z) = (7L?)~Y/2 normalizzata in L?(|z| < L). Tutti gli altri
autovalori sono positivi. Il fattore angolare nell’autofunzione ¢ la funzione
sferica Y,"(6, ), dove m = —l,= 1+ 1,=1+2,...,1 — 1,1. Quindi ad ogni
autovalore dell’equazione radiale (IV.46) con termine [(I+1)/r? corrispondono
2l + 1 autofunzioni linearmente indipendente dell’equazione tridimensionale.
Sostituendo

S(r) = VrR(r)

si arriva all’equazione

r dr r2

s+ 190+ (1= T sy =, (1V.47)

dove 0 < r < L, lim,_g+ r~Y2S5(r) esiste limitato e S(L) = 0 [Dirichlet] oppure
(5"(L)/S(L)) = (1/2L).
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3 Equazioni delle onde e del calore

3.1 Equazioni delle onde e del calore per uno spettro di
autovalori

Partendo da un operatore differenziale L di Sturm-Liouville definito su un
opportuno dominio spaziale G di funzioni che soddisfano ad opportune con-
dizioni al contorno omogenee (Dirichlet, Neumann, miste, ecc.), studiamo la
corrispondente equazione delle onde

0%u

o = Lw@t) + flz,), reG t>0, (IV.48)

con le due condizioni iniziali

u(z,0) = up(x), (IV.49)
ou
E(m, 0) = uy(x). (IV.50)

Per f(x,t) =0 la separazione delle variabili
u(z,t) = (x)T'(t) (IV.51)
conduce all’equazione

_T”(t) = (Ly)(x) = costante. (IV.52)

T(t) ()

Partendo da un operatore di Sturm-Liouville L con spettro non negativo (tale
che la costante nella (IV.52) & uguale a A per un’opportuna A > 0), risultano
le equazioni

(LY)(z) = M (z), (IV.53)
7(t) = § TO costVA) + Tl(o)%’ A>0 (IV.54)
7(0) + T'(0)t, A=0.

Dunque, se L ha un numero infinito di autovalori 0 < A; < Ay < ... di molte-
plicita finita (dove un certo autovalore appare m volte se la sua molteplicita &
uguale ad m) e una base ortonormale {¢, }5°, di corrispondenti autofunzioni
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(in L*(@)), allora per

U, (t) = <u(-,t),g0n>:/(;u(x,t)gpn—(:v)dx, (IV.55)

£l = 00 0)= [ Slo (o o (IV.56)

U = (Uo, Pn) :/Guo(x)gpn(x) dx, (IV.57)

Uy = (U1, Pn) :/Gul(x)gon(x) dx, (IV.58)

otteniamo

upn (t) = =Apun(t) + fult), (IV.59)

un(0) = ugp, (IV.60)

u, (0) = uy . (IV.61)

La soluzione del sistema di equazioni (IV.59)-(IV.61) ¢

Un(t)
sin(tv/A,) Psin((t — 7)vAn)
Ug p COS(tV/ Ap) + Uy p———" + / fa(T)dr, A, >0,
= ¢ \% )‘n 0 V >\7’l
Uo,n + ul,nt + / (t - T)fn(T) dTa )\n =0.
0
(IV.62)
Nello stesso modo si risolve I'equazione del calore
ou
5= —(Lu)(x,t) + f(z,1), reG, t>0, (IV.63)
con la condizione iniziale
u(z,0) = ug(x). (IV.64)
Utilizzando la precedente base ortonormale di autofunzioni di L risulta
U (1) = =Aptn (t) + fu(t), (IV.65)
un(0) = ug p, (IV.66)
La soluzione del sistema di equazioni (IV.65)-(IV.66) &
t
e lug, + / 67)‘”(1577)]0”(7') dr, M\, >0,
up(t) = . 70 (IV.67)

(T +/ fu(T) dT, A, = 0.
0
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Utilizzando la formula di Parseval

u(,t) = 3 un(t)pn(r) = / uly,t Z onen@)dy,  (IV.68)
n=1
otteniamo per ’equazione del calore
) = 3 walD)enls) = 32 ol /G n()0(y) dy
+ [ Z O g(a) [ Bl ) ddr
t
~ [ Gty + [ [ Gloyst =) (w7 dyar, (V.09
e 0o Ja
dove .
Gz, yit) = > e on(x)pn(y). (IV.70)
n=1
Utilizzando la (IV.68) troviamo per ’equazione delle onde
oH
u(x,t) = H(x>y;t)ul(y) + E(%%t)uo(y) dy
e
t
+/ / H(z,y;t — 1) f(y, 7) dydr, (IV.71)
0o Ja
dove!
sin( t\/
H(x,y;t Z SVAY ) on). (IV.72)
6 o0
(x,y;t) = Z cos(tv/ An)en()en(y) (IV.73)
n=1
3.2 Alcuni esempi
a. Lu = —u” con u(0) = u(a) = 0. Consideriamo Lu = —u” nellintervallo

(0,a) con le condizioni di Dirichlet u(0) = u(a) = 0. In tal caso

v () =y Fan (),

1Si calcoli il limite di (sin(tv/X)/v/X) per A | 0 se A = 0.
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dove n =1,2,3,.... Allora

2 o0
(z,yit) = EZ e (mt/a?) <n7r5(:) sin (mry)
n=1

a a

Y — cos (—"”(Ty)) + cos (—m(z*y))
142 Z —n?(r2t/a?)

2

ORI T (i, e
2a ’

dove ¥3(2,q) = 14+23°°° ¢ cos(2nz) & una delle funzioni Theta di Jacobi
([14], 21.11).2

b. Lu = —u" con u/(0) = u/(a) = 0. Consideriamo Lu = —u” nellintervallo
(0,a) con le condizioni di Neumann «/(0) = «/(a) = 0. In tal caso

() = (12,

dove n =0,1,2,3,.... Allora

1 - 2 24 2 nmwT
N —n?(nt/a2) < )
G(z,y;t) - + ngl e cos cos

a

()]

1 o0 oty Z)COS <nﬂ(z+y)> + cos (nﬂ(z—y)>
=211 ) —n“(m°t/a
a + 21 ‘ 2

Pa(wEL, e ) 4 iy (ot o)
2a '

c. Lu= —u" con u(0) = u'(a) = 0. Consideriamo ora Lu = —u” nell'interval-
lo (0, a) con la condizione di Dirichlet all’estremo sinistro e quella di Neumann
all’estremo destro: u(0) = u/(a) = 0. In tal caso

An = (@)2 on(T) = \/g sin (@) ,

2Si ha ¥3(z,q) = G0, (1 +2¢*" ! cos(22) + ¢*"2), dove G =[], (1 — ¢*").
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dove n =0,1,2,3,.... Allora
Q(fr v t)

2a 2a

_1 Z o~ (20 1)2(x21/4a2) {_ cos ((2n + Dm(z + ?J))
a‘= 2a

+ cos ((2n +)m(e — y)) } _ —Ua(m Y, e ) 4 Vo (m5E, e

2a 2a ’

dove ¥9(z,q) = 23200 ) ¢V /4 cos((2n + 1)2) & una delle funzioni Theta di
Jacobi ([14], 21.11).3

3.3 Quando esiste lo spettro continuo

Finora abbiamo considerato equazioni delle onde e del calore, dove il corrispon-
dente operatore di Sturm-Liouville ha uno spettro consistente in autovalori.
In tal caso la trasformazione F di una funzione u € L?(G) nella successione
{{u, vn) }22, dei suoi coefficienti rispetto alla base ortonormale {¢,}5°, ¢ un
operatore unitario da L?*(G) in 2, cioe

Fu= ((u,¢n))nl1 7'"_1((%)211) = Z CnPn; (IV.74)

secondo la formula di Parseval:

|U||L2(G) Z [(u

In tal caso l'operatore di Sturm-Liouville L viene convertito nella matrice
diagonale infinita A = diag(\,)% ;. In altre parole,

L?(G) L G

fl l . (IV.75)

a. Lu = u" sulla retta reale. Consideriamo prima Lu = —u” in L*(R). In
tal caso la trasformata di Fourier F (che ha la proprieta || Fuly = (27)Y2||ull2)
converte 'operatore L nella molteplicazione A da k2, cioe

(Av)(k) = (FLF ) (k) = k*v(k), k € R. (IV.76)

3Si ha ¥2(z, q) = 2Gq"/* cos(2) [102, (1 + 2¢>™ cos(2z) + ¢*™), dove G = [[°2, (1 — ¢*").
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In altre parole, abbiamo il diagramma commutativo

[2(R, dz) =20, 2R dg)

fl l F (IV.77)

A=k?

L*(R, dk) LA(R, dk)

Per I'equazione del calore la trasformata di Fourier conduce ai sistemi
iniziali

W (k,t) = —k2a(k,t) + f(k, 1), (IV.78)

u(k,0) = ao(k), (IV.79)

dove k € R & soltanto un parametro. La soluzione del sistema (IV.78)-(IV.79)
e

¢
u(k,t) = e*thﬁo(k;) +/ e*kz(t*T)f(k’, T)dr. (IV.80)
0
Quindi
> dk —k%t ~ ! —k2(t—1) F
u(z,t) = — e ug(k)+ | e f(k,7)dr
—00 ™ 0
[e%e) t 00
= / Gz, y;t)uo(y) dy +/ / G(x,y;t —7)f(y, 7)dydr, (IV.81)
—0o0 0 —0o0
dove
G(x,y;t) = L /OO =0 o=kt g — L e~ (z=v)?/4t (IV.82)
o 21 J_o At

Per 'equazione delle onde 'applicazione della trasformata di Fourier F
conduce ai sistemi a valori iniziali

@' (k,t) = K2a(k, t) + f(k, 1), (IV.83)
a(k,0) = do(k), (IV.84)
' (k,0) = a1 (k), (IV.85)

dove k € R & soltanto un parametro. La soluzione del sistema (IV.83)-(I1V.85)
e

u(k,t) = Go(k) cos(kt) + ﬁl(k:)# + /o Wﬂk, T)dr, (IV.86)
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e dunque
sin(kt)

’ e~ dk

(o ) = — / Z {ao(k) cos(kt) + dx (k)

2m
t 1 (oo o R )

+ / = / Skt = 1) 500 ryee dadr. (IV.87)
0 2T J_oo k

Si trova la (IV.71), dove

H(z,y:t) = %{H(y—xu) CH(y—z—1)}, (IV.88)
T eyet) = 5 10y — 2 +1) + 3y — 2 — 1)) (1.89)

essendo H(7) la funzione di Heaviside e d(7) quella di Dirac. In particolare,
se ui(z) =0 e f(x,t) = 0 si trova la soluzione

u(z,t) = % {up(x —t) +up(x +1t)}. (IV.90)

b. Lu = " sulla semiretta. Consideriamo ora Lu = —u~" in L?*(R™) con la
condizione di Dirichlet u(0) = 0 [risp., di Neumann «'(0) = 0]. Considerando
u € L*(RT,dz) si introduce le trasformata di Fourier seno F, e di Fourier
coseno F:

(Fsu)(k) = \/g/ooo sin(kz)u(z) do = J—zz;ﬂﬂdispari(k), (IV.91)

(Fow) (k) = \/g /0 " cos(k)u(z) dz — \/%apari(k), (IV.92)

dOve Upari € Udispari SONO le funzioni pari e dispari definite su R tali che tpayi(2)+
Udispari () = u(x) per x € R*. E facile controllare le seguenti uguaglianze:

(F ) (z) = \/g /0 h sin(kz)v(k) dk, (IV.93)
(F o) (z) = \/g/ooo cos(kx)v(k) dk, (IV.94)

mentre
(fsu/>(k> = _k<fcu)<k)v (fsu”>(k) = _k2(fsu>(k) + \/gku(()),
(IV.95)
(Fa 6) = K (8) 4 2ul0) (Pl 8) = —K(Fa ) =2 0)
(IV.96)
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In altre parole, abbiamo i diagrammi commutativi

L=—(d?/dz?) L=—(d?/dz?)
_ _—

L3R, dx) LX(R*,dz) L2(R*,dz) L(RY, dz)

7| | 7| |

L2RY,dk) 22 [AREdE) L2RY,d) A L2RYdk)
Condizioni di Dirichlet Condizioni di Neumann

Per I'equazione delle onde con la condizione di Dirichlet [risp., Neumann]
applichiamo la trasformata di Fourier seno [risp., coseno| e arriviamo ai sistemi
iniziali

W' (k,t) = —k>t,(k, t) + fo(k, 1),
i1y (k, 0) = iy, (), (1V.97)

per il caso di Dirichlet ed ai sistemi iniziali

W' (k,t) = —k2a.(k, t) + fo(k,t),
Gc(k,0) = dp.(k), (IV.98)
uL,(k,0) = (),

per il caso di Neumann. Le soluzioni dei sistemi iniziali sono

il ) = cos(i) o, (1) + D )+ [T e
(IV.99)

per il caso di Dirichlet e

~

il ) = cos(i) o)+ 2 )+ [T oy
(IV.100)

per il caso di Neumann.
Per I'equazione del calore con la condizione di Dirichlet [risp., Neumann]
applichiamo la trasformata di Fourier seno [risp., coseno| e arriviamo ai sistemi
iniziali
~ _ 2. £
{w,t) = sl 0) + fo(h, ), (1v.101)
us(k; 0) = uOs(k)a

73



per il caso di Dirichlet ed ai sistemi iniziali

il (k,t) = —k2Ge(k,t) + fo(k,t
ik, 1) = ~i(k.) + folk.), -
U’C(k7 0) = uOc(k)a
per il caso di Neumann. Le soluzioni dei sistemi iniziali sono
t
sk, t) = e F iy, (k) + / e MO F ok, 7) dr (IV.103)
0
per il caso di Dirichlet e
2 ¢ 2 N
Ge(k,t) = e My (k) + / e F N f(k,T) dr (IV.104)
0

per il caso di Neumann. Quindi

we.t) = [ Gty + [ [0yt = f(w ) dydr, (1v.105)
dove?*

2 o0
G(z,y;t) = —/ e Ftsin(kx) sin(ky) dy
T Jo

1 o0
= / ekt {—=cos(k(z +y)) + cos(k(x — y))} dk
0
— 1 [_e—(:c+y)2/4t + e~ (@—y)?/4t (IV.106)
47t

per il caso di Dirichlet e

2 [ e
G(z,y;t) = —/ e cos(kx) cos(ky) dy
0

™

_! / T e fcos(k(z 4 ) + cos(k(z — y))} dk

™ Jo

]. 2 2
—(z+y)?/4t | —(z—y) /4t]
= e +e IV.107

At [ ( )

per il caso di Neumann.

*Si utilizzi la formula X [ e~ %t cos(kz) dk = ﬁe*'zz/‘“. Vedi [1], Eq. 7.4.6.
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3.4 Impostazione generale

Sia L un operatore di Sturm-Liouville sullo spazio di Hilbert L*(G;w dx) tale
che w(x) & un peso positivo quasi ovunque. Supponiamo che lo spettro del-
'operatore lineare w™'L sullo spazio L*(G;wdx) sia non negativo (in parte
autovalori e in parte spettro continuo).” In tal caso si cerchi uno spazio di
Hilbert L?(yu) per un’opportuna misura di Borel u, una funzione p-misurabile
e non negativa o e un operatore unitario F : L*(G;wdxr) — L*(u) tale che
A = FLF ! & l'operatore di molteplicazione per la funzione o. In altre parole,
abbiamo il diagramma commutativo

LG, wdz) —2— [*G,wdz)
7| |7
I A

Per I'equazione del calore risultano i sistemi a valori iniziali

W& t) = —o(u(&,t) + f(&,1),
ﬂ(ga O) = ﬁo(f),

che ha la soluzione
a(€,t) = e 7 ag(€) + /0 t e O f(e 7) dr.
Quindi
otet) = [ Gayitiuods+ [ [ 6wt =it ryo) dudr,

dove

Gla,y;t) = / ez, )05 €) dul).

La trasformata F ha la forma

(Fu)(€) = / o(z, O)ula)w(z) de,

G

(F10)(x) = / 2@ 00 () du().

°In questo caso supponiamo che I'insieme di tutte i A per cui (w — L)~! non ha I'inverso
limitato in L?(G;wdx) ¢ un sottoinsieme di R¥.
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In altre parole,

FF = identitv= [ oy, P dule) = bz ),
FF 1= identité<:>/ o(x, &)(x,n)w(r)de= 5 —n).
G
Tabella IV.1: Impostazione per alcuni esempi dove Lu = —u” e w(z) = 1.
condizioni .
G al contorno mistra g (&) @, €)
R nessuna dk su R k? \/%e““"
RT | u(0)=0 dk su Rt | k? \/g sin(kx)
R+ | 4/(0) =0 dk su R | k2 /2 cos(ka)
(0,a) | w(0) =u(a) =0 s N (2r) \/g sin ("I2)
’ o _ :u(n> =1 nw )2 2—6n0 nwx
(0,a) | ¥/ (0) =u'(a) =0 su NU {0} (%) \/ 2m0 cos (2E2)
o _ ,U(n) =1 (2n+1)m 2 2 o (2n+1)7wx
0|0 =0 | SO | ()| ()

Discutiamo ora un esempio per cui il peso w(z) # 1.
w(x) =z, Lu = —(2u), w(0") finito e u(a) = 0. In tal caso gli autovalori

sono i numeri A per cui I’equazione

ha una soluzione non banale u in L?((0,a);z dz). Si vede facilmente che gli

Lu = vy <=

(—(zu) = Axu(x) per z € (0,a)
mentre u(0") & finito e u(a) =0

autovalori e autofunzioni sono (per n =1,2,3,...)

- ()

dove 0 < Mol < fo2 < ...

‘Pn(x) =

sono gli zeri positivi della funzione di Bessel .Jj

V2

)

a J(pon) Jo (‘/[/;()v”) ’

Sia G = (0,a),

di ordine zero. Le autofunzioni {p,}°, formano una base ortonormale di

L?((0,a); z dz).
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Tabella IV.2: Impostazione per alcuni esempi dove e w(z) # 1.

a operatore
di Sturm-Liouville misura p | o(§) o(z, )
e condizioni al contorno
(0,a) Lu = —(zu') pu(n) =1 (Ho,n)Q Vi g (muo,n)
w(x) =x | w(0") finito, u(a) =0 su N @ aJg(pon) "0\ a
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Capitolo V

EQUAZIONE DI
SCHRODINGER

In questo capitolo discuteremo l’equazione di Schrodinger. Prima verranno
introdotti 'equazione di Schrodinger, i suoi stati limite e il problema di scat-
tering. Poi verra discussa ’equazione di Schrodinger per i potenziali radiali.

1 Equazione di Schrodinger

L’equazione di Schrodinger descrive (nell’ambito della meccanica quantistica
non relativistica) la probabilita che una particella si trova in una regione dello
spazio al momento t. Se m ¢ la massa della particella e h = 27h la costante di
Planck, si ha per la funzione onda 1 (z,t):

oY h?

R 3 .
ih Y 2mA¢ + V(z)(z,t), reR? t>0; (V.1)

(b= 0) = to(x), (V.2)

con condizioni al contorno. La funzione V' (z) € reale e rappresenta il potenziale.
Scegliendo unita fisiche tali che h =1 e 2m = 1, risulta invece della (V.1)

oY

’l_

ot

Se E C R* & misurabile, [, [¢(z,t)|* dz (sotto la condizione di normalizzazione
(-,t) € Ly(R?)) & la probabilita di trovare la particella in E al momento ¢.

Noi studiamo esclusivamente il problema stazionario, dove 1’energia A\ pren-
de il posto dell’operatore i(9/0t), cioe

— Ay + V(z)(r) = k*(x), r € R, (V.4)

= —AY+ V(a)(w,t), T €R® >0, (V-3)

dove A = k? con Im k > 0. Ci sono due problemi di rilevante importanza:
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1. il problema degli stati limite: ¢ € Ly(R?). In tal caso Uenergia A = k? &
un valore discreto negativo.

2. il problema di scattering: in tal caso si impone la condizione di Sommer-

feld
) 6ik|x\ T 1
V(k,x) = e*07 4 A (l{;,@, —) +o <—> ; 2| — +o0,
] kd ]
dove A(k,0,0') & Pampiezza (come funzione dell’energia A = k? e le

direzioni 0, 0" € S?); e’ rappresenta un’onda piana nella direzione 6.
Nel problema di scattering si ha 1’energia A > 0.

In quest’ultimo caso la funzione onda 1 (k, z) non appartiene a L*(R?) e
infatti soddisfa alla condizione di Sommerfeld

Y(k,x) = ™ 4 ahy(x)

= ezke-m + c A (kv 87 i) +o0 <_> ) |ZL'| — 400,
|z |z |z

dove A(k,0,60') ¢ 'ampiezza e k > 0. Ovviamente il potenziale V(z) deve
essere localmente sommabile (cioe, V' € L (R?) e tendere a zero abbastanza
rapidamente se |z| — 0o.! Cercando la cosiddetta funzione di Green G(k; x, ')
tale che

(A+ k)G (k;z,2") = —4né(x — o),

cioe scegliendo

Gk . eik|x—a}’|
( ,fE,iL’) |37—.CC/|7
si ottiene facilmente
1
0w) = == [ Gl Vo)

Quindi
, 1
vla) = 407 = = [ Gl )V (') d'
T
Per calcolare 1 dal potenziale si puo risolvere I’equazione precedente per itera-

zione. Facendo una singola iterazione si arriva alla cosiddetta approssimazione
di Born

) 1 -
(z) ~ 0T 4—/9(/6;:13,3:')‘/(3:')6““9'” dz’.
T

T potenziali di Coulomb V(z) = C(\)»let non conducono ad una teoria di scattering

quantistica semplice, poicheé non decadono abbastanza rapidamente.
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2 Equazione di Schrodinger Radiale

In problemi in cui ¢’e la simmetria sferica il potenziale ha la proprieta
V(z)=V(r), r=|x|.

Un tale potenziale si dice radiale.

a. Trovare i stati limite. Per studiarne i stati limite (dove ’energia A < 0)
si esprime l'equazione di Schrédinger in coordinate sferiche:

1 [ ,0¢ o (. o 1 0% B
r2 (T 3?“) - 2 sin @ O (Sln@ag)) + 12 sin2 o 062 V(r)v ==X,

dove z = (rsin ¢ cos @, rsin psinf, rcos ) € R3. Sostituendo

P(x) = R(r)X(p,0)

e moltiplicando da r?/R(r) X (p, 0) si ottiene

L d (LR 1 Lo, 0X\, 1 X
— (= — [sinp—=— | + —— ==
R(r) dr dr X(p,0) |sing dp 7 ) sin® ¢ 062

— 72V (r) = =\’

Come al solito, seguono le seguenti equazioni differenziali:

d*’R  2dR C
a? i {_ﬁ AT V(T)} =0 Vo
1 0 0X 1 0°X
o sineZt )y =22 _ _ox '
sin o Oy <sm 7 Op ) sin® p 062 CX(,6), (V:6)

dove C' & una costante. L’equazione (V.6) si chiama spesso 'equazione di
Beltrami.

Grazie alle (C1.2) degli appunti sulle funzioni sferiche, esiste una soluzione
non banale della (V.6) se e solo se C' =1(l + 1) per qualche I =0,1,2,..., ed
in tal caso X (p,6) ¢ una combinazione lineare delle funzioni sferiche Y™ (¢, 0),

dove m = —I,...,l. Infatti, eseguendo un’ulteriore separazione delle variabili
nella (V.6), X(p,0) = P(£)O(0) dove £ = cosp e O(f + 2m) = ©(F), risultano
o) = costante, m =20
B cicosmb + cosinmf, m=1,2,3,...;
d dP m?
—((1-&)— (+1)— —— : V.7
& (a-eF )+ ey - ] peo (v.7)
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La (V.7) si dice equazione differenziale per le funzioni di Legendre associate:
PE) ~P(§),dove l=m,m+1,m+2,...em=0,1,2,....

Discutiamo ora la (V.5). Sostituendo R(r) = r*S(r) nella (V.5) [con C' =
[(I+1)] per un’opportuna « (da stabilire successivamente) e dividendo da r®,
si trova

d*S  2(a+1)dS  Jala+1)—1(1+1)
— 4
dr? r dr

"~ + A= V(r)} S(r)y=0. (V.8)
Per far somigliare la (V.8) all’equazione di Bessel si scelga « tale che 2(a+1) =
1, cioe v = —1/2:

d2s 1§+ {_(H%)?

-2 A vm] S(r) =0. (V.9)

r2

Per far sparire il termine con la derivata prima dalla (V.8), ci vuole a = —1.

Quindi per S(r) = rR(r) abbiamo

dr? r2

Per oo = 0 otteniamo dalla (V.8)

d*R  2dR (1+1)
—_— 4+ —— — A=V R(r)=20 V.11
dr?  rdr * { 72 + (T)} (r) ’ ( )
dove [ =0,1,2,---. Noi imporremo le seguenti due condizioni al contorno:
R(r) = O(r!), r— 0"

/OOOT|R(T)]2dr < 400, (V-12)

I seguenti casi sono di rilevante interesse:

1. 11 buco di potenziale, dove V(r) = =V5 <0 per0 <r <rge V(r) =0
per r > 7.

2. L’oscillatore armonico, dove V(r) = (v/2)r? per una costante v > 0.

3. L’atomo di idrogeno, dove V (r) = —e?/r per e la carica dell’elettrone.
b. Il problema di scattering. Nel corrispondente problema di scattering
Iampiezza dipende da k e dall’angolo tra le direzioni 6 e 6':

A(k,0,0) = A(k,0-0').
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In tal caso bisogno separare le variabili in coordinate cilindriche, dove la
direzione di € prende il posto dall’asse z positivo.

Per V = 0 I'equazione di Schrodinger per F = k? con k > 0 ha la soluzione
generale [6]

() = cost.y fi(kr) + cost.g g (kr),

dove
mp . e
filp) =1/ =5 Jies(0) = pirlp),  ailp) = (=1)"/ - Ty (p) = —prulp),
dove | = 0,1,2,... e 5; e n; si chiamano funzioni di Bessel sferiche di prima e

seconda specie. Sviluppando 'onda piana
0 l
ik0-x Si(kr) s
= m—Y 97 )
e ;m; tm = —Y"(0,9)

si trova per 'ampiezza

PO 0-0) 5 Ak 0.0) = %Z 20 + 1) ® sin 5,(k) P60 - 0'),
=0

dove 0;(k) si chiamano fasi di scattering.

2.1 1l buco di potenziale

In tal caso

“Vp, 0<
V(r) = { oo TsrsT (V.13)
0, T > T,

dove Vy > 0. Sostituendo R(r) = r~'/25(r) otteniamo [Vedi (V.9)]

S 1dS (1+3)?

W+Td [Vo— i :|S(T’)=O, 0<r<ry,

d’S  1dS ,  (L+1)?

W r d’f’ {H + r2 :| S(?‘) =0, r>To, (V.14)
dove A = —k? per k > 0. Ovviamente, per r > ry la (V.14) ¢ I'equazione

immaginaria di Bessel di ordine [ + % nella variabile xr. Siccome deve tendere
a zero se r — 00, si trova

S(r) NKH_%(/{T), r > T, (V.15)
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dove K, (z) ¢ la funzione di MacDonald di ordine v. Per v,z > 0 La funzione
di MacDonald K, (z) & decrescente.
Per 0 < r < g la situazione & pit complicata. Siccome S(0") esiste, risulta

per 0 <r <y
Jl+%(r\/%—/€2), Vo > K2,
S(r) ~ { rite, Vo = K2, (V.16)
IH%(T\/F;Q—VO), Vo < K2,

dove J,(z) ¢ la funzione di Bessel di ordine v e I,(z) ¢ la funzione di Bessel
imaginaria di ordine v.

Per trovare i stati limite richiediamo che la derivata logaritmica della S
(cioe, S’/S) sia continua in r = ry. Grazie al decadimento della funzione di
MacDonald, si vede subito che S’(r)/S(r) ha un limite negativo se r — (o).
D’altra parte, 32 e la funzione di Bessel immaginaria sono crescenti per r > 0,
mentre la funzione di Bessel stessa ¢ oscillatoria. Quindi gli stati limiti possono
esistere soltanto per V; > 2. In tal caso

S(r) ~ JH_%(’I"\/% — K2), (V.17)

dove
K/ ! 2
g i) g VR T
Ky 1 (kro) Jz+§(7”0\/ Vo — %)
Le energie A\ = —x? corrispondenti dagli stati limite si trovano dal numero

finito di zeri della (V.18) per 0 < k < /Vp; ci sono zeri per soltanto un
numero finito di / =0,1,2,.. ..
Per [ = 0 abbiamo

(= ) =5 snw)

Allora (V.18) si riduce allidentita

tan(/Vorg — 22) 1

SR -2 1+z

dove z = krg. Gli zeri z = krg € (0,79v/Vp) si ottengono graficamente.

K

2.2 Oscillatore armonico

a. Utilizzando le coordinate sferiche. In tal caso
1

V(r) =37, (V.19)
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dove v > 0 & una costante. Ponendo ¢ = y/7/8 e R(r) = e~ ¢(r), la (V.11)
si riduce all’equazione differenziale

I(1+1)

72

¢ (r) + (% - 4cr> ¢ (r) + (k:2 — 6¢ — ) o(r) = 0. (V.20)

Sostituendo la serie di potenze

Br) =1 e, (V.21)

s=0
dove « € un parametro da stabilire, troviamo

> Hlats)a+s—1)+2(a+s) =11+ 1)}e

+ {(k* — 6¢) — dc(a+ s — 2)}esa] 1772 =0,

dove c_; = c_y = 0. Supponendo che il coefficiente di 72 sia diverso da zero,
si trova
ala—=1)+2a—-1(1+1)=0,

e quindi o = [ oppure @« = —(I + 1). La condizione al contorno (V.12) se
r — 07 implica che « = [. In tal caso ¢; =0 e

s(s+ 20+ 1)es + {(k* — 6¢) — de(s +1—2)}esp = 0. (V.22)
Dunqueci =cs=c5=---=0c¢
4e(s+1—2) — (k* — 6¢)
s = Cs—2,
s(s+20+1) ?
dove s = 2,4,6,---. Il rapporto c,r?/cs_o ~ (2r?/s) se s — +oo. Quindi
scegliamo k? tale che ¢, = 0 per qualche s = 2,4,6,-- -, cio¢

k* = 4c(s + 1 — 2) + 6, $s=2,4,6,---.
Quindi abbiamo trovato gli autovalori e le autofunzioni

{kﬁnzzc(znm), l=nn+2n+4,..., 1=012--,

Yin(r,0,0) = e ()Y (0, 0), m=—l,—+1,-- 1,
(V.23)
dove ¢pn(r) = rlv,(r) e v,(r) & un polinomio in 72 di grado n — I. Quel
polinomio soddisfa ’equazione

20" (r) + 2r(l + 1 — 2er®)'(r) + 4c(n — D)r*v(r) = 0.
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Ponendo t = 2cr? e w(t) = v(r) otteniamo 'equazione differenziale

(1) + (4 3 — Ow(t) + (n— Duw(t) = 0, (V.24)
dove w(t) & un polinomio in ¢ di grado n — .

b. Utilizzando le coordinate cartesiane. Siccome V(r) = 2r® =

%(mQ + y? + 2?), I'equazione di Schrodinger ¢ anche separabile in coordinate
Cartesiane. Infatti, scrivendo (x,y,2) = X(x)Y (y)Z(z) otteniamo le tre
equazioni

[ X7(2) + (k2 - 775”2) X(z) =0,
Y"(y) + (kg - 77‘”2) Y(y) =0, (V.25)
| 2(2) + (k2 - 7722) Z(z) =0,

dove k* = kI + k. 4 k2. Studiamo ora una delle equazioni in una variabi-
le. Ponendo X(z) = e “*¢(z) per ¢ = \/7/8, l'equazione X"(z) + [k2 —
(v2?%/2)] X (x) = 0 si riduce all’equazione

¢"(z) — dexd' (z) + (k2 — 2¢)p(z) = 0. (V.26)

Sostituendo ¢(x) = 2> 2 c,x®, otteniamo

Z [(a+s)(a+s—1)cs+ {(k2 — 2¢) — dc(a+ 5 — 2)}ego] 27572 =0,

s=0
(V.27)
dove c_1 = c_5 = 0. Scegliendo a = 0, troviamo ¢; =c3 =c5=---=0¢e
_ _ (k2 _
Cs :46(8 2) — (k7 20)7 S=2.4.6.. ..
Cs—2 s(s—1)
risultando in polinomi in x di grado n = 0,2,4,--- se k2 = 2¢(2n + 1).
Scegliendo a = 1, troviamo ¢; =c3 =c5=---=0¢e
_ _ (k2 _
Cs :46(8 1) — (k2 20)7 S=2.46. ..
Cs—9 S(S + 1)
risultando in polinomi in z di gradon = 1,3,5,--- se k2 = 2¢(2n+1). Insieme

troviamo le seguenti soluzioni X,,(x) = ¢, (z)e=", dove ¢y, () & un polinomio
di gradon =0,1,2,3,4,--- e k2 = 2¢(2n + 1). Raccogliendo X, Y e Z risulta

(V.28)

k‘2:20(2n+3), 77,:0,1,2,3,"',
U@y, 2) = e VDG ()b, (1) dns (2),
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dove n = nqy + ng + ng.

c. Analisi dei polinomi. Sostituendo z = xv/2c e v(2) = ¢(z) si arriva
all’equazione differenziale di Hermite. Quindi i polinomi ¢, (z) nella (V.28)
sono proporzionali a Hn(x\/Q_c), dove H, ¢ il poinomio di Hermite di grado n.
Vale la relazione d’ortogonalita

/OO Hn(yz:\/Q_C)Hm(ac\/2_0)672“”2 dr = M Onms

dove 0y, ,, € la delta di Kronecker.
[ polinomi w,,(t) (m=n—1=0,1,2,...) soddisfano I'equazione differen-
ziale

0l (1) + (4 5 =ty (1) + masa(1) = 0.

Quest’ultima equazione coincide con l'equazione differenziale di Laguerre per
1
o =1+ 3. Quindi w,,(t) ¢ proporzionale al polinomio di Laguerre Lgfz)(t).

In altre parole,
1
G1.n(r) = cost.r! nglz)(ZCTQ).

Calcoliamo ora il numero N,, di autofunzioni linearmente indipendenti cor-
rispondenti allo stesso livello di energia, cioe allo stesso intero n = 0,1,2,.. ..
Dalla derivazione in coordinate cartesiane segue che N,, ¢ uguale al numero di
punti (nq,n2,n3) con coordinate intere non negative per cui ny + ns + ng = n.
Dalla derivazione in coordinate sferiche segue che

#{(n1,n2,n3) € Zy i1 +no+ng=n} =3(n+1)(n+2),

1
N, = § 2 +1)= =
(20+1) 2(n+1)(n—|—2),
1=0,1,....,n
n—I[ pari
dove ci rendiamo conto del fatto che ad ogni [ = 0,1,2,3,... corrispondono

2l + 1 autofunzioni linearmente indipendenti con lo stesso livello di energia.

2.3 Atomo d’idrogeno

In tal caso V(r) = —e?/r, dove e ¢ la carica dell’elettrone. Ponendo \ =
—r% per k > 0 (ciog, richiedendo che I'energia sia negativa), 'equazione di
Schrodinger (V.10) ha la seguente forma:

S"(r) + (—/@2 + < M) S(r) =0, (V.29)

r 72
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dove [ =0,1,2,---. Sostituendo S(r) = e " w(r) otteniamo

w"(r) — 25w’ (r) + (e_ s 1)) w(r) =0. (V.30)

r 72

Sostituendo ora w(r) = r* "2, ¢,r® si ottiene

[{(a +s)(a+s—1) =1+ 1)}es+{e* —2k(a+ s — 1)}05_1] rots=2 = .

S

(V.31)
Osserviamo che il termine costante nella (V.31) coincide con («—1—1)(a+1)co.
Scegliendo o = [ 4 1 (escludendo o = —I) otteniamo
< 2 [) — é?
S Gl e (V.32)

Coo1 S(s+20+1)

Per produrre soluzioni polinomiali richiediamo che xk = (e?/2n) per n =
[+ 1,1+2,---.2 In tal caso risulta ¢, ; = ¢,11 = -+ = 0; dunque w(r) =
r*1y(r), dove v(r) & un polinomio in r di grado n — [ — 1. In altre parole,

2 e!
nn:—m7 2 n=I0l+1,1+2---,
W(r,0, ) = plHle—e?r/2n Vit (P)Y;™(0,0), m=—l,—l+1,--- L.
(V.33)
Ponendo w(r) = r'*u(r), t = 2rr, €* = 2kn e 0(t) = v(r), otteniamo
to"(t) + 2L+ 2= )0'(t) + (n — 1 = 1)o(t) = 0. (V.34)

Sostituendo x +— t, a+— 2l +1 e n +— n — [ — 1 nell’equazione differenziale
di Laguerre si arriva alla (V.34). Dunque ©(¢) ¢ proporzionale a Lff{_l)l(t) In
altre parole,

64
En:—/i%:—p’ n=I1+1,1+2--,
n 2
W(r,0, so)=cost-rl“e@27"/2%;2&*_11(%) Y(0,0), m=—l—l+1,- 1,
(V.35)

doven=1,2,3,..,0l=0,1,....n—1lem=—l,—-1l+1,...,1
Osserviamo ora che le energie £, = —(e?/2n?) degli stati limite dell’idroge-
no vengono determinate dall’intero n € N. Ad ogni n € N corrispondono n — 1

2Si ponen = s+ 1, dove s = 1,2,...el = 0,1,2,.... Quindin =1,2,3,...el =
0,1,...,n—1.
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valoridil (I =0,1,...,n—1) e ad ogni tale | 2+ 1 valori di m (m = —I,... ).
Quindi ad ogni n € N corrispondono

1434547+ -+ (2n—1)=n

valori di (I,m) (I,m € Z, |m| <1 < n). In altre parole, per £ = —e*/4n?
'equazione di Schrodinger con potenziale V(r) = —(e?/r) ha n? soluzioni
linearmente indipendenti in Ly(R?).

3 Equazione di Schrodinger Periodica

a. Problemi al contorno con periodicita. Consideriamo ora l’equazione
di Schrodinger con potenziale periodico

V(z) =V(z+a;), j=1,2,3, (V.36)

dove {ay, as,az} ¢ un sistema di tre vettori linearmente indipendenti in R? e il
potenziale V (x) ¢ continuo. Allora, dato k = (ki, k2, k3) € N? si puo studiare
I’equazione di Schrodinger sotto le condiziont k-periodiche

V(x+ kja;) =v(x), j=1,2,3, v R (V.37)
Cio include le condizioni periodiche
ba+a) =v(), =123 s R, (V.38)

oppure le condizioni 1-periodiche, dove 1 = (1,1,1). Una terza classe di
condizioni al contorno consiste nelle condizion: t-periodiche

V(z + a;) = ™ (x), i=1,2,3, v €R? (V.39)

dove exp(imt;) ¢ una radice dell’unita di ordine k; (j = 1,2,3) e t = (t1, ta, t3).
Sia

A= {%1@1 + ZToQg + X3Q3 : T1,T2, T3 € [0, 1]} (V40>

il cosiddetto parallelogramma periodo e sia
A(k?) = {xlklal -+ Igl{?gag -+ Igl{?gag 1 X1,T9,T3 € [0, 1]}, (V41)

dove k = (ky, ko, k3) € N?. L’equazione di Schrodinger con le condizioni k-
periodiche si puo considerare come un problema al contorno sul dominio li-
mitato A(k), mentre I'equazione di Schrédinger con condizioni periodiche o
t-periodiche si puo considerare come un problema al contorno sul dominio
limitato A. Se il potenziale V(x) e reale, continua e periodica (seconda la
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(V.36)), allora tutti e tre problemi al contorno hanno uno spettro di autovalori
reali che si accumulano a +00. In tutte e tre casi esiste una base ortonormale
(in L?(A(k)) oppure in L?*(A)) di autofunzioni del problema al contorno.

Per k = (kq, ko, k3) siano

No(k) < Ai(k) < As(k) < ... (V.42)

gli autovalori del problema k-periodico e per t = (1, t2, t3) un vettore di radici
dell’unita
Mo(t) < A(t) < X\o(t) < ... (V.43)

gli autovalori del problema t-periodico.
Si vede facilmente che una soluzione dell’equazione di Schrodinger con
condizione al contorno

Y(x + aj) = exp(2mir; /k;)(x)

per opportuni interi r; € {0,1,...,k; — 1} (j = 1,2,3) soddisfa anche alle
condizioni (V.37).

Teorema V.1 Per k = (ki,ko, k3) € N? siano exp(int,) = exp(2mir;/k;)
(r; =0,1,...,k; — 1) le radici dell’unita di ordine k; (j = 1,2,3). Allora le
basi ortonormali dei kiksoks problemi al contorno con condizioni (t.,,t,,,t.,)-
periodiche in L*(A) possono essere messe insieme per formare una base orto-
normale del problema con condizioni k-periodiche in L*(A(k)).

Per esempio, sia k; = 2, ks = 3 e k3 = 4. Allora i vettori t appartengono
all’insieme di 24 elementi tali che il vettore (exp(it,, ), exp(it,, ), exp(it,,)) vale
uno di

((1,1,1), (1, 1,4), (1,1, =1), (1,1, =),
(Le1),(1,e,4),(1,e,—1),(1,& ),
(1,2,1), (1,€%,4), (1,2, —1),(1,&2, — )
(_Llal)?( ) 72)7( 1717 1)?( i)?
(=1,6,1),(=1,&,1), (1,6, -1), (- 1.¢, Z),
L(—1,e%,1),(=1,e%,4), (—1,€2, —1), (—1,&% —i),

)
doveez—%—f—%i 3662:—%—%1\/5.

b. Principio variazionale. Sia F l'insieme di tutte le funzioni in A continue
e di classe C! a tratti. Per f, g € F si ha secondo 'identita di Green

Ht9) = [ [V Vala) + Vi) @)aa)] do
= /A [(@) | Ag(a) = V(@)g@)] + R % > do, (V.44)
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dove OA ¢ la frontiera del parallelogramma periodo e d/0n la derivata normale
esterna. Per f € Feg=1,(:;t) € F che soddisfa all’equazione di Schrédinger
con condizioni t-periodiche, si ha

HE9) =050, 50 = [ STt de (v.45)
Per f =,,(-;t) si ha, grazie all’ortonormalita delle autofunzioni,

At), n=m,

J(Wm (1), Yn(5t)) = {0 n # m.

Riordinando gli autovalori in ordine crescente si trova il principio di Rayleigh-

Rit?
An(t) = min I, f)

Lapm (+5t), W
fef,j} sﬁdéisfi aTlTa<?V.39) fA ‘f( )‘

(V.46)

Introduciamo ora due problemi ausiliari:

a. I'equazione di Schrodinger in A con condizioni di Dirichlet ¢ (z) = 0 per

xr € 0A: autovalori Ay < A; < ---, base ortonormale di autofunzioni
{Wn(2) oo

b. T'equazione di Schrodinger in A con condizioni di Neumann g—:f(a:) =0
per x € JA: autovalori vy <1y < ---, base ortonormale {x,(z)}>2,.

Anche per questi due problemi al contorno esiste il principio di Rayleigh-Ritz.
Utilizzando 'identita di Green (V.44) si puo dimostrare che

Up < M(t) < Ay, n=0,1,2,.... (V.47)

c. Bandi e funzioni di Bloch. Sia £, l'insieme di tutti gli autovalori A, (¢),
dove exp(imt;) sono opportune radici dell'unita, e sia £ = US> L,,. Allora
L, €& un intervallo chiuso e £ € un insieme chiuso. Si puo dimostrare che £
coincide con l'insieme di tutte le A per cui I'equazione di Schrodinger Ay =
A ha una soluzione limitata non banale. Si puo anche mostrare che £ ¢ la
chiusura dell’insieme di tutti gli autovalori A, (k) dei problemi al contorno per
I’equazione di Schrodinger con condizioni k-periodichee. L’insieme L si chiama
I’insieme di stabilita condizionale. 1 sottoinsiemi £,, sono i cosiddetti bandi. 1
bandi £,, sono tutti intervalli chiusi, dove i punti interni sono autovalori ma
gli estremi dell’intervallo spesso non lo sono.

3Per una matrice n xn A arbitraria si trovano cosi i numeri singolari s1(A) > ... > s,(A).
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Se A € L, esistono soluzioni limitate non banali dell’equazione di Schrédin-
ger del tipo

U(x) = p(x)e?, (V.48)

dove p(z) # 0 soddisfa alle condizioni periodiche (V.38) e ¢ ¢ un vettore reale
costante. Soluzioni del tipo (V.48) si chiamano onde di Bloch oppure funzioni
di Bloch. Tranne per un fattore costante, le onde di Bloch sono le autofunzioni
¥(x;t) dell’equazione di Schrédinger con condizioni t-periodiche.

Per ogni f € L*(R") vale la cosiddetta formula di Gelfand:

[ @rar= (5)3 floor

a;(t) = - f(x)(x;t) de.

Utilizzando la formula di Gelfand si puo dimostrare che le autofunzioni ¢, (x; t)
(per n = 0,1,2,... e tutti i ¢ costituiscono una base dello spazio di Hilbert
L2(R3).

Se il potenziale V' (z) & reale, continuo e peridico, allora il corrispondente
operatore di Schrodinger L = —% + V' (definito su un opportuno dominio
denso in L*(R"™)) ¢ autoaggiunto e quindi il suo spettro ¢ reale. Lo spettro
consiste in autovalori e spettro continuo. Purtroppo, gli autovalori possono,
magari, avere una moltiplicita infinita, un fenomeno che non si vede nei pro-
blemi unidimensionali. Si puo infatti dimostrare la non esistenza di autovalori
di moltiplicita finita. Lo spettro ¢ composto di bandi. La distanza tra due
bandi consecutivi tende a zero se n — oo.

Abbiamo ora discusso lo spettro dell’operatore differenziale di Schrodinger
in L?(R"). Lo spettro dello stesso operatore in L?*(A) (sotto condizioni ¢-
periodiche) oppure in L*(A(k)) (sotto condizioni k-periodiche) & molto diverso

e consiste esclusivamente in autovalori di moltiplicita finita.

dove

d. Reticolato reciproco e zona di Brillouin. Siano a; (7 = 1,2,3) i tre
vettori che generano il parallelogramma periodo A. Sia

A = col(ay, as, as)

la matrice non singolare con colonne a,as,a3. Per e; = (1,0,O)T, ey =
(0,1,0)07 e e3 = (0,0,1)T si ha a; = Aey, ay = Aey e az = Aes. Ora definiamo
b; = (A")e; (j=1,2,3). Allora

(bg,a;j) = ((AT)’lek,Aej) = (ek,A_lAej) = (ex, &) = Ok, g, k=1,2,3.
(V.49)
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Il reticolato {myb; + mabs + mgbs : my, ma,mg € Z} si chiama il reticolato
reciproco R. Per un punto b € R qualsiasi abbiamo

exp(2mib - a;) =1, j=1,2,3. (V.50)
Allora la zona di Brillowin associata ai vettori aq, as, az € I'insieme
Z ={z €R’: ||z]|z < ||v — 27b||5 per ogni 0 #£ b € R}, (V.51)

cio¢ i punti # € R3 pilt vicino all’origine che a tutti i punti dl 2R diversi
dall’origine. Per trovare Z si construiscono i non piu di 18 piani {z € R? :
|z||2 = ||x—27b||2}, dove b & uno dei punti my by +mabe+mgbs con my, ma, mg €
{=1,0,1}\{(0,0,0)}. Questi piani dividono R? in domini poliedrali. La zona
di Brillouin Z ¢ il poliedro chiuso che contiene I'origine.

Per ¢ € R3 equidistante da due punti di 27R, sia 27by uno dei punti di
27R piu vicino a ¢. In tal caso cg = c—2mby € Z e ||co||2 < ||c—27b||2 per ogni
b € R. D’altra parte, se ¢ non e equidistante da due punti di 27R, sia 27b il
punto di 27R pilt vicino a ¢; allora ¢y = ¢ — 21by & 0Z ¢ ||coll2 < |lc — 27|
per ogni b € R\ {by}. Grazie alla (V.50), si ha

exp(ic - a;) = exp(icy - a;), =1,2,3. (V.52)

Si vede facilmente che Z consiste nei punti ¢y di norma euclidea minma per
cui vale la (V.53) per qualunque ¢ € R? collegato a ¢y tramite ¢y = ¢ — 27b con
beR.

e. Il problema al contorno t-periodico per ¢ = 0. Sia ¢ € R3? il vettore
unico che soddisfa alle equazioni

c-a; = 7t;, ji=1,2,3, (V.53)

Allora ¢ = 7(t1b1 + taby + t3b3). Se c¢ & equidistante tra due punti di 27R, sia
2mby uno di quelli e poniamo ¢y = ¢ —2mby € Z. Se ¢ non ¢ equidistante da due
punti di 27R, sia 27by il punto di 2R piu vicino a ¢ e poniamo ¢y = ¢ — 27by.
In tal caso

Y(z) = exp(i(co + 27b) - x) (V.54)
per qualsiasi b € R ¢ una soluzione limitata non banale dell’equazione di
Schrodinger Ay + Ay = 0 per A = ||co + 27b||3. Quindi se b € R, questi valori
di A costituiscono gli autovalori del problema al contorno t-periodico. Non ci

sono altri autovalori del problema al contorno con condizioni t-periodiche e le
corrispondenti autofunzioni (V.53) costituiscono una base ortogonale di L*(A).
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