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Capitolo 1
ANALISI FUNZIONALE

In questo capitolo si introducono gli spazi di Banach e di Hilbert, gli operatori
lineari e loro spettro. Inoltre si discutono gli operatori compatti su uno spazio
di Hilbert.

1 Spazi di Banach

Consideriamo noto il concetto di spazio vettoriale X rispetto ad un campo
di scalari F' che supponiamo uguale a R (numeri reali) oppure a C (numeri
complessi). Quindi in X sono state definite I'addizione X x X +— X e la
moltiplicazione scalare ' x X — X con le solite proprieta aritmetiche.

Uno spazio normato X € uno spazio vettoriale su cui e definita una norma
| ]| : X — R con le seguenti proprieta:

a. [l¢|| > 0 per ogni ¢ € X; (positivita)
b. [|¢]|| = 0 se e solo se ¢ = 0; (definitezza)
c. |lapll = |al|l¢|| per a € Fe e X; (omogeneita
d. |lo+ | < lell + ||2] per ¢, € X. (disuguaglianza triangolare)

Dalle (c)-(d) segue subito che

e. |[lell = ¥l < lle — Il per ¢,9 € X.

Per distanza tra ¢ e 1 si intende la ||¢ — ||

Una successione {¢,||5°, di elementi di X ¢ detta convergente al vettore
w € X se lim,, . ||on — @] = 0, ossia se, per ogni € > 0, esiste un intero n(e)
tale che ||¢, — ¢|| < € per ogni n > n(e).

Una successione {p,,}>°, di elementi di uno spazio normato X si dice suc-
cessione di Cauchy se per ogni € > 0 esiste un intero n(e) tale che ||, —pm|| < €
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per n,m > n(e), ossia se lim, oo ||on — @m|| = 0. La norma in X si dice
completa se ogni successione di Cauchy in X & convergente in X. Uno spazio
normato con norma completa si dice spazio di Banach.

Siano X e Y due spazi normati, U C X e f : U — Y. Allora f si dice
continua in ¢ € U se {f(¢n)}32, converge a f(p) in Y per ogni successione
{@n}5, in U che converge a ¢. La funzione f si dice continua se ¢ continua
in ogni punto ¢ € U.

Discutiamo ora alcuni esempi di spazi di Banach, trascurando la dimostra-
zione della completezza della norma.

1. Per ogni sottoinsieme chiuso e limitato © di R", sia C'(Q2) lo spazio vetto-
riale di tutte le funzioni scalari (reali o complesse) continue in €. Allora
la funzione || - ||« : @ — R,

1 £lloo = max [ f(2)],

introduce una norma completa in C(€2). Si verifica che || f, — f|lco — 0
se e solo se f,(x) — f(x) uniformemente in z € Q.

2. Per ogni sottoinsieme limitato 2 di R", sia C'(Q2) lo spazio vettoriale di
tutte le funzioni scalari (reali o complesse) continue e limitate in €.
Allora la funzione || - || : 2 — R,

[flloe = sup [f()],
z€Q)

introduce una norma completa in C(£2). Si verifica che || f, — flleo — 0
se e solo se f,(z) — f(x) uniformemente in z € Q.

3. Sia  un sottoinsieme misurabile in R". Con L*(Q) si indica lo spazio
vettoriale di tutte le funzioni al quadrato sommabili (nel senso di Le-
besgue) in 2, dove due funzioni per cui i valori sono diversi soltanto in
un sottoinsieme di €2 di misura zero, vengono considerate uguali. Allora
la funzione || - [|2 : L*(R2) — R,

1= ( [ |f(rc)|2dx)1/2,

¢ una norma completa in L?(().

4. Sia 1 < p < oo. Sia ) un sottoinsieme misurabile in R™. Con LP(£2)
si indica lo spazio vettoriale di tutte le funzioni sommabili alla potenza
p-esima (nel senso di Lebesgue) in 2, dove due funzioni per cui i valori
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sono diversi soltanto in un sottoinsieme di €2 di misura zero, vengono
considerate uguali. Allora la funzione || - ||, : LP(Q2) — R,

11, = [ 15tz |pdx) "

¢ una norma completa in LP(2).

5. Sia £? lo spazio vettoriale di tutte le succesioni {z,}°°, scalari (reali o

complesse) per cui la serie Y - | |z,|* & convergente. Allora la funzione
” ) ||2:€2_>Rv

o 1/2
[{zn}nzill, = (Z ’xn’2> )
n=1

¢ una norma completa in 2.

6. Sia 1 < p < oo. Sia ¢* lo spazio vettoriale di tutte le succesioni {z,}>
scalari (reali o complesse) per cui la serie Y >°, |z,|P ¢ convergente.
Allora la funzione || - ||, : ## — R,

0 1/p
{zn}ozill, = (Z Il‘n!p) :
n=1

€ una norma completa in /7.

Per un elemento ¢ di uno spazio normato X e r > 0, 'insieme

Bp;r)={Y e X :|lo—9| <r}

e definito la sfera aperta di raggio r e centro . Un sottoinsieme U si dice
aperto se per ogni ¢ € X esiste r > 0 (che dipende da ) tale che B(y;7) C U.
Dato il sottoinsieme U di X, la parte interna U° di U & I'insieme aperto pill
grande di X contenuto in U.

Un sottoinsieme U di X si dice chiuso se esso contiene tutti i limiti di tutte
le successioni con termini in U e limiti in X. Dato il sottoinsieme U di X, la
sua chiusura U & il sottoinsieme chiuso pil piccolo di X che contiene U.

Dato il sottoinsieme U di X, la frontiera QU di U e l'insieme dei punti di
X che possono essere il limite sia di una succesione in U sia di una successione
in X \ U. Si dimostra facilmente che

oU=UnN(X\U).
Un sottoinsieme U di X si dice limitato se il diametro

diam(U) = sup{lle — ¢ : ¢, ¢ € U}
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¢ finito. In tal caso esiste 7 > 0 (con r > jdiam(U)) tale che U C B(g;r) per
un opportuno vettore p € X.

Un sottoinsieme D di X si dice denso in X se ogni vettore ¢ € X ¢ il limite
di una successione con termini in D. Uno spazio di Banach si dice separabile
se ha un sottoinsieme denso finito o infinito numerabile.

2 Spazi di Hilbert

Sia X uno spazio vettoriale reale o complesso (cioe, F = R oppure F = C).
Allora una funzione (-, -) : X x X — T soddisfacente le seguenti proprieta:

a. (¢, ) > (positivita)
b. (p,) =0 se e solo se ¢ =0, (definitezza)
. (o,%) = 9 per ogni ¢, € X, (simmetria)
d. (ap + BY,x) = alp,x) + B, x) per a, B € F e ¢, 1, x € X, (linearita)

e definita prodotto scalare (oppure prodotto interna, oppure, nel caso F = C,
prodotto sesquilineare). Nella (c¢) il soprasegno indica il coniugato complesso
se F = C. Dalle (c)-(d) segue subito che

e. (x,ap+ BY) =a(x,¢) + B(x,¢) per a, B €F e b, x € X.

Ogni prodotto scalare induce la cosiddetta norma indotta

lell = v/ (0, 0).

Inoltre vale la disuguaglianza di Schwartz*

[, D) < el ¢l per v, € X,

che € un’uguaglianza se e solo se ¢ e 1 sono proporzionali. La disuguaglianza
di Schwartz implica la disuguaglianza triangolare?

I+l <llell +1lvll, v eX

Uno spazio vettoriale con prodotto scalare si chiama spazio pre-Hilbert.
Uno spazio pre-Hilbert con norma indotta completa si dice spazio di Hilbert.

IDim: Sia ¢ un numero complesso di modulo 1 tale che £(p,v) = |(p, )| e sia x = &p.
In tal caso ||| = ||¢|, mentre per ogni ¢t € R si ha 0 < |l¢ + tx||? = |l¢l|® + 2t(¢, x) +
t2||x||?. Quindi il discriminante di questo polinomio reale quadrato & non positivo. Dunque
Ap, )12 = 4lel? ||2XH2 < 0 e quindi (@, )] < el H1/J||2 , ,
Dim: lo +¥lI* = lloll* + [[11* + 2Re(e, ¥) < [l@ll* + 1D01* + 2[lell 121 = (lell + l1)*-
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Uno spazio di Hilbert soddisfa all’identita del parallelogramma

lo +9l7 + lle — 9 II* =2 (lel* + [111%) -

Vice versa, se la norma di uno spazio di Banach soddisfa all’identita del
parallologramma, essa e la norma indotta di uno spazio di Hilbert.

Il prodotto scalare puo essere espresso nella norma tramite la cosiddetta
formula di polarizzazione:

(o) = {iuwwn ~lle = [,

F=R
(le + 207 = Nl = LI* +illp + i[> —illp — i)?), F=C.
(L1)

Discutiamo ora alcuni esempi di spazi di Hilbert.

1.

3

Sia ) un sottoinsieme misurabile in R™. Con L*(Q) si indica lo spazio
vettoriale di tutte le funzioni al quadrato sommabili (nel senso di Le-
besgue) in 2, dove due funzioni per cui i valori sono diversi soltanto in
un sottoinsieme di {2 di misura zero, vengono considerate uguali. Allora
la funzione (-,-) : L2(2) x L*(Q) — C,

(f.9) = /Q f(2)g(x) d,

¢ un prodotto scalare in L?*(2) che induce la solita norma.

Sia ¢? lo spazio vettoriale di tutte le succesioni {z,}°°, scalari (reali o
. . o0 2 s .
complesse) per cui la serie ) >° | |z,|° € convergente. Allora la funzione

(,): 2 x (* = C,
({xn}?zo:h {yn}fﬂ) = Z T Yn,
n=1

¢ un prodotto scalare in ¢? che induce la solita norma.

Contrazioni e Punti Fissi

Sia M un sottoinsieme chiuso di uno spazio di Banach X. Una funzione F' :
M — M si dice contrazione se per un’opportuna costante € € (0,1) vale la

stima

[F(z) - Fyll <elle —yl, zyeX

Ovviamente, una contrazione e una funzione uniformemente continua. Un
punto y € M si dice punto fisso di una funzione F' : M — M se F(y) = v.
Ovviamente, una contrazione F' : M — M non ha piu di un punto fisso.
Dimostriamo ora ’esistenza del punto fisso.



Teorema 1.1 Sia M un sottoinsieme chiuso di uno spazio di Banach X e sia
F: M — M una contrazione. Allora F' ha un unico punto fisso.

Dimostrazione.  Scegliendo zoy € M si definiscono i punti xq, xs, x3, ... ri-
cursivamente da x,.; = F(z,) per n = 1,2,.... Scrivendo, per m = 1,2, ...,
™ M — M per la funzione ottenuta applicando la F' m volte in seguito, si
vede subito che

[emir = @l = [[F"(21) = F™(zo)[| < e™[l21 — 2o

Per dimostrare che la successione {z,},>, ¢ di Cauchy, si faccia il seguente
calcolo:

p—1
[@n4p — al| < Z [ |
k=0
p—1
1 _ P
< €n+k||l‘1 N wOH _ € o Hl,l _ =T0|| < le xOH n
— 1— 1—¢

mostrando che {z,}°, ¢ di Cauchy. Siccome M ¢ un sottoinsieme chiuso di
uno spazio di Banach, esiste y € M tale che ||y — z,|| — 0 se n — oo. Di
conseguenza e grazie alla continuita della F',
Fy)=F (lim xn> = lim F(z,) = lim x,,; =y.
n—oo

n—oo n—oo

Quindi y e punto fisso della F. O

4 Basi ortonormali in spazi di Hilbert

Consideriamo prima uno spazio vettoriale di dimensione N con prodotto sca-
lare. Tale spazio ha una base ortonormale {@, }2_, di vettori di lunghezza 1
ortogonali tra loro. Partendo da una base (i.e., un sistema linearmente indi-
pendente massimale) {1, }_, qualsiasi, si puo costruire una base ortonormale
utilizzando il processo di Gram-Schmidt:

(5 = Y
F )
0y = g — (%, 901)901
|| — E%ﬁﬁ%%”
03 = 3 — (13, 01)p1 — (¢3,¢2)<P2
||¢3 — (¢, 801)901 — (s, @2)%“
oy = Yy — (YN, 1)1 — .o — (Un, ON—1)ON—1
\ lvn — (Un, 01)1 — ... — (YN, on—1)en-1]]
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E facile controllare induttivamente che @, ¢ ortogonale ai vettori ¢1,...,p; 1
ehanormal (j=1,2,...,N).

Per trovare la base ortonormale {¢,}Y_, dalla base {1, }"_, in modo non
iterativo, si consideri la matrice di Gram

G= {(wna wm)}flv,mzl

Sostituendo
n m
$n = Z anwlm Pm = Z lequ)h
k=1 =1

e richiedendo che (¢n, ¥m) = dpm (essendo d,,, la delta di Kronecker), ottenia-

mo
n

Z CnkCml ¢k7 ¢l)

k=1 =1

In altre parole, si cerchi una matrice sottotriangolare C' = (cnm)nN m—1 tale che
CGC™ =1,

dove I e la matrice identita e C* € la trasposta coniugata di C. Quindi bisogna
trovare una matrice sottotriangolare L (con trasposta coniugata L*) tale che
vale la cosiddetta fattorizzazione G = LL* e poi invertire la L: C = L~!. Per
ottenere un risultato unico si richiede che gli elementi diagonali L1y, ..., Lyy
siano positivi. In tal caso la fattorizzazione G = LL* si dice di Cholesky.

Appena trovata una base ortonormale {@,}_,, si ottengono subito le
cosiddette identita di Parseval:

N
lell> =D 1@, n)l?,
n=1

(0. %) =D (0, 00)(#n, ¥).

Consideriamo ora uno spazio di Hilbert separabile X a dimensione infi-
nita. Estraendo da un sottoinsieme denso e infinito numerabile D un siste-
ma di vettori linearmente indipendente massimale e applicando il processo di
Gram-Schmidt senza fermarsi ad un indice superiore N, si ottiene una base
ortonormale e infinita numerabile {¢, }°° ;. D’altra parte, I'insieme di tutte
le combinazioni lineari dei vettori di una base ortonormale infinita numerabile
di X e denso in X. Concludiamo dunque che uno spazio di Hilbert separabile a
dimensione infinita viene caratterizzato dall’esistenza di una base ortonormale
infinita numerabile.



Data una base ortonormale {¢,}>2 | in X risultano le identita di Parseval:

2
lell> =D 1(e,en)?,
n=1

= (0, n)(n, ).
n=1

Inoltre, vale lo sviluppo
o= (p,0n)p
n=1
nel senso che

lim =0.

N—oo

N
Zsoswn
=1

Introducendo la successione crescente di sottospazi

Eyx =span{p1,...,on}

di dimensione N, si puo leggere quest’ultima relazione limite nella seguente
maniera: La distanza (ortogonale) tra ¢ e il sottospazio Ey tende a zero se

N — 00.3 Quindi
N
P> (,0n)An
n=1

definisce la proiezione ortogonale di ¢ in Ey.
Dato lo spazio di Hilbert separabile X con base ortonormale {p,}2,, si
definisce la trasformazione lineare U : X — (2 da

Up={(&,¢n)}net s

ossia U ¢ la successione dei coefficienti (i, ¢, ) vista come vettore in £2. Allora,
applicando la definizione della norma in £2,

1Uel* = Z (0, 00)l” = llell?,

secondo l'identita di Parseval. Si verifica facilmente che U definisce una cor-
rispondenza biunivoca tra X e 2. Costruendo la U per X = ¢? e la sua base
ortonormale canonica, si vede subito che U coincide con la trasformazione iden-
tita in ¢2. Concludiamo che, tranne per una trasformazione unitaria della base
ortonormale, esiste un singolo spazio di Hilbert separabile.

2
3Sia Zﬁle Anpn un vettore arbitrario in Ey e F(A,...,A\n) = H<p - 22[:1 AnPn

la distanza tra ¢ e En al quadrato. Si puo dimostrare che il minimo viene assunto per
An = (0, 0n) (n=1,...,N).



5 Applicazioni

1. In X = L*(—m, 7) le funzioni

formano una base ortonormale. Data una funzione f € L*(—m, ) e introdu-
cendo i suoi coefficienti di Fourier

1 (" ,
Cp = —/ f(x)e " dx,
2 ) .

si vede subito che ¢, = (2m)"Y2(f,,) per n € Z. Secondo lidentita di
Parseval segue

e’}
£ =27 D leal”,
n=-—o0o

ossia
o

f@)Pde= ) |edl”

n=—oo

1 e

2 ),

Inoltre, vale la convergenza della sua serie di Fourier

nel senso che
2

. N
Jvlgnoo ) flz) — ; Cp e dx = 0.
2. In X = L*(—m, ) le funzioni
1 ~ cos(nx) sin(nx)

n=123,...,

900(*%‘) = Ea ﬁ ) QDZ(ZL‘) = ﬁ )

formano una base ortonormale. Data una funzione f € L?*(—m,7) e introdu-
cendo i suoi coefficienti di Fourier

o (x) =

I x
an == [*_f(x)cos(nz)dr, n=0,1,2,...,
T
I = )
bn:—f_ﬂf(x)sm(nx)dx, n=1,23,...,
T



si applichi I'identita di Parseval per trovare I'uguaglianza

o0

1 [ aol?
e T S S (Y
n=1

—T

Inoltre, vale la convergenza della sua serie di Fourier

f(z) = % + nZ:; (ay, cos(nx) + by, sin(nz))
nel senso che
™ N ?
A}iinoo B flz) — — — ; ay, cos(nz) + by, sin(nz))| dx = 0.

3. Sia X = L?*(—1,1). Applicando il processo di Gram-Schmidt al sistema
{1 }5°, dove ¥, (x) = 2™, si ottengono le versioni normalizzate dei polinomi di
Legendre. Infatti, moltiplicando questi polinomi da costanti positive tali che
hanno il valore 1 in x = 1, risultano i soliti polinom: di Legendre

o) = iy (35) @0

soddisfacenti .
2
P.(z)P,(z)dr = —— 0pnm
| Pa)Pata) e = 52
Data una funzione f € L*(—1,1) e definendo i coefficienti

_2+1
+ /f VP(z)dz, 1=0,1,2,...,

otteniamo l'identita di Parseval

2 d _ 2
IR Z%Hm|
e lo sviluppo
1) = iR (x)
1=0
nel senso che

lim de =0

L—oo

L 2
- BP(x)
1=0
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Tabella I.1: T polinomi ortogonali classici

Nome dei polinomi I w(z)

Legendre (—1,1) |1

Chebyshev di 1* specie (=1,1) | (1 —2?)~1/2

Chebyshev di 2% specie (=1,1) | (1 —2?)'/?

Legendre associati (-1,1) | (1—2*)™perm=1,2,3,...
Jacobi (-1,1) | (1—2)*(1+z)’ cona,l>—1
Gegenbauer o ultrasferici | (—1,1) | (1 —22)* con A > —1

Laguerre (0,00) | %" per a > —1

Hermite (—00,00) | e

4. Sia I un intervallo della retta reale e w una funzione positiva quasi
ovunque su I tale che [ |z[*"w(z)dz < oo (n = 0,1,2,...). Applicando il
processo di Gram-Schmidt al sistema {1, }22, dove 1, (x) = z", si ottengono i
polinomi ortogonali {p, }22, rispetto al peso w, dove il grado di p,, ¢ uguale ad n
e i coefficienti principali sono tutti positivi. Data una funzione f € L*(I;w dx)
e definendo i coeffienti

Cp = /If(x)pn(x)w(a:) dx, n=0,1,2,...,

otteniamo l'identita di Parseval

JI@Pue de =Y lef
n=0
e lo sviluppo
fla) = Z Cnpn ()
n=0

convergente nel senso che

2

f(x) — Z Cnpn(z)| w(x)dr =0.

n=0

lim
N—oo I

6 Operatori lineari

Siano X e Y due spazi di Banach. Un’applicazione T": X — Y si dice operatore
lineare se

T(/\l.Tl + )\2%2) = /\1T(I1) + /\QT(JIQ), X1, To € X, )\1, )\2 € F,

11



dove F' = R oppure F' = C. Molto spesso scriviamo Tz invece di T'(z). Gli
esempi principali degli operatori lineari sono le matrici n x m (come rappresen-
tazioni degli operatori lineari da F™ in F™) e gli operatori differenziali lineari.
L’immagine di tale T' ¢ U'insieme Im (T) = {Tz : * € X }; quest’insieme & un
sottospazio lineare di Y. Il kernel di T ¢ il sottospazio lineare di X definito da
KerT ={x € X :Tx =0},

Un operatore lineare T : X — Y si dice invertibile se ¢ una corrispondenza
biunivoca tra X e Y.

Proposizione 1.2 Un operatore lineare T : X — Y ¢ invertibile se e solo se
ImT =Y e KerT = {0}.

Dimostrazione.  Se T e invertibile, si ha ovviamente Im7T =Y e KerT =
{0}. D’altra parte, se ImT =Y e KerT = {0}, per ogni y € Y 'equazione
Tz = y ha almeno una soluzione x € X (poiche Im7T = Y'). Se ci fossero
x1,29 € X tali che Tz = Tay = y, allora T(x; — x9) = Txy — Taxy = 0 e
quindi x; —z3 = 0 (poiche KerT'= {0}) e 21 = 5. Quindi la soluzione x € X
dell’equazione T'x = y € unica per ogni y € Y. O

Siano X e Y spazi di Banach. Un operatore lineare 7' : X — Y si dice

limitato se sup ||Tz|| < +o0. In tal caso il numero
ll=]|=1

Tx
ITI = swp [Tl = sup 12l
z€X, |z||=1 ozzex |||

si dice norma di T'.

Se X = F™ (dove F' = R oppure F' = C) ha dimensione finita, ogni opera-
tore lineare T : X — Y ¢ limitato. Infatti, sia {ej,---,e,} la base canonica
di F™. Allora ogni operatore limitato 7" : F"™ — Y puo essere rappresentato

come
n n
T E xr;e; | = E xiTei .
i=1 =1

Se si applica ad una matrice, la norma si chiama norma spettrale.*

Siano X,Y, Z tre spazi di Banach e sianoT : X — Y e S:Y — Z due
operatori lineari limitati. Allora ST : X — Z e un operatore lineare limitato
e |1ST| < ISINT|. Infatti,

STl < (STl < [STHT Il = e X,
e quindi [|ST|| < [|SIHIT]-

4La norma spettrale di una matrice & uguale al suo numero singolare pit grande.
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Proposizione 1.3 Siano X,Y spazi di Banach e sia T : X — 'Y un operatore
lineare. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

a. T e un operatore limitato.

b. T : X — Y ¢ una funzione uniformemente continua.
. T:X —Y éuna funzione continua.

d.T: X —Y ¢ continua in 0.

o

Dimostrazione.  [(a)==(b)] Per z1, x5 € X si ha grazie alla limitatezza di
T: ||Txy — Tas| < ||T||[|z1 — 22f]. Quindi, se ||x; — xo|| < (¢/]|T]]), allora
|Txy — Txs|| < e. Allora T & uniformemente continuo.

[(b)==(c)==(d)] Ovvio.

[((d)==(a)] Sia T continuo in 0. Allora esiste § > 0 tale che ||z| < §
implica ||Tz|| < 1. Quindi per qualsiasi x € X con ||z|| = 1 si ha ||(§/2)z|| < ¢
e dunque (6/2)||Tz|| = ||T(6/2)z| < 1. Allora ||z|| = 1 implica ||Tx| < (2/6).
Di conseguenza T ¢ limitato con norma < (2/6). O

Consideriamo adesso lo spazio normato £(X,Y") di tutti gli operatori lineari
e limitati da X in Y, dove X e Y sono spazi di Banach. Scriviamo £(X) se
X=Y.SeX=F"eY=F"(per F=RoF=C), L(X,Y) coincide con lo
spazio delle matrici n x m.

Proposizione 1.4 Siano X,Y spazi di Banach. Allora L(X,Y) € uno spazio
di Banach.

Dimostrazione.  Sia {T,}%2, una successione di Cauchy in £(X,Y). In
altre parole, per ogni € > 0 esiste v € N tale che ||T,, — T,,,|| < € per n,m > v.
Per z € X abbiamo la successione di Cauchy {T,,x}52, in Y. Per x = 0 questo
¢ chiaro. Per x # 0 si ha: per ogni € > 0 esiste v € N tale che ||T,,z — T,,,z|| <
el|z]| se n,m > v, mentre £||z|| & una costante positiva arbitraria. Siccome Y
¢ uno spazio completo, esiste, per ogni z € X, un vettore Tz € Y tale che
lim, o ||Thz —Tz|| = 0. Si dimostra facilmente che 7" ¢ un operatore lineare.
Inoltre, per quel v = v(e) si ha ||T,x — Tz|| < ¢||z|| se n > v (calcolando il
limite se m — 00). Quindi per un opportuno ny > v si ha

[T2|| < [ Tngw = Tl| + | Too [l 2] < (& + [T ll) lzll, 2 € X,

implicando la limitatezza di T'. Inoltre, siccome per ogni € > 0 esiste v € N
tale che ||T,,x — Tz|| < ¢l|z|| se n > v, si ha ||T,, = T'|| — 0 se n — oco. In altre
parole, {T,,}5°, & convergente in L(X,Y). O

Discutiamo due esempi.
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a. Sullo spazio ¢! definiamo l'operatore A come

o0

(Ax); =Y aigmy,  x = (2a),

J=1

dove {a; ;)75 ¢ una matrice infinita. Allora A ¢ limitato se

< +00.

|A] = Sup Z i
=1

Infatti, sotto questa condizione abbiamo

[Ax]ly = Z |(Ax)] < ZZ i jlla;] < [1A] Z |25 = A%l

=1 j=1
Abbiamo infatti trovato il valore esatto della norma di A, ma questo non
verra dimostrato.

b. Sullo spazio L?(G) e per qualsiasi funzione misurabile limitata h su G
definiamo 'operatore M da

(M[f)(x) = h(x)f(z), =€

Allora hf € misurabile se f e misurabile. Inoltre,
IR £l —/ (@) f ()] do < ||Al3 / |f(@)]* dz = || R[N 113,

dove ||hlso = sup,eq [2(x)]. Quindi M & limitato su L*(G). Si dimostra
nella stessa maniera che M ¢ limitato su L'(G). In entrambi i casi ||h|«
¢ un maggiorante della norma di M. Infatti ||h|| € il valore esatto della
norma, ma questo non verra dimostrato.

¢. Sia G un aperto limitato in R" di misura m(G). Per K(z,y) continua in
x,y € G, si definisce 'operatore integrale K da

(K f)(x) = /G K(x,y)f () dy.

Dunque per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che [K(z1,y1) — K(z2,2)| < €
se ||[(x1,11) — (z2,92)|]2 < 8.° Allora Kf € C(G) per ogni f € L'(G).

5Cid segue dal seguente teorema: Ogni funzione continua su un insieme compatto &
uniformemente continua.
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Infatti, per z1, 2z, € G si ha

(K ) (1) — (K ()] < /G K, y) — Ko y)| 1f ()] dy

< s/G\f<y>|dy — ||l se 21 — 2] <6,

Inoltre, |(Kf)(x)] <M [ |f(y)ldy = M| f|l per ogni f € LY(G), dove
M = max, 5 [K(7,y)|. Di conseguenza, K ¢ un operatore limitato
da LY(G) in C(G) di norma < M. Siccome le immersioni C(G) +
L*(G) e L*(G) — L'(G) sono operatori limitati di norma < /m(G),°
concludiamo che K ¢ un operatore limitato su tutti e tre spazi di Banach

C(G), LN(G) e L*(@), sempre di norma < M+/m(G).

Finora tutte le dimostrazioni sono state abbastanza elementari. Il prossimo
teorema non e facile da dimostrare e richiede una certa proprieta topologica
(quella di Baire) degli spazi metrici completi.

Teorema 1.5 Siano XY spazi di Banach e sia T € L(X,Y) invertibile.
Allora l'operatore inverso T—1 € L(Y, X).

Il prossimo teorema fornisce un algoritmo per dimostrare 'invertibilita di
un operatore limitato e per calcolare (almeno in principio) la sua inversa.
L’operatore inverso verra costruito come la somma della cosiddetta serie di
Neumann che generalizza la serie geometrica. Abbiamo bisogno dell’operatore
d’identita Ix (oppure I se non c¢’& pericolo di confusione) su uno spazio di
Banach X: Si definisca Ixx = x per ogni z € X.

Teorema 1.6 Sia X wuno spazio di Banach e sia T € L(X). Allora T é
invertibile se ||I —T|| < 1. In tal caso

o0

T =) (I-T),

J=0

dove (I —T)° = Ix e la serie ¢ convergente nella norma di L(X).

®Dalla disuguaglianza di Schwartz segue | f|l1 = [, 1 [f(y)|dy < y/[512dy]/fl2 per
ogni f € . Inoltre, 2 < 00 y per ogni f € G. Si ha y=m(G).
i f € L2(G). noltre, ]|z < ||fllooy/ /124 i feG. Siha [,12d G
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Dimostrazione. ~ Consideriamo le somme parziali”

3

Sp=I+{I-T)+{I-=TP+---+(I-T)"=) (I-TY.

Si vede subito (o quasi subito) che
TS, = S,T = Sy — (I —T)Sy = Sy — Spy1 + 1. (1.2)

Adesso facciamo la stima [Vedi l'esercizio 1.9]

n+p A n+p . H[ _ T“n+1
— - I-TYy| < I-T) < —rrrr
ISues = Sull = | S (=T < 3 W =T < {
]:n—|—]_ ]:n-i-l

cio implica che {5,}5°, ¢ una successione di Cauchy in £(X). Dalla Propo-
sizione 1.4 segue l'esistenza di S € L(X) tale che ||S, — S| — 0 se n — oc.
Calcolando il limite in (1.2) se n — oo, otteniamo

TS=ST=8S—-(I-T)S=S—-S+1.
Di conseguenza T'S = ST = I, cioe S =T~ O

Dalla serie di Neumann si ottiene facilmente

1

< —
=

se [ =T <1.

Corollario 1.7 Siano X,Y spazi di Banach, T,S € L(X,Y) e T invertibile.

Se )
1T =S| < 77>
71|
allora S € invertibile. In altre parole, 'insieme degli operatori invertibili in
L(X,Y) é aperto in L(X,Y).

Dimostrazione. ~ Ovviamente, T-1S € L(X). Inoltre,
[Ix = TS| = |T7T = SYf| < |7 T = S| < IT T~ =1

implica (secondo il teorema precedente) che T-1S & invertibile. In tal caso S
¢ invertibile. O

"Questo teorema si puod anche dimostrare utilizzando il fatto che per ogni y € X la mappa
F : X — X definita da F(z) = Tz + y per x € X & una contrazione e quindi ’equazione
F(z) = 2 ha un unico punto fisso.
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7 Spettro di un operatore lineare

Sia X uno spazio di Banach complesso e sia T € L(X). Per ogni A € C
consideriamo gli operatori lineari A —7" (cioe, Al x —T scritto male). Studiamo
I'invertibilita di A — 7" al variare di .

I numero A € C si dice autovalore di T se esiste 0 # z € X tale che
(A=T)x = 0 (cioe, tale che Tz = Azx). Il vettore x si chiama un corrispondente
autovettore. In tal caso Ker (A —=7T) = {z € X : (A= T)x = 0} ¢ l'insieme
di tutti gli autovettori corrispondenti all’autovalore A, piu il vettore zero. La
definizione generalizza quella per le matrici quadrate. Infatti, come per le
matrici quadrate 'esistenza dell’autovettore 0 # x € X tale che Tx = Az
implica che A\ — 7" non ¢ invertibile. Per le matrici quadrate T" basta risolvere
I'equazione det(A — T') = 0 per trovare tutti gli autovalori di 7". Nel caso di
uno spazio X a dimensione infinita la situazione ¢ molto piu complicata.

Sia X uno spazio di Banach complesso e sia T € £(X). Il numero complesso
A appartiene allo spettro di T', o(T), se A —T NON e invertibile. Quindi tutti
gli autovalori di 7' appartengono allo spettro di 7". Il numero complesso A
appartiene al risolvente di T, p(T'), se A — T & invertibile. Dunque p(7T) & il
complementare di o (7).

Teorema 1.8 Sia T € L(X). Allora lo spettro o(T) di T é un sottoinsieme
non vuoto, chiuso e limitato di C, mentre il risolvente p(T) di T ¢é un aperto
non limitato.

Dimostrazione. ~ Sia A € p(T). Se |[u—\| < [|[(A=T)7*||7*, allora p € p(T).
Questo segue subito dal Corollario 1.7, poiche (u —AN)Ix = (u—T) — (A =T).
Quindi p(7T") ¢ un aperto in C.

Se Al > ||IT||, IN"'T|| < 1 implica I'invertibilita dell’operatore A — T =
MIx — A7IT). Inoltre

IR e L AN

dove la serie € convergente nella norma di £(X). Quindi lo spettro € un insieme
chiuso contenuto nella palla di centro zero e raggio ||T]|.

Utilizzando il teorema di Liouville dell’analisi complessa,® si puo dimostrare
che lo spettro di un operatore lineare limitato non ¢ mai vuoto. Quindi il suo
risolvente non e mai l'intero piano complesso. O

8

Sia r(T), il raggio spettrale di T', il minimo di tutti gli r per cui la serie (I1.3)
¢ assolutamente convergente per ogni A € C con |A| > r. Allora r(T) < ||T|| e

8Teorema di Liouville: Una funzione analitica f : C — C limitata & costante.
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o(T) & contenuto nel disco di centro 0 e raggio (7"). Infatti quel disco ¢ il disco
di centro 0 piu piccolo che contiene lo spettro di T'. Utilizzando ’espressione
per il raggio di convergenza di una serie di potenze, troviamo

r(T) = Lim |7/,

Sia T' € L(X). La formula C = ¢(T") U p(T') rappresenta una partizione
del piano complesso in due insiemi disgiunti. Adesso discutiamo un’ulteriore
suddivisione di C in quattro insiemi due a due disgiunti.

a. Se A — T ¢ invertibile, A € p(T"). Altrimenti, A € (7).

b. Se Ker (A — T) = {0}, Im (A — T") & un sottospazio lineare denso in X
elm(A—=T) # X, si ha A € 0.(T). Tali punti A\ appartengono allo
spettro continuo di T'. In tal caso ogni x € X si puo approssimare da
vettori (A — T')z per qualche z € X. Purtroppo esistono x € X tale che
I'equazione (A — T')z = x non ha nessuna soluzione z € X.

c. Se Ker (A—=T) = {0} e Im (A —T) & un sottospazio NON denso in X, si
ha A € 0,(T) [lo spettro residuo di T).
d. Se Ker (A = T) # {0}, A & un autovalore di 7. L’insieme degli auto-

valori si scrive come 0,(7T) [inglese: point spectrum]. Gli autovettori
corrispondenti all’autovalore A sono tutti i vettori in Ker (A —7) \ {0}.

Abbiamo ottenuto la partizione
C=p(TYUo (T)Uo,.(T)Uo,(T)

-~

o(T)

del piano complesso in quattro insiemi due a due disgiunti.

Per determinare lo spettro continuo piu facilmente, dimostriamo il seguente
lemma.

Lemma 1.9 Sia T € L(X). Sia 0,,(T)? Uinsieme di tutti i X tali che ||(\ —
T)x,|| — 0 per un’opportuna successione {x,}2 | con ||z, || = 1. Allora

0p(T)U 0 (T) C 04p(T) C o(T).

Dimostrazione. ~ Dimostriamo prima che 0,(7") U 0.(T") C 04,(T).
Se A € 0,(T') e 0 # x € X ¢ un corrispondente autovettore, prendiamo
x, = (z/||z||) per ogni n € N. In tal caso (A — T")x,, = 0 per ogni n € N. Ne
segue che A € a,(T). Quindi 0,(T) C 04p(T).

9L’insieme si dice approzimate point spectrum.
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Se A ¢ 0,,(T), esisterebbe € > 0 tale che ||[(A —T)z| > ¢ se [|z|| = 1. In
tal caso si ha
[(A=T)z| > e[z, reX.

Quindi A non & un autovalore di 7. Se y € Im (A —T'), esiste un unico vettore
x € X tale che (A —T)z = y. In tal caso
A=)yl <eMlyl,  yeIm(A-T). (L.4)

Se Im (A —T') non ¢ denso in X, ne segue che A € ¢,(T). Se Im (A—T') ¢ denso
in X, la stima (I.4) si estende ad y € X per continuita, e dunque A € p(T"). In
altre parole, C \ 04,(T) C p(T) U0, (T), oppure o,(T) Uo.(T) C 04,(T).

Se A € p(T'), esistono M, m > 0 tali che M||z| > ||(A — T)z|| > m||z| per
ogni z € X (infatti, M = |A=T|em = [|[(A=T)7'|7!). Quindi se {z,}°, ¢
una successione con ||z,|| = 1, non si ha ||[(A—T)z,| — 0. Quindi X ¢ o,,(T).
Ne segue che 0,,(T) C o(T). O

8 Operatori lineari autoaggiunti e unitari

Discutiamo ora gli operatori lineari su uno spazio di Hilbert. Sia X uno spazio
di Hilbert e sia T" € L£(X). Si definisce 'operator aggiunto 7* dall'uguaglianza

(T*z,y) = (z,Ty), z,y € X.
Si dimostra facilmente che

77| = sup [[T"z[| = sup [ <T 2,y > |
Jall=1 Jall=llyll=1

= sup | <a,Ty>|=sup [Tyl =|T].
llzll=lyll=1 lyll=1

Quindi 7% € L(X) e | T*|| = || T
E facile dimostrare le seguenti proprieta:
(NT)* = \T*, (T +S) =T*+ 8%, (TS)" =S*T*, (T*)" =T.

Sia X uno spazio di Hilbert e sia T" € £(X). Introduciamo le seguenti
classi di operatori lineari:

a. Gli operatori autoaggiunti: T* =T
b. Gli operatori unitari: T invertibile e T = T*.

c. Gli operatori normali: TT* = T*T. Osserviamo che gli operatori au-
toaggiunti e unitari sono ambedue normali.
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Sia X uno spazio di Hilbert complesso e sia T' € L(X). Si dimostri che T &
autoaggiunto se e solo se (T'z, z) € un numero reale per ogni x € X. Si consiglia
sviluppare il prodotto scalare (T'(x + iy), z + iy) per z,y € X, utilizzando che
(Tz,z) € Rper z=x, z=y e z=x+iy. Il risultato non vale in uno spazio
di Hilbert reale.

Teorema 1.10 Sia T € L(X) un operatore autoaggiunto. Allora
o(T) C{(Tz,z): |z|| =1} CR.
Inoltre, o,.(T) = 0.

Dimostrazione.  Sia A € 0,(T") U o.(T). Secondo il Lemma 1.9 esiste una
successione {x,}>° ; in X tale che ||z,|| =1 (n € N) e ||[(A = T)z,|| — 0 se
n — oo. Allora la stima [(A = T)xy, z,)| < [[(A = T)z,||||zn|| con ||x,] =1
implica che

A= Ty, z,) = (A —=T)xp, ) — 0, n — oo. (L.5)

Siccome (T'z,, z,) € R per n € N, segue A € R. Dunque 0,(7") Uo.(T) C R.
Sia A € 0,.(T'). Siccome Im (A — T') & un sottospazio lineare non denso in

X, esiste 0 # o € X tale che (A —T)z,z) = 0 per ogni z € X. In tal caso

segue, per z = 1,

(Tz,x)

(z, )

Quindi o,.(T) C R. Da questo fatto si trova per ogni z € X

A= cR.

0=((A\=T)z2) = (2, (A — T)a),

e quindi (A — T)z = 0 mentre x # 0. Risulta che A\ € 0,(T). Siccome
0,(T) C R, si ha A € 0,(T). Contraddizione. Segue allora che o,.(T") = 0.

Infine, o(T') = 0,(T) U o.(T) e la relazione (1.5) [dove ||x,| = 1 per ogni
n € N] implicano che lo spettro di T' & contenuto nell’intervallo chiuso e limitato
pitt piccolo che contiene U'insieme {(Tz,x) : ||z|| = 1}. Infatti, sia {(Tz,x) :
|z|| = 1} C [m, M]. Allora

mz||* < (Tw,2) < Ml=|?,  ze€X.
Dunque per ogni z € X

{A >M: (A= M)|z|* = (A= D)z, x) = (A= m)|z|?
A<m: (m= Azl < (T = Na,z) < (M = V||

Di conseguenza, se A € R\ [m, M], non esiste nessuna successione {x, }>2 ; tale
che ||z,]| =1 (n € N) e [|[(A = T)z,|| — 0. Quindi o(T") C [m, M]. O
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Si puo infatti dimostrare che per un operatore lineare autoaggiunto 'in-
sieme {(Tx,z) : ||| = 1} & l'intervallo chiuso e limitato reale piu piccolo
che contiene lo spettro di T. In particolare, gli estremi di quell’intervallo
appartengono a o(7"). Purtroppo la dimostrazione non ¢ elementare.

Teorema 1.11 Sia T € L(X) un operatore autoaggiunto. Allora il suo raggio
spettrale coincide con la sua norma: r(T) = ||T||.

Dimostrazione.  Sia T € L(X) autoaggiunto. Allora
I Tz|]* = (T2, Tz) = (Tw,2) < |T%x|||zll, = €X,
dove e stata applicata la disuguaglianza di Schwartz. Passando all’estremo

superiore per gli z € X con ||z| = 1 si ottiene ||T||> < ||T?| e dunque [Vedi
I'esercizio 1.9]

172 =171
Questo implica
I = Tl,  neN
Passando al limite se n — oo si trova r(T") = ||T|. O

Passiamo ora agli operatori unitari. Utilizzando la formula di polarizza-
zione si puo dimostrare che un’isometria (cioe, un operatore lineare U su uno
spazio di Hilbert X tale che |Ug|| = ||¢|| per ogni ¢ € X) ha la proprieta

(U, Ut) = (p,9), o, Y€ X,

e quindi la proprieta

(UUp,¥) = (p,%), o eX.

Quest’ultimo implica che U e un’isometria in X se e solo se U*U = [x. Nella
stessa maniera si vede che un operatore U ha la proprieta che U* & un’isometria
se e solo se UU* = [x. Conclusione: U e un operatore unitario se e solo se U e
U* sono ambedue isometrie se e solo se U e un’isometria invertibile. Siccome
in tal caso anche U™ e U™ = (U™)" sono isometrie (n = 1,2,3,...) se U ¢
unitario, risulta

U =[U"=1  n=123,....

Di conseguenza,

r(U)=r(U) <1,
e quindi o(U) C {z € C:|z| =1}.
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Infine, un operatore autoaggiunto 71" si dice positivo (si scrive T > 0) se
(Tz,x) > 0 per ogni = € X. E facile vedere che T > 0 se e solo se o(T) C R*.
Gli operatori positivi ci consentono ad ordinare gli operatori autoaggiunti nel
seguente modo:

A>B&B<A&A-B>0&0(A—-B)CR".

Teorema 1.12 Per ogni operatore lineare positivo T esiste un unico operatore
lineare positivo T'/? tale che [T'/?)? = T. Inoltre, T"/? dipende da T in modo
continuo.

Dimostrazione.  Consideriamo prima 7" > 0 tale che ||T'|| < 1. Ponendo
S =1—-Tsivedeche S>0¢e|S| =]{—-T| <1 Scrivendo I'’equazione
(1-Y)*=1-8 =T nella forma

1
= (S+Y?
v Lsevy,
facciamo la seguente iterazione:'°
1 2
Yo =0, Yop1 = 5 (S+Y2). (1.6)
Dunque
1 1 1 1 1 1 1
Yo=0,Y1==5 Yo==-S+-5% Vs=-S+-52+—-8"4+ —5%
D R G i R S TR DT

In generale si ha

0=Y <Y1 <Yo<Y¥s<...<1,

2n72 anl

Y S <Y <> s,
j=1 i=1

dove

1 (25 — 3)!!
PR/ Bl
2 2(5

f)=1-vVI—z —Z% . m=

Siccome {(Y,z, ) }22 | & una successione di numeri non negativi limitati supe-
riormente da ||z[|?, esiste il suo limite. Utilizzando la (I.1), si ottiene anche

10 Applicandola alle matrici positive, I'iterazione risulta matematicamente convergente ma
numericamente instabile.
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'esistenza del limite della successione {(Y,z,y)}>°, per ogni z,y € X. Allora
esiste un operatore lineare Y su X tale che

(Ya,y) = lim (Y,z,v), x,y € X.

Risulta subito che Y & autoaggiunto and soddisfa 0 <Y < I. Dalla (1.6) segue
che Y = (5 4+ Y?) e quindi che

(I-Y)y?=I-8=T,

mentre I — Y > 0. Risulta inoltre la formula
Y=Y s (1.7)
j=1

Siano ora T e T due operatori positivi di norma < 1. Poniamo S®*) =
I—TW per k = 1,2 e costruiamo i due operatori positivi Y e Y? di norma
<1 taliche (I = Y®)2 =1 - 8®) =T® per k = 1,2. Dalla (1.7) segue che

[y® -y < i - ngﬂ _ g@?

j=1

0o j—1
<Y |[SO =8O Y IS
j=1 k=0

< [|S® — SO ST jyy (max(| SV, [|SP))’
j=1

= |5 = S®|| £ (max(|SD, |SP]))

|S® — 5@
21— max([SO, [5@])
|70 — 7@

(1.8)

23T = max([[ — TO, [T - T®)’

Di conseguenza, I — Y dipende da T" in modo continuo.
Consideriamo ora un operatore positivo 7', non necessariamente di norma
< 1. In tal caso esiste una costante ¢ > 0 tale che ¢T' > 0 e ||cT|| = ¢||T|| < 1.

Costruiamo ora un operatore Z > 0 tale che Z2? = ¢T'. In tal caso ¢ /22 >0
e[c2ZP2=T. O
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9 Operatori Compatti in Spazi di Hilbert

Siano X e Y due spazi di Hilbert. Un operatore lineare K € L(X,Y) si
dice operatore di rango finito se il suo immagine e un sottospazio di Y di

dimensione finita. Se m = dimIm K, esistono due sottoinsiemi {z1,..., 2}
in X e{yy,...,yn} in Y linearmente indipendenti tali che
Kz=> (2,2;)y; (L9)
j=1

Esempio 1.13 Siano G un aperto di R" ¢ X = Y = L*(G). Se K ¢ un
operatore su L?(G) di rango finito, allora esistono due sottoinsiemi { f1, ..., fm}
e {9g1,--.,9m} linearmente indipendenti di L*(G) tali che

e =3 160) [ = [ (3 ntain) . s <

per ogni h € L*(G). In altre parole, K & un operatore integrale su L*(G) con
nucleo degenere

K(z,y) = Z £i(2)g;(y).

Esempio 1.14 Sia X =Y = (2. Se K & un operatore su ¢? di rango finito,
allora esistono due sottoinsiemi {e®, ..., e} e {d", ..., d"™} linearmente

indipendenti di 2, con @ = {12 e dP = {dP}>  tali che
=1 k=1 k=1 \j=1

per ogni = {7;}52, € ??. Dunque K & un operatore integrale degenere con
nucleo integrale

Un operatore lineare K € L(X,Y) di rango finito ha la seguente pro-
prieta: Se {x,}>°, ¢ una successione limitata in X, allora {Kxz,}>°, ha una
sottosuccessione convergente in Y .1

HTeorema di Bolzano-Weierstrass: Ogni successione limitata in R™ ha una sottosucces-
sione convergente in R™. Siccome Im K ha dimensione finita e si puo quindi identificare con
C" (oppure con R?"), segue la proprieta di compattezza di K.
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Definizione 1.15 Un operatore lineare K € L(X,Y) si dice operatore com-
patto se manda ogni successione limitata {z,}>°; in X in una successione
{Kz,}>2, in Y con sottosuccessione convergente in Y. Ovviamente tutti gli
operatori di rango finito sono compatti.

Gli operatori compatti hanno le seguenti proprieta:

1. Tutte le combinazioni lineari finite degli operatori compatti sono ope-
ratori compatti. Quindi gli operatori compatti costituiscono uno spazio
vettoriale complesso.

2. Se un operatore compatto viene moltiplicato dalla sinistra o dalla destra
da un operatore limitato, resta comunque compatto.

3. Se {K,}>°, & una successione di operatori compatti e |K,, — K| — 0,
allora K e compatto. In particolare, tutti gli operatori lineari ottenuti
come limite nella norma degli operatori di rango finito sono compatti.?

4. Se K : X — Y e compatto, anche K* : Y — X e compatto.
5. Se K & positivo e compatto, anche K/ & positivo e compatto.'?

6. DI CONSEGUENZA: Se K : X — Y & compatto, allora (KK*)'/? ;
Y - Y e (K*K)"Y?: X — X sono positivi e compatti.

Passiamo ora al cosiddetto principio di Rayleigh-Ritz.

Lemma 1.16 Sia 0 # K : X — X un operatore compatto positivo. Allora la
sua norma || K|| é un autovalore di moltiplicita finita.

Dimostrazione.  Sia K # 0 un operatore compatto e positivo su X. Allora
| K|| > 0. Esiste una successione di vettori {1,,}°°, di norma 1 tali che

1
I = [l > K = ).

Siccome K & compatto, la successione { K1), }5°; ha una sottosuccessione con-
vergente in X. Dunque esiste {1y, }°, tale che ||Kt,, — ¢|| — 0 per un
opportuno ¢ € X.

12Non ci sono altri operatori compatti: Ogni operatore compatto puo essere approssimato
nella norma da operatori di rango finito.

13Scegliendo T = c¢K per ¢ > | K||~! e approssimando K da operatori positivi K,, di rango
finito, si puo applicare la (I.8) per dimostrare che gli approssimanti K}L/ % sono di rango finito
e tendono a K in norma. Quindi K/2 & compatto.
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Ora facciamo il seguente calcolo:

14, — B[P I* = (B4, — (K4 K4, — 1K [P40,)

= (K%, K% + 1Ky, o)
- HKH2<wnzame> - HKH2<K¢W%>
= | K0, |17 + K" = 20 K[| K, |
< KPS, 1+ K = 20K P |2
= | KI1* (1E11° = [ K, [7) — 0.

Siccome || Ky, — ¢|| — 0 ¢ K ¢ limitato, si ha

K2%¢p

Yo, = Ty
IR

lim ' =
l—o0

Applicando l'operatore K alla relazione precedente risulta
K¢ = | K|, (L.10)
mentre ||¢|| = lim;_ ||[K%y,|| = 1. Scrivendo la (1.10) nella forma
(K + | K|l Ix) (K — | K[ Ix)¢ = O

e utilizzando 'invertibilita del fattore sinistro (dim: K > 0 e dunque o(K +
IK||Ix) C [||K]||,+o0)) otteniamo K¢ = ||K||¢ per un vettore ¢ € X di
norma 1. Di conseguenza, || K || & autovalore di K.

Consideriamo ora il sottospazio lineare non banale

M={zxeX: Kz=|K|z}

di X. Dalla compattezza dell’operatore K segue che tutte le successioni limi-
tate in M hanno una sottosuccessione convergente in X. Cio implical* che
M ha dimensione finita. In altre parole, la moltiplicita dell’autovalore || K| &
finita. O

Sia K un operatore positivo e compatto su X e sia K # 0. Allora

si(K) = || K| = max | Kol

definisce I'autovalore piu grande, secondo il principio di Rayleigh-Ritz. Sia ¢
il corrispondente autovettore di norma 1. Ponendo

K1 =K — s1(K){-, 01)¢1,

ci sono due possibilita:

14Gulla base del cosiddetto Teorema di Mazur: Uno spazio di Banach Y ha dimensione
finita se e solo se ogni successione limitata in Y ha una sottosuccessione convergente in Y.
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a. K; =0. In tal caso K = s1(K)(-, ¢1)¢1 ha rango 1.

b. K; # 0. In tal caso K e K; hanno gli stessi autovalori, ma la moltiplicita
dell’autovalore s1(K) viene ridotta da 1 (cioe, s;(K) non & autovalorre di
K se la moltiplicita era gia 1). Applicando il principio di Rayleigh-Ritz
all’operatore positivo e compatto K troviamo

59(K) = 51(Ky) = || Ky = ﬁﬂ”axl | K1 = ”Tg‘?ﬁ K.
(¢,p1)=0
Sia ora o un vettore di norma 1 tale che Kjps = s3(K)ps. Allora

w2 L1 e Kpy = 32(K)S02-

Supponiamo ora che abbiamo trovato gli autovalori s;(K) > so(K) > ...
$n(K) e i vettori ortonormali ¢q,...,¢, tali che K¢; = s;(K)p; per j

1,...,n. Ponendo

K,=K— Z si(K) (-, )¢5,

ci sono due possibilita:

v

a. K,, = 0. In tal caso

n

K= Z si(K) (s p1) 0

¢ un operatore di rango n.

b. K, # 0. In tal caso K e K, hanno gli stessi autovalori (tranne i primi
n) e corrispondenti autovettori. Applicando il principio di Rayleigh-Ritz
all’operatore positivo e compatto K,, troviamo

$ni1(K) = 51(K,) = || K| = max | Kol = max | K.
(67)=0
per ;'p:]l,...,n

Sia ora ¢,,1 un vettore di norma 1 tale che K,vni1 = Spi1(K)oni1-
Allora @, 1 € ortogonale ai vettori ¢1,...,¢0, € Koni1 — Sna1(K)pni1.

Concludendo, arriviamo ad una delle seguenti due situazioni:

a. K ¢ un operatore di rango finito:

K = Z S] SOJ Pis

dove @1, ..., @, sono ortonormali e s1(K) > ... > s,(K) > 0.
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b. K e un operatore compatto di rango infinito:

K= Z s (K) (- 95) 93

7j=1
dove {¢, }22, € un sistema ortonormale e s1(K) > ... > s,(K) > ... > 0.
La somma viene interpretata nel seguente modo:

N 2

dim Ko =2 s eides)| = Jm 3 si(K)P o)l =0,
J= J=N+

dove ¢ stata applicata I'identita di Parseval.

Ora dimostriamo la singular value decomposition (SVD) per un operatore
compatto arbitrario. I numeri {s;(K)}52, si chiamano i numeri singolari di
K. Se K ha rango finito, i suoi numeri singolari sono tutti uguali a zero tranne
per un numero finito.

Teorema 1.17 Sia K un operatore compatto su K e sia K # 0. Allora esisto-
no due sistema ortonormali {, }°2 1 e {1, }5°, e una successione non crescente
$51(K) > s9(K) > -+ > 0 in cui nessun numero positivo appare infinite volte,
tali che

K =

J

s (K) (-, 1) b5 (1.11)

o)
=1

nel senso che

N 00
Jim (| Fe =2 s v = Yim 3 si(KP e vl =0
Jj= J=N+

Dimostrazione. ~ Chiaramente gli operatori (K K*)'/? e (K*K)'/? sono po-
sitivi e compatti. Le identita
(I - AKK*) ' =T+ MK(I - \K*K) 'K~
(I - AK*K)' =T+ K*(I — AKK*) 'K,
dimostrano che K K* e K*K hanno gli stessi autovalori (con le stesse molti-

plicitd). Dunque anche (K K*)'/2 e (K*K)'? hanno gli stessi autovalori (con
le stesse moltiplicita). Definiamo ora

def * * .
si(K) S s;(KK*)'?) = s (K*K)'?),  j=1,2,3,....
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Se {1,}>°, ¢ il sistema ortonormale di autovettori dell’operatore (K*K)/?

tale che (K*K)Y2; = s;(K)y; per j =1,2,3, ..., allora

o
1/2
E , sj(K V.

Jj=1

Siccome
I(K*K)Y2z||? = (K*Kz,z) = (Kz, Kz) = || Kz,

abbiamo: (i) Ker K = Ker (K*K)'?, e (ii) esiste un’isometria U : X — X
tale che K = U(K*K)Y2. Ora poniamo p; = Ut; per j = 1,2,3,.... Allora
{pn}5o, ¢ il sistema ortonormale di autovettori dell’operatore (K K *)1/ 2 tale
che (KK*)Y2p; = s;(K)p; per j = 1,2,3, ..., mentre

M

(KK")Y2 =7 s;(K)(,95)¢;.

1

J

Dalle ultime due relazioni si ottiene facilmente la (I.11). O

Un operatore compatto K si dice di Hilbert-Schmidt se i suoi numeri sin-
golari hanno la seguente proprieta:!s

) & f: (KK = i $n(K)? < +oo. (1.12)

n=1

Esempio I.18 Sia (2 un dominio aperto in R™. Sia K il seguente operatore
integrale su L*(Q):

//C:L’y y) dy, x € Q.

Se {1, }°%, sono le autofunzioni normalizzate dell’operatore (K*K)'/? (e dun-
que anche dell’operatore K*K), risulta

[e.e]

Tr (K*K) = Z (K" Kb, ) = Z 1Kl

2

K@, y)in(y) dy| dx

15Tn analogia con la traccia di una matrice A = (aij)fj=1, Tr A = 371, ai; uguale alla
somma dei suoi autovalori, Tr (K*K) si chiama la traccia di K*K.
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//(/ szdx)iz/)n Yom(2) dy d=
= [ [ K@l sy

5(-2)
dove abbiamo utilizzato I'identita di Parseval.!® Quindi gli operatori integrali
di tipo Hilbert-Schmidt sono esattamente quelli per cui il kernel K € L*(2x ).

Esempio 1.19 Sia (k;;);5_, una matrice infinita tale che I'operatore K : £* —
(% definita da

Kzx); = Z kijxj, x = (2;)72, € &,
j=1

¢ compatto su £2. Se {"}°,, essendo " = (Y1), € £2 di norma 1, sono gli
autovettori normalizzati dell'operatore (K*K)'/?  risulta

Mg

Te (K°K) =Y (K Ky, ") = > | Ky"|?
n=1

00 2
Z kit
<Z kz] zl) Z w _ZL

n=1 v
0j1

3
Il
i

[
WE
Mg

i=1

3
Il
—

I
NE
Mg

<.
Il
—
—
I

1

|kij|%,

[
NE
M8

=1

<.
Il
_

dove abbiamo utilizzato I'identita di Parseval.'” Quindi gli operatori lineari di
tipo Hilbert-Schmidt sono esattamente le matrici infinite k& € /(N x N), cioe
le successioni complesse al quadrato sommabili rispetto a due indice 7,5 € N.

16Se {4, }2°; non & una base ortonormale di L?(f2), bisogna estenderla aggiungendo una
base ortonormale di Ker (K*K). Cio non influisce sul risultato finale.

17Se {1)™}°°_, non & una base ortonormale di £2, bisogna estenderla aggiungendo una base
ortonormale di Ker (K*K). Cio non influisce sul risultato finale.
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Capitolo 11

METODI ANALITICI PER LA
RISOLUZIONE ESPLICITA

1 Coordinate ortogonali

Partendo dalle coordinate cartesiane x = (x1, x9, x3), sia u = (u, ug, u3) una
trasformazione delle variabili in R?, dove u; = u;j(x1, 29, 23) (j = 1,2, 3) sono
funzioni di classe C? e la matrice Jacobiana & invertibile (per  in un aperto
di R?). Derivando le variabili xy,xs, 3 rispetto alle nuove variabili uy, us, us

otteniamo

d . 3 al’zd

=1

Quindi la distanza al quadrato tra due punti vicini tra loro e

3 3
ds* = Z da? = Z gijdu;dusy,
i=1

i.j=1

dove
3

. ij a.]fj
il = ; auk 8ul

¢ la cosiddetta metrica. La trasformazione si dice ortogonale se la metrica
{gr}3,—, ¢ una matrice diagonale, cio¢ se le righe della matrice Jacobiana

[ 891;1 81'2 8x3 T
3u1 8U1 8u1
J = 6.771 81'2 81’3
| Quy Oug  Oug
3:151 8332 81’3

| 6u3 8U3 8“3 i
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sono ortogonali. In altre parole, la trasformazione si dice ortogonale se

Ox; Oz
— = k#£1.
gkl = Z Dy, 8ul 0, #
In tal caso ;
ds® = (hidu;)?,
i=1
dove
1/2

= (S (2 k=
k= ; a—Uk , =1,2,3.

Si vede facilmente che la matrice diag (1/hy,1/hs,1/h3) J € ortogonale (cioe,
U™t =U" e quindi det U € {—1,+1}). Dunque

’ det J‘ = h1h2h3.

Per ogni punto (uy, us, u3) delle nuove coordinate per cui det J # 0, passano
tre superfici u; = costante (¢ = 1,2,3). In questo punto definiamo il vettore
e; di lunghezza 1 normale alla superficie u; = costante e nella direzione in cui
cresce u;. In tal caso i tre vettori eq, eo, e3 formano un sistema di coordinate
cartesiane tale che e; - (ex X e3) > 0.

Il gradiente di v ha la forma

3
19y
v=) — e
27y oy ©

la divergenza della funzione V' = Vje; + Voes 4+ Vses a valori vettoriali ha la
forma

1 0 0 0
= hoh hsh —
VV hlhghg {aul (‘/1 2 3) 8uQ (‘/2 3 1) + 8U3

(V3h1h2)] ,

e il rotore di V' ha la forma

Vv o (MY (KO

hlhghg 8u2 8U3 8U3 0u1
I(haV2)  9(haVh)
— h .
+ ( 0u1 8u2 3€3
Quindi 'operatore di Laplace, oppure il Laplaciano,

3 2
A=V?= 8—2

=1 axj

32



ha la seguente rappresentazione:

A= 1 0 (hahs 0¥\ 0 (hshi 0¥ 0 (hihy 0¥
N hlhghg aul h1 8U1 8u2 hQ 8’&2 au;; hg 6U3 ‘

Esempio II.20 Introduciamo ora alcuni sistemi di coordinate ortogonali.

a. Coordinate Cilindriche: x = rcosf, y = rsenf, z = z. dove r > 0,
0<6<2m zeR. Allora h, =1, hy =r, h, = 1. In tal caso

P 10w 10 P
M=Gm iy e o (IL1)

Sostituendo per ¢ una funzione ¢ = 1 (r, §) che non dipende da z si trova
I'operatore di Laplace in coordinate polari:

2 2
%Y 181/1+ 0%y

AY = 87“2 ryr r? 002

(I1.2)

b. Coordinate Sferiche: = = rsenpcosf, y = rsenysenf, z = rcos ,
dove r > 0, p € [0,7], 0 € [0,27). Allora h, = 1, h, = r, hg = rsen .
In tal caso

Py 209 1 0% 1 9
e a7 " rr | r2senZp 962 * 2sen g (Sengp%) - (IL3)

Introducendo la nuova variabile & = cosp € [—1,1] (tale che d¢ =
—senpdp, 1 — £2 = sen?¢p) otteniamo!

2 2
Y 28w+ 1 oy %ﬁ(u_g?)a_w), (I1.4)

A = oz r vr o r2 (1 — &2) 0602 0¢ 0¢

c. Coordinate Parabolico-cilindriche (vedi [11]): z = £ (u* —v?), y =

cuv, z = z,dove u € R, v > 0, z € R, e ¢ & una costante positiva. Allora
hy = hy = eVu? + 02, h, = 1.

In tal caso

Ay =

! (a% a%) + oy (IL.5)

2 (u? +v?) \ Ou? N ov? 022

1Usando le coordinate ortogonali (r,6,€) direttamente si trovano le espressioni h, = 1,

ho =ry/1—¢€%e he = (r/\/1—&?).
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d. Coordinate Ellittico-cilindriche (vedi [11]): z = ¢ coshu cosv, y =
csenhusenv, z = z, dove u > 0, v € [0,27], z € R, e ¢ & una costante
positiva. Allora

hy = hy, = C\/cosh2 usen 2v + senh 2u cos? v = cv/senh 2u + sen 2v,
h, = 1.

In tal caso

Ay =

! (a% + a%) el (11.6)

c?[senh 2u + sen 2v] \ Ou? = Ov? 022’

2 Separazione delle variabili

1. Separazione in Coordinate Cartesiane. Consideriamo 1’equazione di
Helmholtz
A+ k*p =0

in tre variabili (x,y, z) per k > 0 nel dominio [0, a] x [0,b] x [0, c]. Ponendo
Uy, 2) = X (@)Y (y)Z(2),
dove X (z), Y(y) e Z(z) sono di classe C?, si trova

B % 9 _ X//(l,) Y//(y) Z”(Z)
= TV X TYw T2

In tal caso esistono tre costanti k7, k7 e kZ tali che

0 + k2.

X'a) o V'0) e Z02)

X(o) TS Y T ) TR0

dove
K24k + k2 =k

2. Separazione in Coordinate Polari. Consideriamo 1’equazione di Helm-
holtz

A + k2 = 0

in due variabili (z,y) per £ > 0 nel dominio

D:{(az,y):Og\/mgL},
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dove L € (0, 4+00). Ponendo

¥(r,0) = R(r)©(0),

dove R(r) e ©(0) sono funzioni di classe C? inr € (0, L) e 6 € R con O(0+27) =
©(0), si trova

Ay, 1 [dR 1dR 1 26,
0—7+k—3<r>{m m}*mw v

oppure

2[R LR] oy 1O
R(r) | dr?  rdr o) do>

L’espressione precedente ¢ la somma costante di una funzione di r (che non
dipende da #) e una funzione di 6 (che non dipende da 7). Dunque i due
termini devono essere costanti.

Proposizione I1.21 Sia ©(0) una funzione di classe C*, non banale, tale che
1 d*©

00 &7 ~ —C, O(0 + 27) = ©().

Allora C = m? per qualche m =0,1,2,--- ¢

costante, m=20
e(0) =
cost; cosmb + costy senmb, m=1,2,3,---.

Dimostrazione.  Prima dimostriamo che C' > 0. Infatti,

2m 2m
C/ 0(0)|>df = —/ 0" (0)O(0) do
0 0 L .
- - 0o +/ ©'(6)|” db
0
2
:/ /()26 > 0,
0
poiche il primo termine della seconda parte si annulla per motivi di periodicita

e ©'(0) Z 0. Quindi C' > 0.
D’altra parte, per C' > 0 troviamo la soluzione generale

0(6) = ¢1 cos(9VC) + cysen (v C)
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dell’equazione ©"” = —C'©. Risulta il sistema di equazioni lineari

Ll e 11110

con determinante 2(1 — cos(2rv/C)). Il determinante si annulla se e solo se
C = m? per m € N. In tal caso tutti gli elementi della matrice si annullano e
quindi le costanti c; e ¢y sono arbitrarie.

Infine, per C' = 0 troviamo la soluzione generale ©(0) = ¢; + c20. In tal

caso O(0 + 27) = ©(0) implica ¢; = 0. O
Sostituendo d*6 = —m? pe =0,1,2 otteniamo
ituen @(0)d92_ m-perm=20,1,2,---, niam

d’R  1dR , m?
dr2+rdr+{k TQ}R(T)_O
con le condizioni al contorno R(0%) finito e R(L) = 0. Se invece della condi-
zione di Dirichlet ¢|sp = 0 si considera la condizione di Neumann g—ﬂaD =0,
risultano le condizioni al contorno R(0") finito e R'(L) = 0.

Per k = 0 si trova l'equazione di Eulero r*R"(r) + rR/(r) — m*R(r) = 0
con soluzione generale

ar™+cer™™ m=1,23,---.

R(T):{cl+0210gr, m =0
La condizione che R(0%") sia finito, implica ¢co = 0. In tal caso R(L) # 0 per
ogni L > 0, eccetto nel caso banale ¢; = c; = 0. Quindi per £ = 0 non ci sono
soluzioni non banali. Purtroppo, se studiamo ’equazione di Helmholtz con la
condizione di Neumann, risulta la soluzione non banale costante se m = 0; per
m =1,2,3,--- non ci sono soluzioni non banali.
Per £ > 0 si ponga p = kr. In tal caso risulta ’equazione di Bessel

d*R  1dR m?

—— +-—F+(1-— | R(p) =0.

dp*>  pdp p

Quest’equazione ha una singola soluzione linearmente indipendente limitata se
p — 0. Con un’opportuna normalizzazione questa soluzione si chiama J,,,(p),
la cosiddetta funzione di Bessel di ordine m.

3. Separazione in Coordinate Sferiche. Consideriamo 1'equazione di

Schrodinger
AY + K = V(a2 4+ y2 + 22y
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nelle variabili (x,y, z) per k > 0, dove il potenziale V' dipende soltanto dalla
variabile r = y/22 + y? + 22). E compreso il caso dell’equazione di Helmholtz
(V =0). Ponendo

U(r,0,0) = R(r)S(0, p),

dove R(r) e S(6,¢) sono funzioni di classe C? in r € (0,+00) e (0,p) €
[0,27) x (0,7), si trova facilmente

Ay, 1 [dR  2dR
0= V=55 [d_ ;ﬂ
1 1 9%S 1 0 oS
< PN f k2 V().
* r25(0, ¢) Len%p 00? + sen o <Sen¢8g0>} + vir)
Quindi

1 825’_'_ 1 9 oS
sen?p 00?2  senp dp

d*>R  2dR C
dr?  rdr * (
dove C' e una costante.

L’equazione differenziale per S(6, ¢) ha soltanto una soluzione non banale
per certi valori della costante C. Per tali valori di C' le funzioni S(6, ) sono
multipli delle cosiddette funzioni sferiche.

Consideriamo ora ’equazione per S(6, ). Ponendo

si trova

L1 e, 1 1 d oo
sen2p ©(0) d>?  D(p)senpdy en@dgp -

Come di solito,

—_— = —m ,
O©(0) do?
dove m = 0,1,2,---. Utilizzando la trasformazione X (£) = ®(arccosf), & =

cos  arriviamo all’equazione differenziale

d% ((1 —5%%) + <C— %) X(§) =0.

Quest’equazione si chiama ’equazione per le funzioni associate di Legendre. Le
sue soluzioni non banali limitate se £ — +1 esistono soltanto per C' = (Il + 1)
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dove l =m,m+1,m+2,---. Nel caso particolare m = 0 si ottiene I’equazione
di Legendre

i(u4ﬁ@)+W+nma=a

dg dg
dove | =0,1,2,---.
Ritorniamo all’equazione per R(r) con C' = [({ + 1):
d*R 2dR I(l+1)
W + ;% + k R(T) = (V(T) + 2 ) R(T),

dovem = —l,—l+1,--- 1 —2,1—1,1[.

4. Separazione in Coordinate Parabolico-Cilindriche. L’equazione di
Laplace in coordinate parabolico-cilindriche (u,v,z) (anche dette coordinate
paraboliche) ha la forma (II.5). Sostituendo

U(u,v,2) = U(W)V (v)Z(2)
otteniamo
=0.

1 (U”(u) V”(v)) N 7" (z2)
Aw?+v2) \ Uu)  V(v) Z(2)
Se richiediamo che Z(z) sia limitata, risulta
L (L, ey 2,
A +v?) \Uu)  V(v) Z(2) ’
dove A > 0 € una costante. Dunque
U'(u) + (p — XNc?u®)U(u) = 0,
V" (v) — (p+ M)V (v) =0,

dove p ¢ un’altra costante. Introducendo le variabili £ = uvcA e n = vV,
dove £ € Ren >0, e ponendo = (2v + 1)cA otteniamo

U"(€)+ @2v+1-&)U(¢) =0,
V'(n) — u4+1+n*)V(n) = 0.

Studiamo ora ’equazione

u’ + (U4 1—2%)u=0, (I1.7)
dove u, z e ¥ non hanno pit lo stesso significato come prima. Sostituendo
u=e*"y, (IL.8)
risulta I’equazione
V" — 220" + 200 = 0. (IL.9)

Per v = 0,1,2,... la (I1.9) si dice equazione differenziale di Hermite. Le
soluzioni della (I1.7) si dicono funzioni parabolico-cilindriche.
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3 Equazione di Helmholtz

In questa parte vengono calcolati gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni
normalizzate dell’equazione di Helmholtz in dominio abbastanza semplici.

3.1 Equazione di Helmholtz sull’Intervallo

Consideriamo I’equazione di Helmholtz
W'+ Eu=0 0<z<lL, (I1.10)
con una delle seguenti condizioni al contorno:

u(0) =u(L) =0, Dirichlet ( )
u'(0) =u/(L) =0, Neumann ( )
u(0) = /(L) =0, Dirichlet a sinistra, Neumann a destra ( )
u'(0) = u(L) =0, Neumann a sinistra, Dirichlet a destra (IL.14)
u(0) = u(L), v'(0) =u'(L), condizioni periodiche (IT.15)
u(0) =0, (cosa)u(L)+ (sina)u'(L) =0, (IT.16)
(cos B)u(0) — (sin B)u'(0) = 0, (cos)u(L) + (sina)u'(L) = 0, ( )

dove 0 < a < (7m/2) e 0 < B < (7/2). Le condizioni nelle (I1.16) e (II.17) si
chiamano miste. In tutti i casi determineremo gli autovalori e le autofunzioni
del problema al contorno. In tutti i casi gli autovalori k? sono positivi, tran-
ne nel caso delle condizioni di Neumann (I1.12) dove uno degli autovalori si
annulla.

a. Condizioni di Dirichlet. Per trovare una soluzione non banale del pro-
blema al contorno supponiamo che k£ > 0. Utilizzando la condizione u(0) = 0
si ottiene

u(z) ~ sin(kx).

L’altra condizione u(L) = 0 conduce alla condizione
sin(kL) =0 < kL = nm, n=1,23....

Quindi gli autovalori \,, = k2 = (n7/L)? e le autofunzioni g, (x) ~ sin(nrz/L)

per n=1,2,3,.... Ortonormalizzando le autofunzioni in L?(0, L) otteniamo
2 2
An = (n%r) , on(x) = \/Z sin (?) : (IL.18)
doven = 1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale di L?(0, L).
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b. Condizioni di Neumann. Per trovare una soluzione non banale del
problema al contorno supponiamo che k& > 0. Utilizzando la condizione u/(0) =
0 si ottiene

u(z) ~ cos(kx).

L’altra condizione u'(L) = 0 conduce alla condizione
sin(kL) =0 < kL = nm, n=0,1,2,3,....

Quindi gli autovalori A, = k2 = (nm/L)? e le autofunzioni o, (x) ~ cos(nrz/L)

pern=0,1,2,3,.... Ortonormalizzando le autofunzioni in L?(0, L) otteniamo
1
Ao =0, po(x) = Vi
(I1.19)
3 (mr )2 (z) 2 (nm:)
= (— x) =4/— cos —
n L Y 9077/ L L Y
dove n = 0,1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale di

L*(0,L).

c. Condizione di Dirichlet in x = 0 e di Neumann in x = L. Per trovare
una soluzione non banale del problema al contorno supponiamo che k£ > 0.
Utilizzando la condizione u(0) = 0 si ottiene

u(z) ~ sin(kx).

L’altra condizione v'(L) = 0 conduce alla condizione

1
cos(k;L):0<:>kL:<n—§)7r, n=123,....

Quindi gli autovalori A, = k2 = ((n — $)r/L)? e le autofunzioni ¢, (z) ~
sin((n — 3)mx/L) per n = 1,2,3,.... Ortonormalizzando le autofunzioni in
L*(0, L) otteniamo

Ay = (@) , on(x) = \/% sin (%) , (I1.20)

doven =1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale di L?(0, ).

d. Condizione di Neumann in z = 0 e di Dirichlet in z = L. Per
trovare una soluzione non banale del problema al contorno supponiamo che
k > 0. Utilizzando la condizione u/(0) = 0 si ottiene

u(z) ~ cos(kx).
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L’altra condizione u(L) = 0 conduce alla condizione
1
cos(k;L):0<:>kL:<n—§)7r, n=1223,....

Quindi gli autovalori A, = k2 = ((n — 3)7/L)? e le autofunzioni ¢, (z) ~
cos((n — $)mz/L) per n = 1,2,3,.... Ortonormalizzando le autofunzioni in
L*(0, L) otteniamo

An = (@) : on(x) = \/% cos <@) , (I1.21)

doven = 1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale di L?(0, L).

e. Condizioni periodiche. Le soluzioni non banali sono quelle periodi-
che. Dunque abbiamo la base ortonormale di autofunzioni (con corrispondenti
autovalori)

( 1
wo(r) = Nk Ao =0, 2
2 2 2
o =T (ZE) 0= (35) 0w
5( ) 2 2nmx 2nm 2
) = 1/— sin n —
| Fn VL L ) L

dove n = 1,2,3,.... Quindi l'autovalori zero e semplice mentre gli altri
autovalori hanno moltiplicita 2.

f. Condizione di Dirichlet in x = 0 e mista in z = L. Per trovare
una soluzione non banale del problema al contorno supponiamo che k£ > 0.
Utilizzando la condizione u(0) = 0 si ottiene

u(z) ~ sin(kx).

L’altra condizione (cos a)u(L) 4 (sina)u’(L) = 0 conduce alla condizione
cosa sin(kL) + ksina cos(kL) = 0, n=1,23,....
Escludendo i casi gia trattati, cioe a = 0 [Dirichlet] e & = (7/2) [Dirichlet in
x = 0 e Neumann in x = L], risultano & > 0, sin(kL) = 0 e cos(kL) # 0.

Arriviamo all’equazione transcedentale

tan(kL) = —k tan «, (I1.23)
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Figura II.1: 11 plot contiene i grafici delle funzioni y = tan(zL) e y =
—ktana per L = 5 e a = %. Gli autovalori sono i valori di

k > 0 corrispondenti ai loro punti di intersezione.

dove tana > 0. Cercando i punti di intersezione positivi tra il grafico della
funzione k +— tan(kL) e la retta k — —ktan a con coefficiente angolare nega-
tivo, troviamo una successione infinita di autovalori A, = k2 (n = 1,2,3,...).
Le corrispondenti autofunzioni si possono normalizzare in L?(0, L), risultando
in una base ortonormale di L?(0, L).

g. Condizioni Miste Diverse. Ci limitiamo al caso in cui o, 8 € (0, 5). In
tal caso la soluzione

sin(kx)
k

u(z) ~ ¢y cos(kx) + e
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per le opportune costanti ¢y, co e per k > 0 soddisfa alle due condizioni

c1cos 3 —cysin 8 =0, (I1.24)
sin(kL)
k

+sinacos(kL)| = 0.
(I1.25)

c1 [cosacos(kL) — ksinasin(kL)] + ¢ [cos «

Iesistenza di una soluzione non banale conduce alla condizione

sin(kL)

cos [3 {cos o) +sin o cos(kL)}

+ sin B [cos acos(kL) — ksinasin(kL)] = 0,
oppure

cos a cos (3

sin(a + ) cos(kL) = — [ .

— ksin asin 5} sin(kL).

Si cerchino i punti di intersezione positivi tra il grafico della funzione k& —
tan(kL) e quello della funzione razionale

k sin(a + )

k— — - —
cos acos 3 — k? sin asin

3.2 Equazione di Helmholtz sul Rettangolo

Consideriamo ora l’equazione di Hemholtz
. + » + k*u(z, y) ) ( )

dove 0 < z < Ly, 0 < y < Ly e vengono imposte le seguenti condizioni di
Dirichlet:

u(z,y) =0, x =0, L; oppure y = 0, L. (IL.27)
Separando le variabili, cioe ponendo
u(z,y) = X(2)Y (y),
e dividendo la (I1.26) da X (x)Y (y) otteniamo

X//(l,) Yl/(y)
X(x)  Y(y)

+ k2 =0.
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Quindi esistono costanti k7 e k7 tali che
X"(x) + (37
X(0) = X(Ly) =

ﬂzf (I1.28)
{Y”( v+ ? (): (I1.29)

Y(0) =Y (Ly)
K2+ k=K. (I1.30)

Quindi i problemi al contorno nelle variabili x e y sono ambedue problemi
al contorno per '’equazione di Helmholtz in una variabili con le condizioni di
Dirichlet. Quindi i loro autovalori e le loro autofunzion normalizzate sono

(k2), = <7z—71r>2 (1) = \/Lzl sin ("L—”l””) , (IL.31)

doven=1,2,3,...,e

<@M=Cgf, eult) =2 (ML), i

dove m = 1,2,3,.... Di conseguenza, gli autovalori e autofunzioni normaliz-
zate del problema bidimensionale sono

N o [(n?  m? 2 . (nmx\ . (mmy
=t (G Tg) e ot = i (s (P27,
(I1.33)
dove n,m = 1,2,3,.... Le autofunzioni formano una base ortonormale in
L2((0, Ly) x (0, Ly)).

Se tutte le 4 parti del bordo, {0} x [0, Ls], {L1} X [0, Ls], [0, L1] x {0}
e [0, L1] x {Ls}, si possono imporre diverse condizioni al contorno, quali le
condizioni di Dirichlet, quelle di Neumann e quelle miste. In tutti questi casi si
possono separare le variabili e risolvere i problemi al contorno unidimensionali
che ne risultano.

L’equazioni di Helmholtz si puo risolvere per separazione delle variabili
anche nei parallelopepidi multidimensionali in dimensione > 3. Per esempio,
in tre dimensioni, nel dominio (0, L) x (0, Ls) x (0, L3), e sotto le condizioni
di Dirichlet escono gli autovalori e autofunzioni

n> m? [?
(kg)n,m,l = 7T2 <_ + = + _) )
Ly Ly L3

( ) 2v/2 . (nmx\ . (mry\ . [lrz
(T, Y, 2) = sin sin sin [ — |,
L S NG 5 7 L, L, L

dove n,m,l =1,2,3,....
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4 Equazioni delle onde e del calore

Discutiamo ora alcuni casi in cui ¢ abbastanza facile calcolare esplicitamente
le soluzioni delle equazioni del calore e delle onde.

4.1 Equazioni delle onde e del calore sull’intervallo

Consideriamo ora 'equazione del calore per x € (0, L) con condizione iniziale

ou 0%
u(z,0) = ug(x), (I1.35)

dove a? ¢ la diffusivita termica,? e quella delle onde con condizioni iniziali

Pu  ,0%u

= = o (I1.36)

u(z,0) = up(x), (I1.37)
ou

5 (#:0) = m(2), (I1.38)

dove ¢ > 0 ¢ la velocita d’onda. In ambedue casi imporremo una condizioni al
contorno, quali quella di Dirichlet

u(0,t) = u(L,t) = 0. (I1.39)
Al posto delle condizioni di Dirichlet si possono imporre quelle di Neumann

ou ou

—(0,t) = —(L,t) = 0. I1.40

“2(0.0) = 52(L1) (11.40)
Nell’ambito dell’equazione del calore le condizioni (I1.40) si chiamano condi-
zioni di isolamento, poiche non puo attraversare la frontiera alcun calore.

In ambedue i casi facciamo una separazione delle variabili di tipo
u(z,t) = X(x)T'(t)
e dividiamo la (I1.34) e la (I1.37) da X (z)T'(¢). Otteniamo

1 T/t X//
o T((t)) = X((;))’ equazione del calore,
() _ L X"(x)

T~ X))

equazione delle onde,

2Infatti a® = K/(up), dove K & la conduttivitd termica, p & il calore specifico e p & la
densita del mezzo. In generale vale ’equazione up(0u/0t) = KAu+ VK - Vu.

45



con le condizioni di Dirichlet

La separazione delle variabili conduce al problema di contorno

X" KX (z) =0
() + WX (z) =0, _
X(0)=X(L) =0,
piu il problema in variabile temporale
T'(t) = —a?k*T'(t), equazione del calore, (11.42)
T"(t) = k*c*T(t), equazione delle onde. '
Quindi la solzione della (I1.41) ha la forma
2
(k) = (%) ; X(x) ~ sin <n_z:r;) , (11.43)
dove n =1,2,3,..., mentre la soluzione dei problemi temporali ha la forma
nm\ 2
T(t)=T(0)exp <—a2t (f) ) , equazione del calore,
. [ nmct
nmct S L
T(t) = T(0) cos (T) + T’(O)W, equazione delle onde.

(I1.44)

La soluzione generale della equazione del calore o delle onde ¢ una com-
binazione lineare (facendo scorrere n = 1,2,3,...) delle soluzioni elementari
X, (2)T,(t). Quindi la soluzione generale dell’equazione del calore ha la forma

u(z,t) = g Cp €XP (—aQt <%>2> sin (?) , (I1.45)

dove

up(z) = u(z,0) = i Cp Sin (%) : (I1.46)

Il coefficiente di Fourier ¢, viene calcolato nel seguente modo:

o L
Cp = Z/o up () sin (?) dx.
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D’altra parte, la soluzione generale dell’equazione delle onde ha la forma

. nmct
> nmwct S L nmwx
U(l‘,t) = Z Cp, COS (T) + an sin (T) s (1147)

n=1

dove
up(z) = u(z,0) = Z Cp Sin (?) : (I1.48)
n=1
ou = . (nTX
uy(z) = E(w,()) = ; d, sin <T> : (IT.49)

I coefficienti di Fourier si calcolano nel seguente modo:

) L
Cp = z/o uo(x) sin (?) dz,

2 [ . (nTT
d, = Z/o uy(x) sin (T) dz.

Se invece della (I1.39) vengono imposte le condizioni di Neumann, i dettagli
della derivazione della soluzione non cambiano molto.

4.2 Equazioni delle onde e del calore sul rettangolo

La risoluzione delle equazioni del calore e delle onde sul rettangolo ¢ analoga a
quella per i corrispondenti problemi unidimensionali. Al posto degli autovalori
e autofunzioni dell’equazione di Helmholtz sull’intervallo si utilizzano ora quelli
dell’equazione di Helmholtz sul rettangolo.

Consideriamo ora l’equazione del calore per (x,y) € (0,L;) x (0, Ly) con
condizione iniziale

ou  ,[0*u  O%u
9 ¢ [@74—8—%} ; (I1.50)
u(z,y,0) = uo(z,y), (I1.51)

dove a? ¢ la diffusivita termica, e quella delle onde con condizioni iniziali

Pu L[ Ou
e c [@ + (9_y2] ; (I1.52)
u(x,y,0) = uo(z,y), (I1.53)
o
a—?(aﬁ, y,0) = ui(z,y), (I1.54)
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dove ¢ > 0 ¢ la velocita d’onda. In ambedue casi imporremo una condizioni al
contorno, quali quella di Dirichlet

{u(O,y,t) =u(Ly,y,t) = (())7 y €0, Lo, (I1.55)

La separazione delle variabili
u(z,y,t) = X(2)Y (y)T'(t)

e la divisione dall’espressione X ()Y (y)T'(t) conducono al problema al contor-

) _ [X”(l“) Y”(y)}
0 " X Y] -
X(0)=X(Ly) =0, '
Y(0)=Y(Ly) =0,

per I'equazione del calore e al problema al contorno
T”(t) _ ) |:X//(x) Y//(y):|
T(t) X(x) Yy |’
X(0) = X(Lo) 0, Y (IL.57)
Y(0) =Y(L) =0,

per l'equazione delle onde. Otteniamo, come al solito,

X"(z)+ kX (z) =
Y (y) + kY (y)

0, X(O) :X(Ll) =0,
0, Y(0)=Y(Ly) =0,

e dunque
nm\’ nmwx
(ky)? = (—) , X(z) ~ sin —,
Ly 1
2
wr= () v~ T
Ly 2
dove n,m =1,2,3,.... Inoltre,



per l'equazione del calore e

[ nm 2 mm 2] V2
T(t) =T(0)cos | ct (L_1> + (L_2>
- ) 57 1/2
sin et | (M) £ (77
e <L1> ( Ly )
+1'(0) 7

2 2
nm N mm
C — —
[(Ll ) ( Ly ) ]
per I'equazione delle onde.

Per I'equazione del calore arriviamo alla seguente soluzione completa:

2 2
u(z,y,t Z Cnm €XP (—aQt [<L1> + (WZ—:> ] t) sm%sm ﬂz;y,

n,m=1

(I1.58)

dove

= nmwx mmy
up(x,y) = Cp,m SIN —— SIn 11.59
w3 T sin T (1159)
e
Ly L2
(x,y sm?sm dy dzx. (I1.60)
2

Infine I'equazione delle onde ha la seguente soluzione:

[e'e) 2 2 1/2
u(z,y,t) = Z Cn,m COS | ct [(%T) + (772_:) ] sinnL—ﬂlxsin nz;y

n,m=1

(IL61)
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dove

> . nwr . mmy
uo(z,y) = Z Cpm SIN T sin 7.
n,m=1 1 2
o0
nwr . mmy
uy(z,y) = Z dnmsmL—sm T
n,m=1 1 2

4 L1 Lo
Crom = 7 L2 / / uo(z,y) sinnL—7TEsin L2 dy dx,
L L2

nmwT
(x,y)sin — sm
Ly

dy dx.

4.3 Alcune applicazioni semplici

(IL.62)

(11.63)

(I1.64)

(I1.65)

a. Equazione delle Onde sull’Intervallo con Forza Esterna. Conside-

riamo ora il problema (con ¢ = 1)
Pu Ou
TR
o2 o T (),
u(0,t) = u(L,t) =0,

u(z,0) = %(x, 0) = 0.

Sostutuendo
u(z,t) = v(x,t) + (x),
otteniamo 'equazione differenziale
Pv 0%
o~ or?
Scegliendo la v tale che

+¢"(x) + F(z).

V() = —F(z),
{ww) = (L) =0,
facciamo la separazione delle variabili
v(x,t) = X (2)T(t)
per arrivare al problema
(@) X"(x)

Tt)  X(z)’
X(0) = X(L) = 0.

20
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Dopo alcuni calcoli si trova il seguente risultato finale

u(z,t) =v(x) + i Cp, COS (%ﬂ) sin (?) : (I1.68)

n=1

dove

Z ¢, sin ("”) . (11.69)

I coefficienti di Fourier si calcolano nel seguente modo:
9 L
Cp = _E/o () sin (?) dx.

b. Diffusion di Cariche in un Transistore. La concentrazione delle cariche
positive in un transistore soddisfa alle seguenti equazioni:

oh 2 (82h n 8h>

ot or?2 L ox

h(0,t) = h(L,t) = 0, (1L.70)
KL oz

i, 0) = g [1 =70 )]

La sostituzione

2,,2
h 1) = ox+Gt ¢ _ i _ _a n
<$, ) e U(SL’, )7 «Q 27, ﬁ AL2’

convertono la (I1.70) nel seguente problema per '’equazione del calore:

o _ o

ot 0z

u(0,t) = u(L,t) =0, (IL.71)
KL o

u(x,0) = aTne ne/2l 1 — emn1=1)]

c. Equazione del Telegrafo. Consideriamo ora 1’equazione

(0% ou ,0%u

W—i_AE—*—BU_& a 5

u(0,t) =u(L,t) =0 (11.72)
u(z,0) = up(x)

ou

a(wa()) = Ul(l')




dove A e B sono costanti positive e A?L? < 4(BL?* + a*1?). La separazione

delle variabili
u(z,t) = X(x)T'(t)

conduce alle seguenti equazioni:

T"(t) + AT'(t) + BT(t)  ,X"(x)

() ~ X)) (I1.73)
X(0) = X(L) = 0.

Dunque
X(m)wsin(?), n=123,...,
mentre I’equazione temporale ha la forma
2
T"(t) + AT'(t) + {B + (?) } T(t) = 0. (IL.74)

Grazie alla condizione A?L? < 4(BL? + a®z?), tutti gli zeri dell’equazione
caratteristica della (I1.74) sono complessi coniugati. Infatti, gli zeri sono

A et A nwa\ 2 A\?
‘f”"n——ail\/{“(?) } —(5) |

T(t) = T(O)e_% {cos(wnt) + é Sinf::nt)

} +77(0)e- 4 SBnt)

Wn

Quindi la soluzione completa ha la seguente forma:

)= 3 [ ety 4 280 (1)

Wn
td, e d Sini“:”t) sin (?)} : (IL.75)
dove
uo(x) = i": Cp Sin (?) , (I1.76)
n=1
u(z) = i d,, sin (?) ) (IL.77)
n=1



e 1 coefficienti di Fourier

9 (L

Cn = Z/o uo(x) sin (?) dz, (IL.78)
o (L

d, = Z/o uy(x) sin (?) dzx. (IL.79)
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Capitolo 111

FUNZIONI SPECIALI

1 Metodo di Frobenius

L’equazione differenziale ordinaria

v+ P(x)y + Q(z)y = 0, (I11.1)

dove P(z) e Q(x) sono funzioni analitiche in un intorno di z = 0 e quindi am-
mettono uno sviluppo in potenze di x con raggio di convergenza strettamente
positiva, pud essere risolta sostituendo y(z) = >~ ¢,2™. Risulta una rela-
zione di ricorrenza per i coefficienti ¢, che ci consente a calcolare ¢y, c3, ¢y, . ..
in modo unico dai coefficienti iniziali ¢y = y(0) e ¢; = %/(0). Inoltre, il raggio
di convergenza della serie di potenze per la y(z) non ¢ inferiore al minimo dei
raggi di convergenze delle serie di potenze per P(x) e Q(x). Siccome y(0) e
y'(0) determinano completamente la soluzione y, si trovano in tal modo tutte
le soluzioni dell’equazione differenziale (I11.1).

Esempio III.1 II metodo di resoluzione sostituendo y = >~ c,a™ viene
illustrato dall’equazione di Airy

i

Yy =zy.

Siccome y”(0) = 0, abbiamo ¢ = 0. Quindi ¢’ = Y 77 n(n — 1)¢a" 2 =
S o (n+3)(n+2)cppsx™tt e xy =307 c,z™ ! implicano

in%—iﬁ n+20n+3$ chx
n=0

e quindi si arriva alla relazione di ricorrenza

(n+2)(n+ 3)cnis = cp, n=20,1,2,...,
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partendo da cg = y(0), ¢; = ¢/ (0) e co = 0. Quindi

Co C1

kT 935.6809.....(3k—1)(3k) T 346.7.0.10.....(3k)(3k + 1)’

e cy =c5=cg=...=0. Di conseguenza
o0 23k o0 3R+
=y(0 (0
yw) =y ); 2356 @h=nen Y )kz:% 3.4.6.7.....(3k)(Bk+ 1)

dove ambedue le serie hanno raggio di convergenza +o00.

I metodo di Frobenius (1877) & stato sviluppato per risolvere certe
equazioni differenziali ordinarie con coefficienti singolari utilizzando lo sviluppo
della soluzione in serie di potenza. In tal caso '’equazione differenziale ha la
forma (I11.1), dove p(z) o P(z)/x e q(x) of Q(x)/z* sono funzioni analitiche
in un intorno di = 0. Si dice che x = 0 & una singolarita regolare [inglese:
regular singularity] dell’equazione.

Consideriamo prima ’esempio piu elementare di un’equazione differenziale
con singolarita regolare ad x = 0, la cosiddetta equazione di Eulero

22y" + pxy + qy =0, (I1L.2)

dove p e ¢ sono coefficienti costanti. Per (+£z) > 0 sostituiamo z = +e, dove
t € R, e arriviamo all’equazione a coefficienti costanti

d?y dy
-7 —1)=Z =0. 111.3
pTos (p—1) o T (II1.3)

La sua equazione caratteristica, detta equazione indiciale, ¢
ala—1)+pa+q=0. (I1.4)
Ci sono tre possibilita:

a. Discriminante = (p — 1)? — 4¢ > 0. L’equazione indiciale (II1.4) ha due
radici reali diverse o e ag. In tal caso la soluzione della (I11.2)

y(z) = c1e® 4 e = || + col|*2.

b. Discriminante = (p — 1)* — 4¢ = 0. L’equazione indiciale (II.4) ha una
singola radice reale o doppia. In tal caso la soluzione della (I11.2) &

y(x) = 16 + ot e = ¢1|z]® + col x| In |z
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c. Discriminante = (p — 1) — 4¢ < 0. L’equazione indiciale (IT11.4) ha due
radici complesse coniugate o + 7 dove o e 7 sono reali. In tal caso la
soluzione della (II1.2) &

y(z) = €7 [y cos(Tt) + cosin(7t)] =|z| [c1 cos(7In |z|) + ¢y sin(7In |z])] .

Spieghiamo ora il Metodo di Frobenius (1877). Si cerchi la generalizzazione
della risoluzione dell’equazione di Eulero alle equazione differenziali

2%y (@) + ap(@)y (2) + q(z)y(z) =0, (IL.5)

dove p(z) e g(x) sono funzioni analitiche in un intorno di = 0 nel piano
complesso. Cio vuol dire che

p(@) =Y paz",  ql@) =) g, (I11.6)
n=0 n=0

dove ambedue serie di potenze hanno un raggio di convergenza strettamente
positiva. Sostituiamo ora nella (IIL.5)

y(z) =2 cua" = et (I11.7)
n=0 n=0

dove, per ipotesi, la serie ha un raggio di convergenza R > 0.1 Allora

o e}

oy (x) =) (n+a)e,z", 22/ () =) (n+a)(n+a—1)c,a"",

n=0 n=0

(IIL.8)
dove abbiamo calcolato le derivate termine a termine. Sostituendo la (II1.7) e
la (II1.8) nella (IIL.5) otteniamo

Z (n+a)(n+a—1)c, + Z Pn—j(J + a)c; + Z Gn—jCj | "7 = 0.
n=0 =0 =0

Quindi tutti i coefficienti di questa serie si devono annulare:

(n+a)(n+a— 1)cn—|-z pn_j<j+Oé)Cj+Z ¢n—jc; =0, n=0,1,2....

J=0 j=0
(I11.9)

In particolare, abbiamo trovate la cosiddetta equazione indiciale
Aa) = a(a = 1) + poar+ g = 0. (I11.10)

Affinche ¢y # 0, a deve essere una radice della (I11.9).

1Si pud dimostrare che il raggio di convergenza di questa serie di potenze non ¢ inferiore
al minimo dei raggi di convergenza delle serie di potenze nella (IIL.6).
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Teorema II1.2 Supponiamo che l’equazione indicale (I11.9) ha due zeri di-
verst con una differenza non intera. Allora, scegliendo per oo uno degli zeri, si
ottengono due soluzioni linearmente indipendenti della (111.5) per |x| inferiore
al minimo dei raggi di convergenza delle serie di potenza (111.6).

Se ’equazione indiciale ha un singolo zero o € R, allora la (II1.7) conduce
ad una singola soluzione linearmente indipendente della (II1.5). Per trovare
una seconda soluzione linearmente indipendente, si calcolino i coefficienti ¢, («)
dal coefficiente ¢ utilizzando la (II1.9) e inserendo a come fosse un parame-
tro libero. La seconda soluzione linearmente indipendente ora ha la seguente

forma:
[aﬂ 3 cn(a)x"+a] , (ITL.11)
o

n=0 a=ag

dove «ay ¢ il singolo zeri dell’equazione indiciale.

Se I'’equazione indiciale ha due zeri reali con differenza intera, ag e ag — N
per un opportuno N € N, allora la situazione ¢ abbastanza complicata, poiche
in alcuni casi si trovano due soluzioni linearmente indipendenti e negli altri
casi due soluzioni proporzionali. Scriviamo ora la (I11.9) nella seguente forma

Ala)eg =0,
Ala+n)e, + Z?;Ol [Pn—j(j + @) + ¢u_j] ¢; =0, n=12,....
(IT1.12)

Sostituendo a = «ay, essendo g lo zero maggiore, si vede subito che si possono
trovare tutti i coefficienti ¢,, dal coefficiente ¢y in modo unico. D’altra parte,
sostituendo o = oy — N, essendo ayg — N lo zero minore, si vede subito che
si possono calcolare in modo unico i coefficienti ¢y, ..., co,...,cy_1 dal coeffi-
ciente ¢y. Purtroppo, siccome A((agp— N)+N)=0,pern=Nea=aoy— N
la (IT1.12) si reduce all’equazione

N-1
[pn—i(j + a0 — N) + qnj] ¢; = 0, (I1L.13)
=0
dove cy,...,cy_1 seguono in modo unico dal coefficiente cy. In altre parole:
cs = cs(se cg = 1)cg per s=1,..., N — 1. Ci sono ora due possibilita.
Prima: Se
N-1

[pn—j(j + a0 — N) +qn_j]cj(se co = 1) # 0,

Il
=)

J
allora dobbiamo per forza scegliere ¢g = 0. In tal caso ¢y = ¢

cy—1 = 0. Scegliamo ora un coefficiente cy. Allora la (II1.9) per n > N + 1

(VAN
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e a = oy — N ci contentono a calcolare cyi1,cni2,... da cy in modo unico.
Ponendo d,, = cyyp pern =0,1,2,...en=N+mperm =0,1,2,..., la
(II1.9) ha la forma

(m+a0)(m+a0—1)dm+z pm_l(l+ozo)dl+z Gm_id; =0, m=0,1,2,...,
=0 =0

(II.14)
e quindi per o = ag— N si otterra una soluzione proporzionale a quella ottenuta
per a = ay.
Seconda: Se

i

[pv—j(j + a0 — N) +qn_j]cj(se co = 1) = 0,

i
=)

J
allora ’equazione per cy ¢ infatti la tautologia 0 = 0, mentre per n > N + 1
e a = qy— N la (II1.9) conduce a valori per i coefficienti ¢yy1, ¢y, .. che

dipendono in modo unico e lineare dai coefficienti ¢q e cy. Quindi si otterranno
due soluzioni linearmente indipendenti.

Esempio ITII.3 Consideriamo I’equazione di Bessel
2y (z) + xy/(2) + (2% — v")y(z) = 0
di ordine v > 0, dove p(z) = 1 e q(x) = 2> — V2. Quindipy =1, ¢qo = —1% e
g2 = 1, e 'equazione indiciale
Ala)=ala—1)+pa+qg=a>-1*=0

ha gli zeri £v. Di consequenza, se 2v non ¢ un intero, il metodo di Frobenius
conduce a due soluzioni linearmente indipendenti. Supponiamo ora che 0 #
2v € Z. Allora la (II1.12) implica

{A(—V +1)c; =0, (I11.15)
A—v+n)e,+cno=0, n=2 ...,

dove 0 ¢ {A(—v+n):n=1,2,...,20—1}U{A(=v+n) : n > 2v+1}. E facile
capire che per 2v dispari si trovano due soluzioni linearmenti indipendenti,
mentre per 2v pari si trova una singola soluzione linearmente indipendente.
Infatti, se 2v € pari, per n = 2v si trova cg,_o = 0; utilizzando la (II1.15) per

n=24,...,2v — 2 pari, otteniamo 0 = ¢y, 9 = C9,_4 = ... = C3 = ¢g, mentre
la (IIT.15) per n = 1,3,...,2v — Ll conuce a 0 = ¢; = ¢3 = ... = ¢9,1 = 0.
Per 2v dispari, lo stesso raggionamento conduce a ¢y =c3=...,¢9, =... =0
direttamente.
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Esempio III.4 Consideriamo ora ’equazione differenziale di Legendre
(1 —2?)y" —2zy + n(n+ 1)y =0,

dove x = %1 sono singolarita regolari. Limitandoci al caso x = 1 e utilizzando
~20/(1 - 2) = (20/(z + 1)/( — 1) e n(n+ 1) = [n(n + 1)z — 1)]/(z — 1)?,
abbiamo py = 1, p; = (=1)71/27 (j = 1,2,3,...), ¢ = 0 e ¢; = n(n +
1)(=1)71/27* per j > 1. Dunque I'equazione indiciale ¢ A(a) = 0, dove

Aa) =ala—1)+a=a’

Quindi gli zeri sono ambedue uguali a zero. Risulta dunque una singola
soluzione linearmente indipendente.

2 Funzioni di Bessel

Consideriamo ’equazione differenziale

22" + ou' + (2% — vH)u =0, (I11.16)

detta equazione di Bessel. Ogni soluzione di quest’equazione non identicamente
nulla e detta funzione cilindrica. Osserviamo che i coefficienti dell’equazione
(II1.16) non soddisfano le condizioni del paragrafo precedente.

2.1 Definizione e proprieta semplici

Consideriamo, per v € R, la funzione?

— II1.1
%Fk+y+1F(k+1)<2) ’ (IL17)

dove I'(2) ¢ la funzione Gamma che soddisfa I'(z+1) = 2 ['(z) e I'(1) = 1 [vedi
I’Appendice A]. Si puo rappresentare nella forma

J(2?) = 2V f, (2?), (I11.18)

dove f,(¢) € una funzione analitica su tutto il piano complesso,

N (—1)*¢
J©) = kZ:O 226+ (k+ v+ 1Dk + 1) (IIL.19)

2La (II1.17) si pud anche derivare applicando il metodo di Frobenius.
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con raggio di convergenza R = 4o00. Quindi la sua somma definisce una
funzione analitica f,({) su tutto il piano complesso.

Verifichiamo che la funzione J, (z) soddisfa I'equazione (II1.16). Utilizzando
la relazione I'(z + 1) = 2I'(2), si ottiene

22T (z) + 2 (2) — v*J,(2)

(=D)*[(2k +v)(2k + v — 1) + (2k + v) — V2] fa\ 2ty
T(k+v+1D)D(k+1) (5)

(—1)*4k(k + v) 2k-+v > 2 2kt
L(k+v+1 F(k;+1)<> 4;Fk+u )(5)

o T\ 2k+v
kzo r k+u+ 1 YT (k + 1) (5) =~z (@),

NE

i
=)

Mg

e
Il

0

2

come dovevasi dimostrare. La funzione cilindrica J,(z) si dice funzione di
Bessel di ordine v, dove x¥ > 0 per x > 0. In particolare

2 = (=1 2
)= 25 b= 2 s
2k:go 1) 5 (II1.20)
J_1/9(x) = _xz (Qk)lx%zwﬁ cos T
k=0

Se v > 0 non ¢ intero, le funzioni J,(x) e J_,(z) sono linearmente indipendenti.
Cio segue dalla (II1.17) in virtu del fatto che

v

x
(2)=—r 1 2 : 1,-2,-3,---
J(x) 2VF(V+1) |: +O(I )]7 I_>0, V% ? ? 37 Y
(I11.21)
poiche I'(v + 1) ¢ finito. Se, invece, v = n ¢ intero, si ha
J_n(z) = (—=1)" (), (IT1.22)

e, quindi, le funzioni J,(z) e J_,(z) sono linearmente dipendenti. L’ugua-
glianza (I11.22) segue dal fatto che I'(—k) e infinito per k = 0,1,2,--- [vedi
I’Appendice A] e quindi la sommatoria nella serie (II1.17) per J_,(z) inizia a
k =n.

Sono valide le seguenti relazioni di ricorrenza:
, v v
J(x) = J,_1(x) — EJ,,(QU) =—J(z)+ EJ,,(x). (I11.23)
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Infatti, la prima formula (II1.23) segue dalla (II1.17):

J(w) Ju-1(x)

B [zr k+v +2k);:(2)+ 1) (§>2k+u - T(k +(1/_)1F)(k: +1) <§>2k+y 1]

V — (—1)* r\2k+ty oy
B _EZO T(k+v+ 1Dk +1) (5) =)

O

In modo analogo si stabilisce la seconda formula (I11.23).
Le formule (II1.23) si possono riscrivere nella forma

d v v d —v - —v
dx[ Jo ()] = 2" J, 1 (), d:z:[ ()] = =27V Jpa ().

In particolare per v = 0 si trova

Jy(z) = —Ji ().

Infine, sottraendo le formule (II1.23), si ottiene ancora una relazione di ricor-
renza:

oo (z) — %”Jy(x) oy (z) = 0.

2.2 Funzioni di Bessel di seconda specie

I Wronskiano Wu,v] = ww’ — u'v di due soluzioni u e v dell’equazione di
Bessel soddisfa all’equazione differenziale di primo ordine

1
W'lu, v](@) + —W[u, v](z) =0,
T
e quindi Wu,v](x) & proporzionale alla funzione 1/x. Per trovare la costante

di proporzionalita basta studiare I’'andamento del Wronskiano se z — 0. Per
v ¢ 7 si vede subito che

Jy () = F(V;-i;l) (gz Oz +?),
xJ,(x) = T+ (§> +O(a"*?),
1) = g (5) + 0,
xJ (x) = I‘(%l;l) <%>*” . O(x—u+2)’
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e dunque [vedi I’Appendice A]

—2v
2Zl'(v+1DI(—=v +1)

—2v _ —2sin(vm)
xFu—l—l) (—v+1) T

W, J ) (x) = +0(x)

Quindi J,(x) e J_,(x) sono linearmente indipendenti [cioe, il Wronskiano non
si annulla per x # 0] se e solo se ¥ non ¢ un intero. Se v € Z, risulta
J_(z) = (=1)"J,(x).

Perv=n(n=0,1,2,---) ci dovrebbe esistere una soluzione dell’equazione
di Bessel linearmente indipendente della J,(x). Per trovare una soluzione
linearmente indipendente da J,(z) per v € Z, definiamo la funzione di Bessel
di seconda specie
Jy(x) cos(vm) — J_,(x)

sin(v)

Y, (x) =

per v ¢ Z. Siccome sia il numeratore che il denominatore sono funzioni anali-
tiche di v € C e (d/dv)sin(vm) = 7 cos(vm) # 0 per v = 0,1,2,- -, il limite
di Y, (z) per v — n € NU {0} esiste ed ¢ uguale all’espressione

Vi) = % lagix)}y_n - (—;)" [ajgy(@]y_n.

Calcolando la derivata della serie di potenza per J,(x) rispetto a v ed intro-
ducendo la funzione ¢ (z) = I"(z)/I'(z) otteniamo per x > 0

voto) = 23 o flog - w1

T 2= (=1)k(z/2)%
5_%;( )(k<!)2/> Plk+1),

(n—Fk—1)! <z>2kn

k! 2

+%Z (_2(n+k)! [2 1og§—w(k+1)—¢(k:+n+1)

2 T 1= (n—k—1)! fz\2%n
= Sh)log s =37 == (3)

S
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Quest’espressione conduce alle rappresentazioni asintotiche per x — 07

2
—logf, n=>0

V() ~ ”(n—21)! (x>_n L (111.24)
T 2 ’ e )

implicando che |Y,,(x)| — 400 se x — 0.

0.5

Figura III.1: Panello sinistro: le funzioni di Bessel J,(z), v = 0,1,2,3.
Panello destro: le funzioni di Neumann Y, (z), v =0,1,2,3.

Per ragioni di linearita le funzioni di Bessel di seconda specie soddisfano
alle stesse formule di ricorrenza delle funzioni di Bessel di prima specie. In
particolare

V(@) =Yom(e) = —Yo() = —You(e) + —Yo(2);
d ., ) d . _, L
. [2"Y,(x)] = 2"Y,_1(x), . (7Y, ()] = —27"Y, 41 (2);
Yi(z) = —Yi(x);
2v



2.3 Ortogonalita e zeri

Proposizione II1.5 Per a,3 > 0 con a+ 3 > 0, siano py e py zeri reali
dell’equazione

0y (1) + BTl (1) = 0, (111.25)
dove v > —1. Allora

1
/ xd, (px)J, (pox) dz
0

° B3 # p,
Lo+ L (1 v’ T ()2 _
= qath g (1) ) L= H2(111.26)
1 1 2
5l (=) + 5 (1= —5 ) L) L (=m), = —pa.
2 2 M1

Dimostrazione.  Siano pui,pe € R. In virtu della (II1.16), le funzioni
Jy(z) e J,(uoz) soddisfano le equazioni

d PM} + (/ﬁx = V;) T (mzx) =0,

dx dx
d [ dJ,(u2) N Z B
% |:SCT + Hol — ; Jl,<,u2£L‘) =0.

Moltiplichiamo la prima di queste equazioni per J,(u2x) e la seconda per
J, (1), poi sottraiamo termine a termine la prima dalla seconda ed integriamo
da 0 a 1. Si ottiene

@ [y (o) T, () — po (@) T, (p2)] 5

1

— (3= 48) [ wdlna) ) d (11.27)

0
Dalla (I11.17) [vedi anche la (IT1.21)] abbiamo per z — 0
1 HE\Y +2 / v HETNY +2
e I st v - v (B O(x"

Tk) = 50 (57) +oa™), naJ(ua) RSy (5) o),
e percio

(o) J, (i) — pox, () J) (pez) = O(x**?), & — 0%,

Quindi, grazie alla condizione v > —1, il primo membro della (II1.27) si annulla
per x = 0 e si ottiene

Ju(p2) gy, (pr) — pady (pa) J), (p2)
p3 — i

1
/ xdy (pix)J, (pox) de = ad ) (I11.28)
0

65



Se 1 e pg sono zeri reali dell’equazione (I11.25) dove o, > 0 e oo+ (3 > 0, il
determinante del sistema lineare

ad,(p) + Bpad, () =0, oty () + Bpad,(p2) =0,

per («, () si annulla, cioe il numeratore della frazione nella (I11.28) si annulla.
Di conseguenza, se u? # u2, segue la proprieta di ortogonalita (cioe, si annulla
la parte a sinistra della (II1.28)).

Per dimostrare la (I11.26) se p3 = po, si passi al limite per pus — p; nella
(II1.28) utilizzando la regola di De L’Hopital:

iy (pa) ), () — pady(p1) ), (p12)

1
/ v, (pr)? dr = lim
0

H2— s — pd
1 1
=5 )]’ = 5= () [, ) + g} ()]
2 2401
1 y 2 1 2 1/2
== = 1—— ).
S L)L + 5 )? (1= 2
Abbiamo dimostrato la (II1.26) per p; = po. La dimostrazione per p; = —po
e analoga. O

Dimostriamo ora le seguenti proprieta degli zeri dell’equazione (II1.25) per
v > —1. Per g = 0 quest’equazione definisce gli zeri delle funzioni di Bessel.

Teorema I11.6 Gli zeri dell’equazione (111.25) per v > —1 sono reali, sem-
plici, ad eccezione, forse, dello 0; questi zeri sono simmetricamente disposte
rispetto all’origine e non hanno punti di accumulazione.

Dimostrazione.  Dalla (II1.17), in virtu del fatto che a, 8 e I'(€) sono reali,
per ¢ reali, si ottiene J,(z) = J,(Z). Quindi
aly () + B, (1) = ady () + Bpd, (1)

Per questa ragione, se p € uno zero dell’equazione (I11.25), i € anche’esso uno
suo zero. Se pu? # 1%, applicando la formula (I11.26) per py = p e py = i, si
arriva ad una contraddizione:

1 1
o:/ :cJ,,(ua:)Jl,(ﬁx)da::/ ol () 2 de
0 0

Cio significa che p? = 2, cio¢ 4 & un numero reale o immaginario. Ma I'ultimo
caso non ha luogo, poiche, in virtu della (II1.17) e del fatto che I'(§) > 0 per
E>0,sihaper0#a€R

aJ,(ia) + i fald)(ia) = (%) kz:; F(koj:l—/f—(i];;(;:— 0 (g>2k # 0.
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Siccome p~ [ad, () + BuJ, ()] € una funzione analitica di p in tutto il
piano complesso, i suoi zeri non si possono accumulare ad un punto finito.

Dimostriamo la semplicita degli zeri. Sia po > 0 uno zero della (I11.25) di
moltiplicita 2, in modo che

ady (o) + Brod), (o) = 0,

2
aﬂ@@+ﬁ%@@+ﬁmﬂ@d=—ﬂ@m—%>wa+aﬂw0=&

(I11.29)
in virtu dell’equazione (II1.16). Dalla (II1.29) [che € un sistema di equazioni
lineari per J,(uo) e J!(t0)] concludiamo che a) J,(uo) = J, (o) = 0, oppure
b) a? + 3%(u2 — v?) = 0. 1l caso a) ¢ impossibile grazie al teorema sull’unicita
della soluzione della (II1.16), poiche i > 0 non € un punto singolare dell’equa-
zione (II1.16). Dimostriamo che ¢ anche impossibile il caso b). Per realizzare
il caso b) ci vuole 8> 0 e (a/f) = \/v? — 3, dove 0 < o < |v|. Sostituendo

quest’equazione nella (II1.29) si ottiene

/ 2 v? 2

(o))" = (= — 1) Ju(ko)”,
Ho

il che, in virtu della (II1.26), porta all’'uguaglianza contraddittoria
' 2 1 2 v 2
|t de = 5 {1 + (1= 2 ) S | =0,
0 2 Ho

Il teorema ¢ stato dimostrato. O

In base al teorema dimostrato si possono numerare gli zeri dell’equazione
(II1.25), disponendole in ordine crescente:

w) )

0 <py’ <y §)

<py’ <o

Se v >0, J,(z) si annulla per z = 0.
Senza dimostrazione poniamo ’espressione asintotica per la funzione J,(x):

2
Jo(x) =1/ — cos (x - gu - %) + O(z73/?), x — +o00. (I11.30)

Ne segue la formula approssimativa per gli zeri di J,(x):

vy 9
u,g)%%—i—gV%—kﬂ, k — +oo0.
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2.4 Altre funzioni cilindriche

Insieme con le funzioni di Bessel J,(z), sono importanti per le applicazioni
altri tipi di funzioni cilindriche. Queste funzioni sono le seguenti:

1. Le funzioni di Neumann o le funzioni di Bessel di seconda specie

Jy(x) cos(vm) — J_,(x)

sin(vm) ’ ez
(o) = § L[0Dz) )00 (@) =
pl (—1) v | v=n=0,1,2,
(—=1)"Y,(—z), v=-n=-1,-2--.

Spesso si vede la notazione N, (x) invece di Y, ().

2. Le funzioni di Hankel di prima specie

HMY(z) = J,(z) +iY, ()

e le funzioni di Hankel di seconda specie
H(z) = J,(z) —iY,(x).
3. Le funzioni di Bessel di argomento immaginario
L) = e 2], 3iz),  Ko(z) = %%WUZH9>(¢$).

Le funzioni I,(z) si chiamano funzioni di Bessel modificate di prima
specie (modified Bessel functions of the first kind), mentre le funzioni
K, () si chiamano funzioni di MacDonald.?

Utilizzando l'espressione asintotica (II1.30) per J,(z), si ottiene per z —
+00

HWY(z) = \/%e<x 2" Z> + O(z73/?), (I11.31)
H?(z) = \/g - <x 277 Z) +0(z73/?), (111.32)
Y, (z) = \/g sin (x - gl/ — %) +O(z73/?), (II1.33)
I(z) = Zm [1+0@™)], (I11.34)
K, (z) = % e [1+0@™)]. (I11.35)

3La nomenclatura non & uniforme. Nella letteratura ci sono diversi nomi e notazioni per
queste funzioni.
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Analogamente, utilizzando la (IT1.21), si ottiene per z — 0

2 1 -
g ~ -2t ¥ L
0 (x) T nm, 0 (:L') : naj’
2 1 |
Y ~ 2l ) -
o(x) T n 7 o(z) =~ In !
25 ’
| 6
: )
OOT:T 727 3 ¢ 5 01"7 > 3 4 5 6

Figura II1.2: Panello sinistro: le funzioni di Bessel immaginarie I,(x) per
v =0,1,2,3. Panello destro: le funzioni di MacDonald K, (x)
perv=0,1,2,3.

Troviamo ora le equazioni differenziali per le funzioni I, (z) e K,(z). So-
stituendo x +— iz nella (I11.16), otteniamo 1'equazione differenziale
v*u" + zu' — (22 + v*)u = 0. (I11.36)

Dal Teorema III.6 segue che per v > —1 le funzioni di Bessel immaginarie
I,(z) e le loro derivate prime non hanno zeri reali (con l'eccezione di z = 0 se
v >0).

2.5 Funzioni sferiche di Bessel

Le funzioni di Bessel J, ;. 1)(x), dove l =0, 1,2, ..., appaiono nello studio dello
scattering quantistico e dello scattering della luce. Per questo motivo vengono
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introdotte le seguenti funzioni:

z) =4[5 Des(2), (I11.37)
w(=) = (=) ') = /5= Vi (2), (IIL38)
n(=2) = (=) (=) =[5 B (2). (111.39)
?(z) = ji(z) = iw(z) = ;—Z H?\ (2). (I11.40)

Le funzioni j;(2), yi(z) = (—=1)"ny(2) e hl(l’z)(z) si dicono funzioni sferiche di
Bessel di prima, seconda e terza specie. Quindi

o) = 242,

il =22 col)

22) = (55 - 7 )sinGe) = Feoste),
() = —no(2) = -2,

Si vede facilmente che
y(z) = (—1)l+1nl(z) = (—1)l+1j_l_1(z). (IIL.41)

E anche abbastanza facile trovare le seguenti espressioni esplicite:

Jilz) = 2 <_li)l sin(z)’ l(2) = (—1)ing(z) = —! (_li)l cos(z)

zdz z zdz z

(I11.42)
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Asintoticamente (se © — 400) abbiamo le seguenti espressioni:

(_1)l/25in(x)7

@ e (1143
ju(x) = 111.43
(—1)l+T1 COS(%’)’ [ dispari,
x
cos(x _
u(x) =(—1)""n(z) = o1 sin(z) o (I11.44)
(—1)~ : [ dispari,
x
( 12 eiw
—i(—1)"*—, [ pari,
W (x) = gia” (II1.45)
(-=1)% —, 1 dispari,
3 T
( e—ix
i(—1)/2 [ pari,
h (z) = A (111.46)
(—1)Z+T1 , [ dispari.
x

Sostituendo y = /2 Y nell’equazione di Bessel di ordine v = [ + % si arriva
all’equazione differenziale

vy lyy <1 - M) Y =0 (111.47)
X

12

per le funzioni j;, y, = (—1)"1ny, hl(l) e hl(z). Ponendo Y = Z/x si ha inoltre

7" + (1 Wi+ 1)> Z=0 (I11.48)

12

per le funzioni z7j;(x), xy,(z) = (—=1)*tan(z), xhl(l)(:v) e ashl(z) (x).

3 Funzioni sferiche

Consideriamo adesso una classe di funzioni speciali molto importante per la
fisica matematica.

3.1 Funzioni sferiche

Si dice funzione sferica di ordine | = 0,1,2,--- ogni polinomio armonico®
omogeneo di grado [ considerato sulla sfera unitaria S"' C R™. Dunque, tra

n 8% =0

4Una funzione v = v(x1, ..., x,) si dice armonica se Av = dj=1 57 =
i
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le funzioni sferiche Yi(s), s € S"~!, di ordine [ ed i polinomi armonici omogenei
w(z), x € R, I'identita

Yi(s) = u < ’ ) _wlr) 2 (I11.49)

]

dove Au; = 0, stabilisce una corrispondenza biunivoca.
Le funzioni sferiche Y; e Yy, di ordini diversi sono ortogonali in L*(S™™1),
cloe
(Y, Yy) = Yi(s)Yr(s)ds =0, N
Snfl
Infatti, applicando per la sfera la formula di Green ai polinomi armonici

w(z) = lal'Y; (@—’) C w(e) = el (%) ,

si ottiene
0= [ [ol"¥id (af¥i) = fol'vias (ol vi) |
o<1 b

[ e, 02y (x| Yy
:/Sn_l |l”l§/l/ (|gll l) —|l”lY2 (|Jé|n ):| ds

_ ) Loty
N /gn_1 _Yi/ 5 VT | ds= (=10) /Sn_l Yi(s)Yy(s)ds,

come volevasi dimostrare.
Consideriamo ora le funzioni sferiche sulla circonferenza S' (n = 2). In
coordinate polari abbiamo

w(z) = r'Yy(0), x = (rcosf,rsenf),
dove Awu; = 0. Risulta I'equazione differenziale
Y/"(0) + I*v(0) = 0,

da cui seguono le funzioni trigonometriche

costante, [=0
Yi(0) =
c1 cos(l0) + cosen (10), 1=1,2,3,---.

Consideriamo ora le funzioni sferiche sulla sfera S? (n = 3). In coordinate
sferiche abbiamo per y,(z) = r'Y(0, ¢)

1 0 Y, n 1 0%y

sen p— —

7 Op sen2p 00?

H I+ 1)V, ) =0, (I11.50)
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dove 0 € [0,27], ¢ € [0,7] el = 0,1,2,---. Cerchiamo le soluzioni della
(IIL.50) in C*(S?). Introduciamo prima & = cos¢ e scriviamo (II1.50) nella
forma

1 82Y 9,

Teaar o (( — €% ag) F 11+ 1)Y(0,€) = 0. (I1L.51)

Applicando la separazione delle variabili

Yi(0, ) = P(£)O(0),

otteniamo

crcosmb + cosenmb, m=1,2,3,---,

o) {costante, m =0

dove abbiamo sfruttato la periodicita della ©(0): ©(0 + 27) = ©(0). Dunque
©"(0) = —m?O(#). Risulta I'equazione differenziale

d m2
dé (( — &) 5) + {Z(H )= _52} P(£) = 0. (IIL.52)
Quest’equazione si puo scrivere nella forma

2

_ [(1 _ 52)7;/]/ + 1__52

Le soluzioni di quest’equazione nei punti +1 debbono assumere valori finiti.

P=11+1)P.

3.2 Polinomi di Legendre
I polinomi di Legendre P,(§) si possono definire nei seguenti modi:

1. tramite la formula generatrice

=Y PB©H, |n <1,
V1— 2§h +h? o
2. tramite I'’equazione differenziale,
(1 =2*)F](2) =1+ DP(x), -1<z<+1;  R1)=1,

3. tramite l'ortogonalita: F,(§) sono i polinomi in & di grado [ con coeffi-
ciente principale positivo tali che

1
2
| ROP©) & = buge,
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-1 I . .
-1 -0.5 0 0.5 1

Figura II1.3: T polinomi di Legendre di grado 1, 2, 3 e 4. Si osservi che il
numero degli zeri ¢ uguale al grado del polinomio.

4. tramite la formula di Rodrigues

5. tramite la formula di ricorrenza
2L+ 1DERE) = L+ 1)Pya(§) + 1P (E), R =1, P& =¢

Noi dimostriamo 1'equivalenza tra queste definizioni.
4 = 2. Consideriamo l'’equazione differenziale

—[(1 = 2] (x) = Au(z), —1<z<+], (T11.53)

sotto le condizioni iniziali che i limiti di u(z) per x — =1 esistano finiti.
Questo problema al contorno ha soluzioni polinomiali per A = [(I + 1) dove

[=0,1,2,---. Verifichiamo se i polinomi
P(z) L (d l( 2 1) 1=0,1,2 (I11.54)
l 21“ dr ’ y Ly 4y )

soddisfano la (II1.53) per A = [(I + 1). Questi polinomi (di grado [) sono
detti polinomi di Legendre e la (I11.54) si dice formula di Rodrigues. Infatti,
ponendo Wj(x) = (2% — 1)! e derivando I'identita

(2 — D)W/(z) — 2l aW;(x) = 0
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[ + 1 volte, si ottiene
(2 = W (@) + 22V (@) = 11+ )W (2) = 0.

Dunque la funzione VVZ(I)(:);) = 2!(I') P(x) soddisfa 'equazione (I11.53). Inoltre,

353 () (2 ) (2) o)
50 (o).

il quale implica che Pj(1) =1e P(—1) = (—1)%.
2 = 4. Sostituendo u(z) = P(x)z(z) e w(x) = 2/(x) nella (II11.53) con
A =1[(l+ 1), otteniamo 1’equazione separabile

wiz) P 2
w(x) 2]31(27) * 1—a?

implicando che

y(x) = et Ai(z) + 2 P () /Om u_;jﬁ

L’integrale nell’ultima espessione ¢ divergente in z = +1 (poiche P(+1)? = 1].
Quindi Pj(x) ¢ I'unica soluzione dell’equazione differenziale (II11.53) con A =
[(I + 1) che soddisfa P(1) = 1. Siccome la formula di Rodrigues rappresenta
una tale soluzione, si ottiene questa formula dalla proprieta 2.

(24 4) = 3. Si dimostra facilmente che i polinomi di Legendre sono orto-
gonali nello spazio L?(—1,1). Infatti, utilizzando la (II1.53) si ha

1

10+ 1) — k(k+ 1)]/ P(x)P(x) do

-1

— /_11 [Pl(k) [(1- :I:Q)P,ﬂ, — Py(z) [(1 - :UQ)PZ’H dx

= _/_ [P/(k)(1 —2*)Pj(z) — P(z)(1 — 2*)P/(z)] dz =0,

1

1
dopo un’integrazione per parti. Quindi (B}, Py) = / P(z)Py(z)dr = 0 se

-1
[ # k. Per trovare il fattore di normalizzazione, calcoliamo (P, F}) tramite [
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integrazioni per parti consecutive. Otteniamo

(P, P) = 22(1_—8,1)2 /11 (2% — 1) (%)21 (22 — 1)

! 1 l 1)
_ (20)! / (1— 22) di = (2)! 201 _ 2 |
22 (IHz |, 22 (M2 (2k+1)(2l—=1)---1  21+1

dove ¢ stata applicata la formula di ricorrenza ([;_1/I;) = 1+ (1/2l), Iy = 2,
per I; = f_ll (1 —2%)'dz. Quindi 4/l + 3 P(z) ha norma 1 in L*(—1,1).

(3+4) = 5. Per trovare una formula di ricorrenza per i polinomi di Le-
gendre calcoliamo prima il prodotto scalare (P 1,z F)). Infatti, dopo [ + 1
integrazioni per parti consecutive e utilizzando (x f)+Y =z f0+H) 4 (141) fO
si ottiene

B (_1)l+1
(Piy1,2P) = 22+ (1 + 1)!)([!).

. /11 (2? — 1)1 [x (%)”“ (2 — D'+ (14 1) (d%)m (? — 1)’] dz
— 22(;11—)?“1)2 /11 (22 — 1)!*! (%)21 (2* — 1) dz
(i

1 1
— 1 2 I+1
g | (=)

(20)! 22 (141) 20 +1)
S22l (N2 (2U+3)(20+1)---3-1 (20 +1)(20 + 3)°

Siccome i polinomi di Legendre sono ortogonali, essi sono linearmente indipen-

denti. Dunque

20+ DaP(x) = Y a;Py(x),

=0
dove a; = 0 per j > [+ 1 [poich¢ xP,(z) ha grado ! + 1]. Risultano (2] +
1) (P, P;) = (2l + 1)(P,xP;) = 0 per j <[ —1 [poiche¢ zP;(x) ha grado < [
e (21 +1)(x P, P) = 0 [poiche¢ zP(z)? ¢ una funzione dispari]. Quindi

(2[ + 1)$PI($) = al+1131+1($) + Cll,1]3171<.1').
Infine troviamo

2L+ V(2B Pri) = aa (P, Pra) = @i (2/(20 + 3));
(2l + ].)(.TPl_l, B) == al_l(ﬂ_l, B—l) == al_1(2/(2l — ].))
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Quindi ;.1 =141 e a;_1 = [. Risulta la formula di ricorrenza

20+ 1)zP(z) = (1 + 1) Py (z) + 1 Py (2), Py(z) =1, Pi(x) = .

(IT1.55)
Per induzione matematica si dimostrano facilmente
P(1)=1,  R(-1)=(-1)",  B(-z)=(-1)'R();
—1 < P(z) < +1, —1 <z <+1. (II1.56)
5 = 1. Dimostriamo ora la formula generatrice
> Pa)h' = h| < 1. (IIL.57)

V1 —2xh + h?’

Infatti, scriviamo F'(z,h) per la parte a sinistra della (II1.57). Per |h| < 1 &
permessa la derivazione termine a termine rispetto ad h, grazie alla (II1.56).
Si trovano facilmente le seguenti espressioni:

[e.9]

F
> (2 + 1)zP(x)h = xF(z, h) —|—2th | P(z)h\~" = zF (z, h) +onn 2.
=0 =0 ah

> (14 1)P(x) Zm = Zm i g—];

=0

ZlPl_l(x)h’:fFZ(l—l)Pl L (z)hl= 2+hZPZ L(z)h! !
=1 =1

oF
2
=h"— F
=h o + hE(z,h).
Applicando la (II1.55) si ha
5 OF
zF(x,h) =(1—2xh+h )%%—hF(aj h),
dove F(z,0) = Py(x) = 1. Oppure:
OF/oh  x—h
F(z,h) 1—2xh+ h?

F(z,0)=1.

La soluzione unica di questo problema di Cauchy e la funzione F(z,h) data
dalla parte a destra della (II1.57).

1 = 2. Scrivendo F(z,h) per la parte a destra nella (II1.57) risulta (dopo
alcuni calcoli)



In altre parole,

o ((1 - xQ)a_x > P,(a:)hl> =—Y I+ 1)P(z)h.

=0

Cio implica 'equazione differenziale. Infine, sostituendo x = 1 nella (IT1.57) si
ha

> 1 1
P(1)ht = = ,

implicando Fj(1) = 1.

3.3 Funzioni di Legendre associate

Sostituiamo P(£) = (1 — £2)™/2z(€) nella (I11.52). Risulta
(1—=8)2"(€) =2(m+ 1O+ (U —m)(I+m+1)2(&) =0.  (II1.58)
Moltiplicando la (II1.58) per (1 — &)™, otteniamo per z = P,
(1 =)™ = —(1—m)(l +m+1)(1 - )P, (I11.59)

Per m = 0 risulta I'’equazione differenziale per il polinomio di Legendre di
grado [:

(1—€)P(§) — 26P/(€) + (1 + 1) (&) = 0.

Calcolando la derivata m-esima z = Pl(m) di quest’equazione otteniamo
(1=&)2"(§) = 2(m + 1)Z'(€) + (1 = m)(l + m + 1)2(¢) = 0.

Quindi le funzioni (d/d§)™P,(§) sono soluzioni della (II1.58). Moltiplicando
la (IIL.59) per Py (§) e la (II1.59) con !’ invece di [ per P(§) e sottraendo,
otteniamo

(= 1)1+ T+ 1] (1= )P Pu(€) = Pu(&) [(1 - )R]’
= Pu(€) [(1 = )P

Integrando quest’equazione tra —1 e +1 e applicando 'integrazione per parti

risulta )

(@-1)+r+ 1] [ Q=P dc=o.

-1
Quindi, se P(£) sono i polinomi di Legendre, i polinomi (d/d&)™ Piym (&) (I =
0,1,2,---) sono un sistemi di polinomi ortogonali (di grado [) rispetto al peso

w(§) = (1-¢)™
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Troviamo ora la costante di normalizzazione. Si ha

1
/ (1= &R OR () de

- la-eremerr o) - [ Ao [o-erree)] b

Cm 1)+ m) / (1 - )t Pm () PV (€) de

l+m)(l—m—|—1)(l_—|—m—1)(l—m+2)><

= (
=

1
< / (1 - )m2 P2 () P2 (¢) de

1

(I+m) ! 2 (I+m)!
- [ R@n@de - 5
Quindi
2(l—|—m)_|_1 I 1/2 J\™ )
( 2 (l+2m)!> (d_§> Pum(§), 1=0,1,2,---,

¢ il sistema ortonormale dei polinomi rispetto al peso (1—¢&2)™ [con coefficiente
di & positivo.

3.4 Le funzioni sferiche per n = 3: Completezza

Nella letteratura ci sono diverse normalizzazioni delle funzioni sferiche in R3.
Qui ne scegliamo una. Poniamo

P (cos p)(sen )™ cos(mb), m=0,1,---,1;
P (cos p)(sen o)~ sen (jm]6), m = —1,-2,- I,

Y™ (p,0) = {

dove | =0,1,2,---. Le funzioni sferiche Y™ (m = 0,+£1,---,£[) di ordine !
sono linearmente indipendenti e le loro combinazioni lineari

l

Yils) = > a™v"(s)

m=—1

a coefficienti arbitrari al(m) sono anch’esse funzioni sferiche di ordine [.

Le funzioni sferiche {Y;™} formano un sistema ortogonale e completo in
L*(S?%), ed inoltre

A+1 1—|m|)l"

1Y 7252y = 27
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Infatti,

21
v = / / (6, )2 d0 dp

[ rrgra g [T {0} gy op ) L)

sen *méd (20+1) (I—|m|!

La completezza di un sistema ortogonale di funzioni sferiche {Y;”} significa
che ogni funzione f appartenente a L?(S?) pud essere sviluppata in serie di
Fourier di queste funzioni:

=3 N qMvms) =Y vils),

=0 m=—1

convergente in L2(52). T coefficienti a\™ sono calcolati mediante la formula

(m) 20+ 1 l — |m| / /27r
o= 27(1 + Som) (I + |m|)! 16 p)senpdf dip.

Le funzioni sferiche Y;, m = 0,£1,--- , %!, sono autofunzioni dell’'opera-
tore di Beltrami,

1 0 0 1 02
— [E— n —_— _——_—
sen ¢ dp i 808@ sen 2 002’

che corrisponde all’autovalore A = (I + 1) di moltiplicita 2 + 1.

4 Polinomi di Hermite

L’equazione di Laplace in coordinate parabolico-cilindriche (u,v,z) (anche
dette coordinate paraboliche) ha la forma (II.5). Sostituendo

(u, v, 2) = Uu)V(v)Z(2)

otteniamo

1 U'(u)  V"(v) Z"(z)
20 1 %) (U(u) VW) > T2 T

Se richiediamo che Z(z) sia limitata, risulta

1 U'(w) V")) _ Z"(2) _ o
2+ %) (U(u) T V) ) - a

Z(2)
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dove A > 0 e una costante. Dunque

U"(u) + (p — N2u®)U (u)

0,
V"' (v) = (p+ M)V (v) =0

)

dove p e un’altra costante. Introducendo le variabili € = uvel e n = vV,
dove £ € Ren >0, e ponendo u = (2v + 1)cA otteniamo

U"(€)+ (2v+1-8)U(¢) =0,
V'(n) — 2v+1+19*)V(n) = 0.

Studiamo ora ’equazione
u’ + v+ 1—2%)u=0, (I11.60)
dove u, z e ¥ non hanno pitu lo stesso significato come prima. Sostituendo
—#/2y, (IIL.61)

u==e

risulta I’equazione
V" — 220"+ 2vv = 0. (I11.62)

Per v = 0,1,2,... la (I11.62) si dice equazione differenziale di Hermite. Le
soluzioni della (II1.60) si dicono funzioni parabolico-cilindriche.

Sostituendo v(z) = 37,2, ¢z nella (I11.62) si trova la seguente espressione
per il coefficiente di z:

(1 +2)(1+ D)erpe +2(v — ey = 0. (I11.63)

La (II1.63) & una relazione di ricorrenza che ci consente a calcolare tutti i
coefficienti ¢; dai coefficienti ¢g = v(0) e ¢; = v/(0). Si vede facilmente che

esistono soluzioni polinomiali se e solo se v = n = 0,1,2,.... Tali soluzioni
hanno la proprieta v(—z) = (—1)"v(2) e hanno il grado n (cioe, ¢,40 = Ch1a =
Cn+6:...:0).

Definiamo ora
d n
H,(z) = (-1)"¢" (--) {e ). (I11.64)
dz
Allora H,(z) € un polinomio di grado n, ha il coefficiente principale positivo e

soddisfa H,(—z) = (—=1)"H,(z). Derivando 'equazione w’ 4+ 2zw = 0 (che ha
la soluzione w ~ e*Z2) n + 1 volte e ponendo u = w™ risulta

u" + 220"+ 2(n+ 1)u = 0.
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Poi si sostituisca u = ¢~** v. Infine risulta I'equazione (I11.62) per v = n:

V" — 220" + 2nv = 0. (IT1.65)

In altre parole, il polinomio di Hermite H,(z) soddisfa I’equazione differenziale
di Hermite (I11.65). La (I11.64) si dice formula di Rodriguez.
Scriviamo ora la (II11.62) nella forma

(e v) = —2ne " v.

Allora

2

2(n — m)Hy,(2)Hp(2)e ™ = (e H.) H,(2) — (7% H.) Hpn(2).

Calcolando 'integrale rispetto a z si ottiene

o

n

2(n — m) / h H,(2)Hp(2)e ™ dz= [6_22 (H! (2)H,(2) — H' (2)Hp(2))

Z=—00

- / (e_z2H7’n(z)H,’l(z) - e_zzH,’l(z)H;L(z)> dz = 0.
Quindi i polinomi di Hermite formano un sistema ortogonale nello spazio di
Hilbert L*(R; e dz). Per calcolare la costante di normalizzazione si applichi-
no la formula di Rodriguez (I11.64) e n integrazioni per parti, risultando nella
seguente successione di passaggi:

Jj=1

+ /_Z ((d%)nH”(Z)) e dz

= [p(z)e’zg} + ¢, n!/ e dz = ¢, n\\/,

Z=—00 0o

o0

Z=—00

dove p(z) & un polinomio e ¢, & il coefficiente principale di H,,(z) (cioe, H,(z) =
2™+ .. .). Calcoliamo ora i coefficienti ¢,. Derivando la formula di Rodriguez
(II1.64) si arriva all’identita

H!(2) =22H,(2) — Hy1(2). (I11.66)

Confrontando i coefficienti di 2"*! nella (II1.66) otteniamo 0 = 2c¢, — ¢,41,
mentre ¢ = 1. Quindi ¢, = 2". Infine si arriva alla seguente formula di
ortogonalita:

/ h Hy(2)Hp(2)e ™ dz = 2" (nV) /T 6, (111.67)
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dove 0, ¢ la delta di Kronecker.
Derivando la (II1.65) rispetto a z e scrivendo il risultato come un’equazione
differenziale per v’ si ottiene

(V)" = 220" +2(n —1)(v") = 0.

Dunque H/(z) e H,_1(z) sono soluzioni della stessa equazione differenziale che
ha soltanto una singola soluzione polinomiale linearmente indipendente. Di
conseguenza, H/ (z) = cost.H,_1(z). Siccome H,(z) =2"2"+... e H,_1(2) =
2nton=l 1 risulta n2" = cost.2" ! e quindi cost. = 2n. In altre parole,

H(2) =2n H, 1(z). (IT1.68)
Dalle equazioni (I11.66) e (II1.68) arriviamo alla formula di ricorrenza
22H,(2) = Hp41(2) + 2nH,—1(2), (IT1.69)

dove Ho(z) = 1 e Hi(z) = 2z. In Fig. II1.4 abbiamo tracciato alcuni grafici
dei polinomi di Hermite.
Dimostriamo ora la formula generatrice

2t—t2 . Hn(’Z) n
2t :ZTt, teC. (I11.70)
n=0

Infatti, ponendo F(z,t) = 2= e scrivendo

- hn(2)

F(z,t) = " (I11.71)

n=0
per opportuni coeffienti h,,(z), risultano

oF
% = QtF(Z, t)

e [poiche?]

() S ()
E t" = E t".
n! (n—1)!
n=0 n=1

Quindi h,(z) € un polinomio in z di grado n e

Rl (z) = 2nh,_1(2). (IT1.72)

Dalla (II1.71) risulta che h,(0) coincide con la derivata n-esima di e™* per

t = 0, cioé con 0 se n ¢ dispari, e con (—1)™2(n!)/(n/2)! se n & pari. Dalla
formula di Rodriguez (I11.64) si vede facilmente che H,(0) = h,(0) per n =
0,1,2,.... Utilizzando le espressioni (II1.68) e (II1.72) arriviamo alla identita
H,(z) = hn(z) e quindi alla formula generatrice (II1.70).
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Figura II1.4: T polinomi di Hermite di grado 1, 2, 3 e 4. Osserviamo che il
numero degli zeri e uguale al grado del polinomio.

5 Polinomi di Laguerre

I polinomi di Laguerre si definiscono tramite la seguente formula di Rodriguez:

—

e

[@(z) = T (%)n {2}, (ITL.73)

n!

Si dimostra facilmente che la (II11.73) rappresenta un polinomio di grado n per
ogni o € R. La regola di Leibnitz ci da subito la rappresentazione LYY (x) =

(—1)™(z"/n!) +.... Cilimitiamo al caso a > —1.
La funzione w(z) = 2"**e~* soddisfa 1'equazione differenziale

zw' + (x —n—a)w = 0. (II1.74)
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Derivando la (II1.74) n + 1 volte e ponendo u = w™ si arriva all’equazione
differenziale

"+ (z+1—a)u'+ (n+1)u=0.
Sostituendo u = %" v in quest’ultima equazione si ottiene la seguente equa-
zione differenziale di Laguerre:

"+ (a+1—2)v"+nv=0. (IT1.75)
(a)

Di conseguenza, Ly’ (z) ¢ una soluzione dell’equazione (II1.75).
Consideriamo ora ’equazione differenziale

2"+ (a+1—z) +vv=0. (IT1.76)

Sostituendo v(x) = Y77 ¢z’ si trova la seguente espressione per il coefficiente
di 2%
(l + 1)(l +a+ 1)Cl+1 + (l/ — l)Cl = 0.

Quindi abbiamo trovato la formula di ricorrenza

Ci+1 [ —v
_ , 11177
& (+1)(+a+1) ( )

che ci consente a calcolare tutti i coeffienti ¢; dal coefficiente iniziale ¢ = v(0);
bisogna richiedere o« > —1 per garantire la positivita del denominatore nella
parte a destra della (II1.77). Risulta una soluzione polinomiale di grado n =
0,1,2,...se e solo se v =n.

Scrivendo la (II1.75) nella forma

(:Eaﬂe_“”v’)/ + nz%e v =0, (ITI1.78)

otteniamo
!/ /!
(n—m)z®e LY (2) LY (z) = LY (z) (:po‘ﬂe_a”Lgﬁfy) —L(x) <xa+1e_xL£L°‘)/> :

n n

Calcolando 'integrale sull’intervallo (0, 00) [dove 'ipotesi o > —1 serve per la
convergenza dell’integrale] si ottiene

(n—m) / L(z) L) (2) 2%~ dx
0

_ [L(a) (x)xoz—'rle—mL(a)’(l,) - L(a) (.T)Ia+16_rL7(1a),(I)i|

_ / {Léa),(x)xa—i-le—x[/gs),(x) — L) ($)$a+1€_rL£La)/(ZL’)} dr =0,
0



dove abbiamo utilizzato %" — 0 per x — 07. Quindi per o > —1 i polinomi
di Laguerre {L%a) (x)}52, formano un sistema ortogonale nello spazio di Hilbert
LA(RT; 2%~ dx).

Per calcolare la costante di normalizzazione facciamo i seguenti passaggi:

n!

[gSe s (@) e

+ (_nl,)n /O . ((%)nw@(x)) 20T d

[m Z J 1 L(a) = 1)( )xa+j6_$L£LO‘_’;j)(x)]
x=0

-1 " e r
+ u i L;O‘)(:E) / 2T o — M,
n! dx 0 n!

dove abbiamo fatto n integrazioni per parti, utilizzato la (II1.73) con « + j

/ L9(2)* % de = — Lff‘) () (—) {z"*%e "} dx
0 dx

o0

=0

[e.o]

al posto di «, applicato I'espressione L%a)(x) = (=1)"(z™/n!) + ... e I'identita
(A.1). In altre parole,

I'n+a+1)

/ L (2) L) (z) 2% dx =
0 n!

n m

S, (I11.79)

dove 0y, ,, ¢ la delta di Kronecker.
Derivando la (IT1.75) si ottiene la seguente equazione differenziale:

(V)" + (a+2—-2)0) + (n—1)() =0.

Quindi L%a)/(x) & proporzionale a LY (2). Siccome

—1)n$n_1 1 (_1)n—1$n—1
L@ (g = SV ety =+~~~
n (I) (n - 1)' + ) n—1 (ZE) (n - 1)' + )
risulta per o« > —1
L () = =LV (2). (I11.80)

L’ortogonalita di L () a tutti i polinomi di grado minore di n nello spazio
di Hilbert L?(RT; 2% dz) conduce all’identita

2L (2) = AL L) (2) + BOLE (@) + OO L, (), (I1L.81)

86



dove n = 1,2,3,... e A,, B, e C,, sono opportune costanti da determinare.
Calcoliamo ora il seguente integrale:

C = / x L (:c)Lgfgl(:L‘) x%e Tdx
0

n n

L e (AN e
:(n—i—l)! i x L (x) o {z e “}dx

1 n+1 . ) d n+l—j 00
_ mz (_1)J—1(xL7(1a))(J—l)($) (%) {xn+1+o¢€—x}]
| . =0

(2] ) e

n+1 o
(—1 n a a i . ati —x 7 (a+g
S LI @)+ 1 - )LD, (2)
x=0

(n+ 1! <~
(_1)n+1 d n+1 @) /oo -
A — L\« n+l4+a —zx d
+ CES o {z L)Y (x)} i x e "dr
I'(n+a+2)
Sl
dove abbiamo utilizzato ngla)(x) = (=1)"(2"" /n!) 4+ .... Poi calcoliamo il
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seguente integrale:

D) —/ L (2)? 2%~ dx

:_/ L)z ( x) (&™) do

[ ) ey

+ <_n1,)n /Ooo ((;i)n{m (x )}) 2" dy

[m D (1P L) O @) (1) - J’>““"“”e_“w(”]
=0

Lo /0°° ((d%)” {ngm(x)}) et dy ‘

m+DI'n+a+2)—nn+a)l(n+a+1)
n!
_ Cn+14+a)'(n+a+1)
n!

o

=0

3

Y

dove abbiamo utilizzato 2L () = (=1)"((z""' —n(n+a)z™)/n!)+.... Dalla

(II1.81) e le espressioni per i e DY seguono AYY = —(n+1), BY =
Mm+1l+aeC = —(n + «). Dunque risulta la formula di ricorrenza

2n+1+a—2)L® (@) = (n+ DL (2) + (n+ )L (z),  (111.82)

dove L (z) = 1 e L (2) = 1+ a—x. In Fig. IIL5 abbiamo tracciato i grafici
di alcuni polinomi di Laguerre.
Per dimostrare la validita della formula generatrice

t
(1—1t)" Y exp (—19“" t> =) L@@, |t <1, (111.83)

partiamo dalla serie di funzioni

F(z,t) = (1 —t)" 9 exp (— ot > = i cn ()", it <1, (II1.84)



40 = 50

Figura IIL.5: T polinomi di Laguerre di grado 1, 2, 3 e 4 per & = 1 (panello
sinistro) e @ = 3 (panello destro). Osserviamo che il numero
degli zeri e uguale al grado del polinomio.

dove ¢, (z)n! & la derivata parziale n-esima di F'(z,t) rispetto a t per t = 0.
Sostituendo la serie (I11.84) nella equazione

oF
(1—t)25+[x—(1+a)(1—t)]F:0,
otteniamo le seguenti espressioni per i coefficienti t" (n = 1,2,3,...) e per il
coefficiente di t°:
(n+ 1)cpp1(x) + (x —2n —a — 1V)ep(x) + (n+ a)ep_1(2),
c1(x) + (. —a—1)co(x) =0,
dove co(z) = 1. Quindi ¢, (z) = L (x) pern=0,1,2,--- (vedi la (II1.82)).

Infine, per esprimere i polinomi di Hermite in quelli di Laguerre riscriviamo
i prodotti scalari tra quest’ultimi utilizzando la trasformazione x = t*:

/ L (2) L (x)a%e ™" da = / L@ )L (#2)[t22t e~ dt,  (IIL85)
0 _

o0

/ L (2) L () a%e ™" da = / L@ )L (1) |2 et g, (IIL.86)
0 _

o0
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Per fare scomparire i fattori |¢|>**! in (II1.85) e (II1.86) scegliamo o = —

1

in (IIL.85) e v = 3 in (II1.86). Quindi H,,(t) & proporzionale a LS 2)(152
1

e Hy,11(t) & proporzionale a thf)(tQ). Confrontando i coefficienti principali

otteniamo

~— N

Hon(t) = 22" nl(—1)"LS 2 (82), (IIL.87)
1
Hopyr () = 22 (= 1) tL2 (7). (I11.88)

6 Polinomi di Chebyshev

I polinomi di Chebyshev di prima specie T,,(z) e di seconda specie U, (x) si
definiscono nel seguente modo:

T, (z) = cos(nt), Up(x) = M, (II1.89)

sint

where x = cos(t). In tal caso T,,(z) e Uy,(x) sono polinomi di  di grado n che
hanno le seguenti proprieta:

T1 xZ,
Up(z) =1, Ui(z) =2z, Upii(x)+ U,_1(z) =22U,(x).
La formula di ricorrenza e facile da verificare:

Toi1(z) + Ty (z) = cos((n + 1)t) 4 cos((n — 1)t)
= 2cos(t) cos(nt) = 22T, (),

Unis () + Upa () = 22U+ 2)0)  sin(nd)

sin(t) sin(t)
_ 2cos(t)sin((n 4+ 1)t)
— 0 = 22U, (x).

Si vede subito che —1 < T,,(z) < +1 per x € [—1, 1], mentre T),(z) = 2" 12" +
c..eUy(x)=2"2"+...per n € N. In Fig. II1.6 abbiamo tracciato i grafici di
T.(z) e Uy(x) per n =1,2,3,4.

Sono verificate le relazioni di ortogonalita

/ cos(nt) cos(mt) dt = —(1 4 0,,.0)0n.m,
0

/7r sin((n + 1)t) sin(m + 1)t) dt = =6, .

SIERSIE
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Figura III1.6: I polinomi di Chebyshev di prima e seconda specia di grado 1,
2, 3 e 4. Nel panello sinistro si trovano i grafici dei polinomi di
Chebyshev di prima specie e nel panello destro quelli di seconda
specie. Osserviamo che il numero degli zeri ¢ uguale al grado
del polinomio. Inoltre, i polinomi di Chebyshev specie hanno
41 come i loro valori estremi.

Sostituendo = = cos(t) otteniamo

! dx
1
/ Un(2)Up(2)V1 — 22 dx = g(Smm. (II1.91)
-1

Quindi {7},(x)}%%, sono i polinomi ortogonali su [~1,1] con peso (1 — z%)~/2
e {U,(7)}>, sono i polinomi ortogonali su [—1,1] con peso (1 —x?)'/2 tranne
per fattori costanti.

Le funzioni u(t) = cos(nt) e u(t) = sin(nt) soddisfano all’equazione diffe-
renziale u”(t) + nu(t) = 0. Sostituendo z = cos(t) e utilizzando le definizioni
per T,,(z) e U,(x) otteniamo

(1= a)T/(x) — 2T, (x) + 0T (2) =
(1 —2*)U! (x) — 32U (x) + n*U,(x)

b

0
0.
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In forma Sturm-Liouville abbiamo

d 2\1/2 2 T,(z)
(=T ) =
L (1= P20 (0) = VT 0 o).
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Capitolo IV

PROBLEMI DI
STURM-LIOUVILLE

0 Introduzione

In questo capitolo vengono studiati alcuni problemi al contorno per le equazioni
di tipo ellittico, in particolare le equazioni di Laplace, di Poisson, delle onde
e di Schrodinger nello spazio e nel piano. La separazione delle variabili in
tali equazioni conduce spesso a certe equazioni differenziali ordinarie in un
intervallo della retta di tipo Sturm-Liouville, in particolare le equazioni di
Bessel e di Legendre.

Se non si fanno esplicite riserve, la regione G e supposta limitata e la sua
frontiera S regolare a tratti. Nel caso unidimensionale abbiamo G' = (a,b),
dove a,b € R.

1 Problemi agli autovalori

1.1 Impostazione del problema agli autovalori

Consideriamo il seguente problema al contorno omogeneo lineare per un’equa-
zione di tipo ellittico:

—div (pgrad u) + qu = Au, r €@, (IV.1)

(au + 5%)
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Supponiamo che

p € CYQ), q € C(G); p(z) >0, q(x) € R, zreQq,
a € C(9), B e C(95),
a(z) >0, B(z) >0, a(z) + B(x) > 0, r €S
(IV.3)
Sia Sy = {x € S : min(«a(z), B(x)) > 0}. In alcuni casi supponiamo inoltre che
q(z) > 0 per € G. Notiamo i seguenti casi particolari:

az)=1, f(z) =0, quindiu=0, z €5, [problema di Dirichlet]
a(x) =0, f(z) =1, quindi % =0, z€s8, [problema di Neumann].

Il problema (IV.1)-(IV.2) consiste nel trovare una funzione w(z) di classe
C%(G)NCY(G) che soddisfi 'equazione (IV.1) in G e la condizione (IV.2) sulla
frontiera S. Evidentemente, il problema (IV.1)-(IV.2) ha sempre la soluzione
nulla, e questa soluzione non ha alcun interesse. Percio il problema (IV.1)-
(IV.2) deve essere considerato come un problema agli autovalori per 'operatore

L = —div (pgrad ) + q.

Tutte le funzioni f di classe C%(G) N C'(G) che soddisfano la condizione al
contorno (IV.2) e la condizione Lf € Ly(G) costituiscono il dominio M,
dell’operatore L. Siccome lo spazio vettoriale D(G) di tutte le funzioni di
classe C° (@) di supporto compatto (cioe, che si annullano fuori di un compatto
contenuto in G) ¢ denso in Ly(G) ed € contenuto in My, My & denso in Ly(G).

In generale, il dominio M, di L non e abbastanza grande per trovare tutte
le autofunzioni. Per questa ragione bisogna estendere I'operatore L ad un
dominio abbastanza grande per contenere le autofunzioni.

1.2 Formule di Green

Seu e C*HG)NCYG) ev € CHG), ¢ valida la prima formula di Green:

ov Ou ou
/GvLudx:/ pz 820,8% /pva—ndS—f—/unvdx. (IV.4)

Per dimostrare la formula (IV.4) prendiamo una regione arbitraria G’ con
frontiera S’ una superficie regolare a tratti tale che G’ C G. Visto che u €
C?*(G), si ha anche u € C*(G’) e, di conseguenza,

/ v Ludr = / v [—div (pgrad u) + qu] dx

) "L Ov du
= —// d1v(pvgradu)dx+// p; a1, 0z, da:+// quu dzx.

94




Utilizzando il teorema della divergenza (di Gauss) si ottiene

Jv Ju du .,
/leudx:/ pZ 0z, 9t x—/S/ pv%ds —I—/Iquvdm,

dove S’ ¢ la frontiera di G'. Facendo tendere G’ a GG nell’'uguaglianza ottenuta
ed utilizzando il fatto che u,v € C'(G), concludiamo che il limite del secondo
membro esiste. Quindi esiste anche il limite del primo membro ed e valida
I'uguaglianza (IV.4). In tal caso lintegrale del primo membro della (IV.4)
deve essere considerato improprio. I limiti non dipendono della maniera in
cui G’ tende a G, poiche gli integrali nelle parte a destra della (IV.4) sono
assolutamente convergenti.

Se u,v € C?*(G) N CY(G), ¢ valida la seconda formula di Green:

/G(U Lu —wu Lv)dx = / (u% — vg—Z) ds. (IV.5)

Per dimostrare la formula (IV.5), scambiamo u e v nella (IV.4):

ou Ov ov
L = — — IV.
/Gu vdx /sz axlaxldz / uandS—l—/quud:B, (IV.6)

e sottraiamo l'uguaglianza ottenuta della (IV.6). Come risultato, si ottiene la

seconda formula di Green (IV.5).
In particolare per p(z) =1 e ¢(x) = 0, le formule (IV.4) e (IV.5) di Green
si trasformano nelle seguenti uguaglianze:

ou 811
A = — — IV.
/Gv udx /v / E 8%8331 (IV.7)

/G (vAu —uAv)de = / <Ug—z - u%) ds. (IV.8)

1.3 Proprieta dell’operatore L

L’operatore L e hermitiano:

(Lf7 g) = (.f7 Lg)a fag € ML' (Ivg)

Infatti, visto che f,g € My, si ha Lf € Ly(G) e Lg = Lg € Ly(G). In tal
caso la seconda formula di Green (IV.5), per u = f e v = g, assume la forma

th9) - (19 = [ @es-rtaie= [ (152 -ggh) as avao
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Inoltre, le funzioni f e g soddisfano le condizioni al contorno (IV.2):

(ozf—l—ﬂaf) =0, (o@—l—ﬁg—z)
s

an
Per l'ipotesi (IV.3), a(z) + G(z) > 0 per x € S. Percio per ogni z € S il
sistema omogeneo di equazioni algebriche lineari (IV.11) ha una soluzione non
nulla (a(z), f(x)) e quindi il suo determinante si annulla, cioe

/ _8f 0 of
g _
det % - ( %_ga_n)
on

=0. (IV.11)
S

= 0.
s

g

Tenendo conto dell'uguaglianza ottenuta, dalla formula (IV.10) otteniamo 1'u-
guaglianza (IV.9), la quale significa che I'operatore L ¢ hermitiano.

Sia f € My. Ponendo u = f e v = f nella prima formula di Green (IV.4)
e tenendo conto del fatto che f € Ly(G), si ottiene

0
(Lf,f):/Gp|gradf|2dx—/spf%d5+/gC]|f|2dx. (IV.12)

Dalla condizione al contorno (IV.2) segue che

o =51 @) >0 ses
f=0, B(x) =0, z €8S.

Sostituendo queste relazioni nell'uguaglianza (IV.12), si ottiene 1’espressione
per la forma quadratica

(Lf.f) = /G (plavad £ + qlf?) dz + /S pSIIPaS,  fe My (V.13

dove Sy & la parte di S per cui min(a(z), 3(x)) > 0. La forma quadratica
(Lf, f), f € My, e detta integrale d’energia.

In virth delle ipotesi (IV.3) piu l'ipotesi che ¢(z) > 0 per ogni z € G,
nel secondo membro della (IV.13), tutti e tre termini sono non negativi. Per
questa ragione eliminando il secondo ed il terzo termine e stimando per difetto
il primo termine, otteniamo la disuguaglianza

(Lf,f) > / plerad f* dx > min p(x) / grad f P de,
el zeG G

cioe

(Lf. f) = poll lerad f| |5, f€ My, (IV.14)
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dove py = min, & p(x); in virtu del fatto che la funzione p & continua e positiva
su G, si ha py > 0.

Dalla disuguaglianza (IV.14) segue che ['operatore L & positivo se g(z) > 0
per ogni = € G, cioe in tal caso

(Lf,f)=0,  feM,. (IV.15)

Prima bisogna estendere il dominio dell’operatore hermitiano L. Per quello
ci vuole una teoria sugli operatori lineari autoaggiunti non limitati su uno
spazio di Hilbert.

Sia H uno spazio di Hilbert complesso e sia T un operatore lineare con
dominio D(T) in H. Allora T  si dice chiuso se per ogni successione {z,}
in D(T') tale che ||z, —z[ — 0 e ||Tz, —y|| — 0 per opportuni z,y € H,
sihaz € D(T) e Tx =y. Allora T' ¢ un operatore chiuso se e solo se il
grafico G(T') = {(z,Tx) : x € D(T')} ¢ un insieme chiuso in H & H (con

norma [|(z,y)[| = v/ll=[I* + [ly[*).!

Teorema IV.1 [Teorema del grafico chiuso| Sia T un operatore
lineare chiuso definito su uno spazio di Hilbert H. Allora T ¢é limitato.

Ora definiamo gli operatori autoaggiunti. Siano H uno spazio di Hilbert
complesso e T" un operatore lineare con dominio D(T") denso in H. Allora
T si dice hermitiano [oppure simmetrico| se (T'z,y) = (z,Ty) per ogni
x,y € D(T). Per un operatore hermitiano 7', definiamo 'operatore T*
da

D(T™) ={y € H:3c=cly) > 0:[(T,y)] < c(y)|zll, = € DT)},
In tal caso Az € H : (Tz,y) = (z, z); Poniamo T™y = 2.

Un operatore lineare T si dice autoaggiunto se D(T') ¢ denso in H, T &
hermitiano e 7% = T. Quindi T" ¢ autoaggiunto se T ¢ hermitiano e il
suo dominio e denso e soddisfa

D(T)={y € H:3c=c(y) >0:[(T,y)| < c)llzl, = € D(T)}.

Per dimostrarlo, sia T chiuso e sia {(x,,Tz,)} una successione in G(T) tale che
l(xy, Txn)—(z,y)|| — 0 per qualche (z,y) € H®H. In tal caso ||x,—z| — 0e |[|[Tz,—y|| — 0
e, in virtu del fatto che T & chiuso, risultano € D(T) e Tz = y; quindi (z,y) € D(T). D’al-
tra parte, se G(T') & chiuso in H@® H, sia {x,} una successione in D(T) tale che ||z, —z| — 0
e | Tz, —y|| — 0 per opportuni z,y € H. In tal caso {(x,,Tx,)} ¢ una successione in G(T')
tale che |(zy,Tz,) — (z,y)|]| — 0. Siccome G(T') & chiuso, risulta (z,y) € G(T), e quindi
reDT)eTx=y.
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Si vede facilmente che un operatore autoaggiunto e chiuso. Infatti, sia
{z,,} una successione in D(T") tale che ||z, —z| — 0 e || Tz, —y|| — 0 per
opportuni x,y € H. Prendendo il limite se n — +oo nell’'uguaglianza
(Tz,2,) = (2,Tx,) valida per ogni z € D(T), risulta (T'z,z) = (z,y) e
quindi [(T'z, x)| < ||y||||z]| per ogni z € D(T'). Di conseguenza, = € D(T)
e Tx =y, cosi dimostrando il fatto che T & chiuso.

Ritorniamo adesso all’operatore di Sturm-Liouville L con dominio M.
Allora L ¢ hermitiano su Ly(G) con dominio denso in Lo(G). Sotto opportune
condizioni che non specificheremo,? esiste un’estenzione autoaggiunta unica L
dell’operatore L. Le autofunzioni del problema al contorno (IV.1)-(IV.2) si

cercano nel dominio D(L).

Ritorniamo adesso agli autovalori e autofunzioni dell’operatore L. Infatti
bisogna discutere gli autovalori e le autofunzioni dell’estensione autoaggiunta
L. In altre parole, essi dipendono dalle condizioni al contorno (IV.2), ma le
autofunzioni non potrebbero appartenere al dominio M, ma invece al dominio
dell’estensione autoaggiunta L.

Proposizione IV.2 Abbiamo le sequenti proprieta:

a) Tutti gli autovalori sono reali. Se q(x) > 0 per ogni x € G, gli autovalori
s0m0 non neqativi.

b) Le autofunzioni corrispondenti ad autovalori diversi sono ortogonali tra
loro.

c) Le autofunzioni possono essere scelte reali.

d) Sia q(x) > 0 per ogni x € G. Affinché A = 0 é necessario e sufficiente
che q(x) =0 ed a(z) = 0. In tal caso A =0 é un autovalore semplice e
l’autofunzione é costante.

Dimostrazione. ~ Per dimostrare la parte (a), sia f € D(L) tale che Lf =
Moe f#0. Allora (A — N)||fll2 = (Lf, f) — (f,Lf) =0, e quindi A = X &
reale. Inoltre, se ¢(x) > 0 per ogni x € S, dalla (IV.13) segue che (Lf, f) > 0.

Per dimostrare la parte (b), consideriamo f,g € D(L) non banali tali
che Lf = \f e Lg = pg; in tal caso A\, u € R. Si controlla facilmente che
(A =w)(f,9) = (Lf,9) — (f,Lg) = 0 e quindi A = p oppure (f,g) = 0.

Per dimostrare la parte (c), se f & un’autofunzione, il fatto che il corri-
spondente autovalore ¢ reale implica che anche f ¢ una autofunzione. Siccome

2Certamente per o, 3 > 0 costanti con a + 3 > 0 e S regolare.
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le parti reale ed immaginaria della f non si possono ambedue annullare quasi
ovunque, almeno una di loro & un’autofunzione reale.

Infine, per dimostrare la parte (d), sia A = 0 un autovalore con correspon-
dente autofunzione f, mentre g(x) > 0 per ogni x € G. Allora dalla (IV.13)
segue p|grad f|*> = 0 e quindi [p(z) > 0 sempre] f ¢ costante e qf = 0.3 Se f
fosse non nulla, ne seguirebbe g(x) = 0 per ogni z € G e a(r) = 0 per ogni
x € 5. Quindia=0eq=0. O

2 Problema di Sturm-Liouville

Nel caso unidimensionale (n = 1, G = (0,£), S = {0,¢}) il problema al
contorno (IV.1)-(IV.2) ¢ detto problema di Sturm-Liouville. Ha la forma

Lu=—(pu') + qu = \u, 0<x<d, (IV.16)

dove hq, ho, Hi, Hs sono costanti non negative tali che hy+hy > 0e H+H, > 0.
Assumiano che p € C1[0,/], p(z) > 0 per ogni = € [0,/], e ¢ € C[0, /] & reale.
Come dominio dell’operatore L prendiamo

u” € L2(07€)
M =< ueC*0,0)NC0,4 : hiu(0) — hyu!/(0) =0
H1U(€> + HQUI(€> =0

Se hy = Hy = 0 (cioe u(0) = u(¢) = 0), abbiamo le condizioni di Dirichlet.
Se hy = Hy = 0 (cioe ¢/(0) = u/(£)), stiamo parlando delle condizioni di
Neumann. Gli altri casi si dicono condiziont miste oppure condizioni di Robin.

L’operatore L & hermitiano, cioe (Lf,g) = (f,Lg) per ogni f,g € M.
Inoltre esiste un’unica estensione autoaggiunta L di L. Le autofunzioni del
problema di Sturm-Liouville si cercano nel dominio di L (e non necessariamente
in ML)

L’espressione (IV.13) per l'integrale d’energia assume la seguente forma:

(Lf.f) = / (WIfP +alfP) dx+—p( JI£(0)? +—p< JHOP,  feM,,

dove gli ultimi termini del secondo membro si annullano per hy = 0 o per
H, = 0, rispettivamente. Se g(x) > 0 per ogni x € [0, /], I'integrale d’energia
(Lf, f) € non negativo per ogni f € M. In particolare, se ¢(z) > 0 per x €
[0, 4], A =0 ¢ autovalore del problema (IV.16)-(IV.17) e f ¢ la corrispondente
autofunzione, si ottiene f’ = 0,4 e quindi f & costante; affinche la funzione f
sia non banale, ci vogliono le condizioni di Neumann u/'(0) = v/(¢) = 0.

3Questo ne segue se f € M.
4Tra poco dimostreremo che I'autofunzione f € My, invece di f € D(L).
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2.1 Funzione di Green

Supponiamo che A = 0 non sia un autovalore dell’operatore L. Consideriamo
il problema al contorno

Lu=—(pu) +qu= f(z), 0<az<{, (IV.18)
hiu(0) — heu/(0) = 0, Hyu(0) + Hyu'(¢) = 0, (IV.19)

dove f € C[0,¢] N Ly(0, ). Dato che A = 0 non ¢ autovalore dell’operatore L,

la soluzione del problema al contorno (IV.18)-(IV.19) nella classe M, (e anche

nella classe D(L)) ¢ unica. Costruiamo la soluzione di questo problema.
Siano v; e vy soluzioni non nulle (reali) dell’equazione omogenea Lv = 0

che soddisfano le condizioni
hlvl(O) — hg’Ui(O) = 0, Hl’l)g(g) + HQ’U;(K) = 0. (IVQO)

Dalla teoria delle equazioni differenziali lineari ordinarie segue che queste so-
luzioni esistono ed appartengono alla classe C?[0,¢]. Le soluzioni lineari v,
e vy sono linearmente indipendenti. Infatti, in caso contrario vi(x) = cvy(x)
per qualche 0 # ¢ € R e, di conseguenza, in base alla (IV.20) la soluzio-
ne vy soddisfa anche la seconda condizione al contorno (IV.19). Cio significa
che v; € un’autofunzione dell’operatore L corrispondente all’autovalore A = 0,
contrariamente all’ipotesi; inoltre segue che in tal caso v; € M. Percio il
determinante Wronskiano vale

1(z) 02@)} £ 0, r € [0,4).

vi(z) vy(x)

Siccome (pw)'(x) = 0, risulta I'identita

p(z)w(z) = p(0)w(0), z € [0,7]. (IV.21)

w(z) = det [

Cercheremo la soluzione del problema (IV.18)-(IV.19) per mezzo del meto-
do della variazione delle costanti,

u(z) = cr(x)v1(x) + ca(x)ve (). (IV.22)

Allora ¢ (z) e ¢y(x) soddisfano il sistema lineare

B T v

con determinante w(x) # 0. Risolvendo questo sistema ed utilizzando 'iden-
tita (IV.21), si ottiene

/ _ (x) = — (
c(x) = 2(0)w(0) 5(z) P0)w(0) (IV.24)



Per soddisfare le condizioni al contorno (IV.19), osserviamo che esistono
due costanti d’integrazione c; e ¢y tali che

w(z) =101 (z) +cava (@ () /f sy dy— (z) /f wi(y

Calcolando la derivata si trova

/ T ¥/
(2) = 10} (z) + eyv)(a) M / £ (9)valy) dy

Tenendo conto dalle condizioni (IV.20), otteniamo

0 = hyu(0) — hot/(0) = ¢2 [hv2(0) — hev)(0)];
0 = Hyu(l) + Hy'(€) = ¢y [Hyv (£) + Hov', (0)]

e quindi, in virtu del fatto che le espressioni tra parentesi quadrate non si
annullano, troviamo ¢; = ¢y = 0. In altre parole,

/ G(z,y)f(y)dy, (IV.25)

dove

g($7y> ==

1 {U1<I>U2<y)7 O<z<y=<i (IV.26)

p(0)w(0) |va(z)vi(y), 0<y <z <L

La funzione G(z,y) ¢ detta funzione di Green del problema al contorno (IV.18)-
(IV.19) o dell’operatore L. Questo nucleo & reale, simmetrico e continuo.
Inoltre, vale I'uguaglianza

IGy+0,y) 9Gy—0,9)  wly) 1
s B — =~ 0e® ~ s " € (0,0). (IV.27)

Consideriamo l'operatore integrale G su Ly (0, £) con nucleo G(x,y). Allora
questo nucleo e reale, simmetrico e continuo. Dunque G € un operatore lineare
autoaggiunto sullo spazio di Hilbert Lo(0, /). Siccome u = G f appartiene ad
M per ogni f € C(0,0) N Ly(0,£), il dominio M, & strettamente contenuto
nell'immagine dell’operatore integrale G. Ne segue facilmente che I'immagi-
ne di G (cioe, {Gf : f € Ly(0,¢}) coincide con il dominio dell’estensione
autoaggiunta L di L, Infatti, L = G~
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Nel caso in cui A = 0 ¢ autovalore del problema (IV.18)-(IV.19), bisogna
scegliere qualche p € R che non ¢ autovalore, e riscrivere (IV.18)-(IV.19) nella
forma equivalente

(L—plu=—(pu) + (¢ — p)u = f(z) — pu(z), 0<z</{ (IV.28)
hiu(0) — heu/(0) = 0, Hyu(l) + Hyu'(¢) = 0. (IV.29)

Partendo dalle due soluzioni v; e vy dell’equazione omogenea (L — p)u = 0
che soddisfano le condizioni (IV.20) e quindi sono linearmente indipendenti,
arriviamo ad una funzione di Green G(z,y; ) ed un operatore integrale G(u)
dipendente di p tali che

u=G(u)[f — pu].

Quest’ultima si puo scrivere nella forma dell’equazione integrale di Fredholm

4 4
U(l‘)+u/0 G(x, y; p)u(y) dy:/o Gz, y; ) f(y)dy,  0<z<{ (IV.30)

Il dominio dell’estensione autoaggiunta L di L [o di L — pl] coincide con
I'immagine dell’operatore integrale G(u).

Esempio IV.3 Consideriamo il problema di Sturm-Liouville
—u" = f(x), hiu(0) — heu'(0) = 0, Hyu(0) + Hyu'(€) = 0.

Le soluzioni v; e vy dell’equazione omogenea —u” = 0 che soddisfano le
condizioni (IV.20), hanno la forma (tranne un fattore costante)

v1(7) = hiw + h, vo(x) = Hil + Hy — Hy,

e quindi w(x) = —hy(H¢ + Hy) — hoH; si annulla se e solo se hy = H; =0
(cioe, condizioni di Neumann in ambedue gli estremi). Se hy + H; > 0, si trova
per la funzione di Green

1

hz+ h)[y( —y) + Ha), 0<w<y<L,
hl(H1£+]fI2)+h2H1[ 1 2] [ v) 2] ST<Y=s

G(v,y)=

Hy (6 — Hy|lh hyl, 0<y<uz<L{.
(ol + Hy) + gy - @)+ Hllluy +ha], 0<y<a<

Per trovare gli autovalori, cerchiamo le soluzioni vy (z, A) e vo(z, A) dell’e-
quazione omogenea —u” = Au che soddisfano le condizioni (IV.20), mentre
A > 0. Otteniamo

v1(z, \) = haV'X cos(zVA) + Ry sin(zvV/A);
va(x,A) = HyV/A cos((¢ — z)VA) + Hysin((£ — 2)V/N),
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e quindi
w(z) = v1(0, )y (0, A) — v1(0, \)ve(0, \)
=V [(hoHo\ — hyHy) sin(0VA) — (hoHy + hiHy) VA cos(EVN)| .

Un numero A > 0 & autovalore se e solo se w(x) = 0. Sotto le condizioni di
Dirichlet (hy = Hy = 0) e sotto quelle di Neumann (hy = H; = 0) segue

sin(£vV/\) = 0.

Quindi gli autovalori e le autofunzioni sono

n=1223---, Uy (x) = sin <@> ,  [Dirichlet]
na 2 14
W= (7))
n=0,1,2,---, un(x) = cos (?) . [Neumann|]

Sotto le altre condizioni (cioe, se hoHy + hiHy > 0), A = 0 non ¢ mai auto-
valore e A > 0 e autovalore se e solo se ¢ una radice positiva dell’equazione

transcedente®
hoHo\ — hiH;

(heHy + h1H2)\/X.

C’¢ un numero infinito di tali radici (infatti, una successione crescente A, che
tende a +00) ed ogni radice corrispondente all’autofunzione

Un (2, X) = hav/An cos(z/An) + hysin(z/A,).

Le radici /A, si trovano piu facilmente nel modo grafico. Non ci sono autova-
lori fuori dell’intervallo [0, +00).

cotg ((VN) =

2.2 Riduzione ad un’equazione integrale

Facciamo vedere che il problema di Sturm-Liouville puo essere ridotto ad
un’equazione integrale di Fredholm con nucleo reale, simmetrico e continuo

G(x,y).

Teorema IV.4 [ problema al contorno

Lu=Xu+f, weD(), feC0,6)nLy0,0), (IV.31)

5Ponendo x = \/X, o = hoHi+ h1Hy > 0, ﬂ:hQHQ > Oe’}/:thl >0 COHﬂ+7> 0,
si vede subito che i grafici di (ax)/(B2% — ) e tg (fx) hanno un numero infinito di punti di
intersezione x > 0.
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con la condizione che A = 0 non sia un autovalore dell’operatore L é equivalente
all’equazione integrale

¥) YA
u(z) = A / G(z, y)uly) dy + / Gl f(y)dy,  we Ly(0.0), (IV.32)

dove G(x,y) € la funzione di Green dell’operatore L. Inoltre, le soluzioni u dei
problemi equivalenti (IV.31) e (IV.32) appartengono ad M.

Dimostrazione.  Se u(x) € una soluzione del problema al contorno (IV.31),
allora

u(z) = (G + f])(x) = / Gla.y)huly) + fW)dy,  0<z <L,

cioe u(x) soddisfa I’equazione integrale (IV.32).

Inversamente, supponiamo che la funzione uy € Ly (0, ¢) soddisfi 'equazione
integrale (IV.32). Se G denota l'operatore integrale con nucleo G(z,y), allora
ug = G(Mug + f) € D(L) e Lug = Aug + f. Dall’uguaglianza

l T
01 (2) / va(y) Peaoly) + £()] dy+va(x) / o1 (9) o) + F(u)] dy

p(0)w(0)

segue che uy € C10, 4], poiche le funzioni sotto il segno degli integrali apparten-
gono ad L;(0,¢). In tal caso segue dall’equazione precedente che ug € C*[0, /]
con derivata

up(z) = —

l T
IEAE / valy) o) + F(y)] dy+v(x) / o1 (9) o) + F(u)] dy
to(w) == P(0)w(0) |

Da quell’ultima equazione segue che uy € C?[0, ¢]. Inoltre, dalla (IV.20) segue
che up(x) soddisfa le condizioni al contorno (IV.17). Dunque ug € M. Di
conseguenza, Lug = Lug = Aug + f. O

Applicando il teorema precedente al caso f = 0, concludiamo che ogni
autofunzione dell’operatore L (in principio appartenente a D(L)) appartiene ad
M. Inoltre, tutte le autofunzioni appartengono a C10, ¢]. Quindi il problema
al contorno per f = 0 (ciog, il problema agli autovalori) & equivalente a quello

agli autovalori dell’equazione integrale omogenea

u() = A / G(z, y)u(y) dy (IV.33)
10
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in C[0, ] oppure in Ly(0,¢), a condizione che A = 0 non sia autovalore dell’o-
peratore L.

Eliminiamo ora l'ipotesi che A = 0 non sia un autovalore dell’operatore L.
Per farlo, sia pg € R un numero che non e un autovalore. Allora 4 = 0 non &
un autovalore del problema di Sturm-Liouville

Liu=—(pu') + (¢ — po)u = pu, (IV.34)

hiu(0) — hot!/(0) =0, Hyu(l) + Hou!(£) = 0. (IV.35)

Ma My = My, e D(L) = D(Ly). Quindi il problema di Sturm-Liouville
(IV.16)-(IV.17) ¢ equivalente all’equazione integrale

¢
u(z) = (A — ,uo)/o Gi(z,y)u(y) dy, (IV.36)

dove G (z,y) ¢ la funzione di Green dell’operatore Lj.

2.3 Proprieta degli autovalori e delle autofunzioni

Abbiamo dunque stabilito I’equivalenza tra il problema di Sturm-Liouvville
omogeneo ed il problema agli autovalori per I'equazione integrale omogenea
(IV.36) con nucleo integrale G, (z,y) reale, simmetrico e continuo. Gli autova-
lori A del problema (IV.16)-(IV.17) sono collegati ai numeri caratteristici del
nucleo Gi(x,y) con la relazione p = A — 9, mentre le corrispondenti autofun-
zioni coincidono. Quindi, per il problema di Sturm-Liouville sono validi tutti
gli enunciati della teoria delle equazioni integrali con nucleo continuo, reale e
simmetrico. In particolare® [insieme degli autovalori {\.} di questo problema
non € vuoto e non ha punti di accumulazione finiti; gli autovalori sono reali e
sono anche di moltiplicita finita; le autofunzioni possono essere scelte reali ed
ortonormali ed appartengono a C?[0, /).
Il problema di Sturm-Liouville ha alcune proprieta specifiche.

1) Gli autovalori appartengono all’intervallo [Gumin,00) dove ¢uin= min g(z).

z€0,/]
Infatti, per f € My si ha

l
(L. f) = / (L2 + alf?) do + o) £(0) + %Wﬂf@)ﬁ

ho
> qmianH%a

6Sfruttiamo il fatto che il corrispondente operatore integrale K ¢ compatto e autoaggiunto
su L*(G). Cid si deve alla stima [, [, |G1(x,y)]* dz dy < +oc.
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dove gli ultimi termini del secondo membro si annullano per hy = 0 o
per Hy, = 0, rispettivamente. Quindi, se A ¢ un autovalore di L con
corrispondente autofunzione u, allora u € My e Aulz = (Lu,u) >
Qmin||v]|3, e dunque A > quin.

2) L’insieme degli autovalori ¢ infinito numerabile. Infatti, se quest’insieme

fosse finito, {\1, -, Ax}, il nucleo Gi(x,y) sarebbe degenere:
-~ 21(0)pn(y)
Gi(r,y) =y TP (IV.37)
— Ak o
dove @1, - - - , @ sono i corrispondenti autofunzioni ortonormalizzate. Sic-

come ¢, € C?[0, ], risulterebbe una contraddizione con la (IV.27):

0G1(y +0,y)  9G:1(y — 0,y)
ox ox

=0, y € (0,0).

3) Ogni autovalore é semplice. Sia Ag un autovalore. Allora la corrispon-
dente autofunzione u sofddisfa Lu = Agu e le due condizioni al con-
torno (IV.20) [per v; = vy = u|. Ciascuna di queste condizioni defi-
nisce uno sottospazio di Ls(0,¢) di dimensione 1. Quindi I"autospazio
corrispondente all’autovalore \y € unidimensionale.

Le condizioni al contorno (IV.17) si dicono separate, poiche riguardano i
valori e le derivate della w in estremi diversi dell’intervallo (0, ¢). Piu general-
mente, per u,v € C?[0, (] risulta dopo due integrazioni per parti:

(Lu,v) — (u, Lv) = [p (ud’ — u'D)]},.

La parte a destra si annulla se u, v soddisfano le condizioni separate (IV.17).
Purtroppo si annullano anche se consideriamo le condizioni non separate

Vp(0)u(0) = £/p(l)u(l),  /p(0)u'(0) = £/p(€) u'(£),

per la u e per la v, dove bisogna scegliere il segno + due volte oppure il segno
meno due volte. In tal caso si puo introdurre il dominio M, ed estenderlo
ad un dominio su cui 'operatore differenziale L ¢ autoaggiunto. Per esempio,
consideriamo il problema di Sturm-Liouville con condizioni periodiche

—u" = Mu, u(0) = u(l), u'(0) = u'(0).

In tal caso gli autovalori e le autofunzioni sono:

omr 2
Ap = 7 ) n=0,1,2---

2 2
ug = 1, un(x):clcos< ngr:c) +cgsin( ngrx)’ n=123,---
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Tranne per 'autovalore \y = 0, tutti gli autospazi hanno la dimensione 2.
D’altra parte, per il problema di Sturm-Liouville con condizioni antiperiodiche

—u" = \u, u(0) = —u(?), u'(0) = —u'(0),

gli autovalori e le autofunzioni sono:

2n — 1)\
/\n:(%), n=123,---

un () = ¢ cos (M) + ¢y 8in (W), n=123---.

In questo caso tutti gli autospazi hanno la dimensione 2.

Siano (A,,)5%, gli autovalori della L e (¢,,)2, le corrispondenti autofunzioni
ortonormalizzate. Siccome il problema agli autovalori & equivalente a quello per
un’equazione integrale con nucleo continuo reale e simmetrico, il sistema delle
autofunzioni & completo in Ly(0,¢). In altre parole, ogni funzione f € L4(0, /)
puo essere sviluppata in una serie

f= Z fs 1) er, (IV.38)
k=1

dove

2

N
)= > (fren)en(x)| de=0.
k=1

£ =" [(foen)l,  lim
k=1

N—+00

Esempio IV.5 Consideriamo il problema di Sturm-Liouville con condizioni
periodiche
—u" = M, u(0) = u(l), u'(0) = o/ (0).

Allora gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni ortonormalizzate sono:

onm >
(z) 1 ‘() 2\ /2 2nmx S () 2\ /2 ) 2nmx
r)=— z)=1 - COoS r)=\ - Sin
®o \/Z’ Pn /¢ /¢ y Pn / / )
dove n =1,2,3,---. Per f € Ly(0, /) risulta la serie di Fourier

_ag > 2nmx . [ 2nmx
f(z) = 2—1—;(@”(:08( / )—i—bnsm( 7 )),
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dove

¢
ay = %/0 f(z)dz,

¢ ¢
ap = %/0 f(z) cos <2ngrx> dx, b, = %/0 f(z)sin (Qngrx) dz.

3 Problemi di Sturm-Liouville singolari

Finora ci siamo limitati ai problemi di Sturm-Liouville detti regolari. Cio vuol
dire che '’equazione differenziale ha la forma

Lu=—(pu) + qu = \u, 0<x<{, (IV.39)

dove p € C10,1] & strettamente positiva (anche agli estremi dell’intervallo
[0,1]) e ¢ € C[0,l] & una funzione reale. Nelle applicazioni appaiono, pur-
troppo, problemi di Sturm-Liouville in cui la funzione p ¢ positiva all’interno
dell'intervallo (0,7) e si annulla ad uno (o ambedue) degli estremi. Esistono
anche applicazioni importanti in cui 'intervallo e illimitato. Tali problemi di
Sturm-Liouville si dicono singolari.

La teoria dei problemi di Sturm-Liouville singolari ¢ stata principalmente
sviluppata da Weyl (1908). L’esistenza di uno zero della p all’estremo x = 0
implica 'impossibilita di convertire 1’equazione differenziale in un’equazione
della forma y” + ... = 0 con condizioni iniziali di tipo y(0) = yo e 3'(0) =
y1. Cio compromette in modo serio la costruzione della funzione di Green
e la conversione del problema di Sturm-Liouville in un’equazione integrale
con nucleo hermitiano. Un’altra difficolta e la descrizione delle condizioni al
contorno che conducono ad un operatore autoaggiunto e quindi ad una teoria
spettrale. La terza difficolta consiste nella possibilita dell’esistenza di spettro
continuo. Cio capita in particolare per ’equazione di Schrodinger radiale con
potenziale che tende a zero se |x| — oo, per cui RT ¢ lo spettro continuo
dell’operatore di Sturm-Liouville. Tutto quanto vuol dire che non c¢’e alcuna
speranza di una teoria generale. Invece bisogna trattare le applicazioni in modo
ad hoc.

Esempio IV.6 Sia v > 0. Consideriamo il problema al contorno

2

Lau=—(zu) + Y= Azu, 0<z<l, (IV.40)
T
u@) =0(2"), -0  au(l)+pud(1)=0, (IV.41)
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dove v = min(r,1), « > 0, 8 > 0, « + > 0. Sia M, l'insieme di tutte le
funzioni u € C?((0,1]) N L?((0,1); z dx) che soddisfano alle condizioni al con-
torno (IV.41) e la condizione x'/2L,u € L?(0,1). Quest’insieme ¢ denso nello
spazio di Hilbert L?((0,1);z dz) in cui verra studiato il problema al contorno.

Dimostriamo ora che 'operatore L, e positivo. Infatti, nel prodotto scalare

di L?(0,1) si ha per u € My,

1 |u|2

1
(Lyu,u) = —/ (zu')wdx + V2/ dx
0 o 7T

1 e
:/ w|u'|* do — [xu’ﬂ]i:o—l—l/z/ — dx
0 o T

' "2 o [ ul? a 2

:/ z|u'|*dx + v / —dx + =|u(1)]* > 0.
0 o 7T g
Di conseguenza, tutti gli autovalori dell’operatore L, sono non negativi. Affin-
che A\ = 0 sia autovalore dell’operatore L,, ¢ necessario e sufficiente che v =0
ed a = 0 [condizione di Neumann all’estremo z = 1]; a quest’autovalore corri-
sponde 'autofunzione costante. Gli autovalori sono anche semplici. Discutia-
mo ora il caso A > 0. In tal caso le uniche soluzioni della (IV.40) limitate per
2 — 0% sono i multipli della funzione J,(zv/A). Una tale soluzione soddisfa la
condizione (IV.41) se e solo se

ad, (V) + BYX T, (V) =0,

cioe, se e solo se p = /A ¢ una radice dell'equazione (II1.25). Enumerando

questi zeri da 0 < u§”) < ,ugu) < -+, otteniamo gli autovalori (soltanto quelli
diversi da 0) ASJ) = [Nx(:)]z e le corrispondenti autofunzioni J,,(,ul(:)x) (k =

1,2,--+). Per v = a = 0 si aggiunga I’autovalore )\éo) = (0 con la corrispondente
autofunzione costante.

Per v = 0 le funzioni vy (z) = 1 e vy(x) = 8 — alog(x) soddisfano all’equa-
zione (IV.40) e, rispettativamente, alla prima e alla seconda condizione (IV.41).

Quindi le soluzioni dell’equazione differenziale Loyu = —(zu') = 2 f(x) hanno
la forma

u(@) = er(z)vi(x) + ea(w)va(2), (IV.42)
dove

G ) (i) = () v
Sia a > 0 (cioe, escludiamo la condizione di Neumann in = 1). Dunque
¢ () = llog(z) — fJaf(z) e ¢h(w) = af()/a. Quindi
ci(z) =1+ /Oz [log(y) - g} vy, erla) = -~ /: yf(y)dy.

«
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Siccome

u(zr) = (—0402 + /1 yf(y) dy) log(x) + ¢1 + Bes

0

[ o)~ Dty =2 [ ust)dy—(osa) [ st an

0

si ha ¢y = éfl yf(y)dy, e dunque

ate) =evt [ [toet = 2| urtu)dy — oste) - 2] [ urtw)an

La seconda condizione

0=utt)+ 2wy =it [ Jiogts) ~ ] urtwy ay

ci da la costante c¢;. Infine

u(z) = / G, y)f () ydy. (IV.44)

dove la funzione di Green
B
G(z,y) = o log max(z,y) > 0.

Quindi il problema (IV.40)-(IV.41) ¢ equivalente all’equazione integrale

ulz) — A / G(x,y)uly) ydy = / G(w,y)f(y) ydy.

da risolvere nello spazio di Hilbert L?((0,1); z dx).
Esempio IV.7 Consideriamo ora il problema al contorno

Lu = —u" + piPu = u, r € R, (IV.45)
su un intervallo illimitato, dove p > 0. Sia M I'insieme di tutte le funzioni
u € L*(R) tali che la sua derivata seconda (distribuzionale) v” € L*(R). Allora
vi(z) = e e vy(x) = e soddisfano all’equazione v} 4 p?v; = 0 per j = 1,2.
Le soluzioni dell’equazione Lu = —u” + p?u = f hanno tutte la forma

u(x) = cr(x)v1(x) + co(x)va (),
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dove
(it ) () = (o)
Quindi d)(z) = —e " f(x)/2p e dy(x) = e"® f(x)/2u. Di conseguenza,
c(r) =a+ % /:0 eMfydy, o(r)=c+ % /—; e f(y) dy.
Dunque

u(x) = 1" 4 coe ™M +

1 [ 1 [
o | e o [ ey
x HJ -

24
(IV.46)
Affinche u € L*(R), ci vuole ¢; = ¢3 = 0. Quindi
T [~ _. _
u(z) = ﬂ/ e MYl £ () dy. (IV.47)

Si osservi che G(z,y) = e ##=¥ /2; prende il posto della funzione di Green.

Esempio IV.8 Consideriamo ora il problema al contorno

Lu = —u" + p*u = \u, r € RT,
u(0) =0, Dirichlet, (IV.48)
u'(0) =0, Neumann,

(cosa)u(0) — (sina)u/(0) = 0, Condizione miste,
su un intervallo illimitato, dove u > 0 e a € [0,3]. Sia My l'insieme di
tutte le funzioni v € L2?(R) tali che la sua derivata seconda’ u” € L*(R*)
e (cosa)u(0) = (sina)u/(0). Seguendo il metodo dell’esempio precedente
troviamo al posto della (IV.46)

1 [~ 1 [*
w(z) = cre + coe M 4 — eu(m—y)f(y) dy + — e—u(m—y)f(y) dy.
20y 2p Jo
(IV.49)
Affinche u € L?(R"), ci vuole ¢; = 0. Quindi
- I
u@:mW+7/eM”ﬂwm (IV.50)
H Jo

7Si intende la derivata seconda distribuzionale.
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Ora sostituiamo la condizione al contorno in x = 0. Il risultato finale &

; o0 1 o0
. e el £ (y) dy — 3 . e @Y £ (1)) dy, Dirichlet,
1 o0 1 [~
L[ Cereipgyay+ — [ e fy)dy,  Neamann,
21M 0o 21 Jo .
o | e @ dy + Fa) [T e sy dy, wisee
\ 2t Jo 0
(IV.51)
dove .
L Sin @ — €os o
F = )
(1, 0) 2u[psin a + cos @
Quindi
e_ﬂ|$_y| + QIU/F ,LL, o e—u(z-I—y)
G(z.y) = )
i
[ sin o COS (v

gNeumann (x7 y) + gDirichlet (‘CC, y)

psina 4 cos o fsin o + cos o

prende il posto della funzione di Green.
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Capitolo V
PROBLEMI AL CONTORNO

In questo capitolo risolviamo alcuni problemi al contorno per un’equazione
differenziale alle derivate parziale, dove il dominio ci permette di eseguire una
separazione delle variabili.

1 Equazione di Laplace

1.1 Equazione di Laplace nel disco
Consideriamo 1’equazione di Laplace

Au=0 (V.1)
nel disco G = {(x,y) € R?: /22 + y? < L} sotto la condizione al contorno

u = f sul bordo 0G. (V.2)

Assumiamo che f sia continua sul cerchio 9G, e cerchiamo una soluzione u €
C?*(G) N CY(@G). In coordinate polari I'equazione di Laplace ha la forma

12 @ +l@—0
r Or Tar r2 062

dove 0 < 0 < 27 (con periodicita) e 0 < r < L con continuita della solu-
zione per r — 0. La separazione delle variabili conduce alle soluzioni wug(r),

U (1) cosmb e uy, (1) sinmb, dove m = 0,1,2,... e la funzione u,,(r) soddisfa
I’equazione differenziale ordinaria
1d du,, m?
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L’equazione (V.3) & un’equazione di Eulero [r?u (r) +rul,(r) — m*u,,(r) = 0]
con la soluzione generale

¢ +cln(r), m=0
U (1) =
ar4+cr ™ m=12...,

dove ¢; e ¢y sono costanti arbitrarie. La continuita se r — 0" conduce ad una
soluzione costante se m = 0 e una proporzionale a ™ se m = 1,2, .... Quindi
la soluzione generale ha la forma

u(r,0) = % + ; r" (a, cosn@ + by, sinnfh) , (V.4)
dove ag, ay, by, as, bs, ... sono opportune costanti.

Sostituiamo 7 = L in (V.4) e applichiamo la condizione al contorno u(L, @)
= f(#). Risulta

Qo > n .
f(0) = 5 1 Z L" (a,, cosnf + b, sinnb) . (V.5)

n=1

Applicando la teoria delle serie di Fourier abbiamo for n =1,2,...

=2 " fo)do

™

a,L" = l/ f(0) cosnd db, b, L" = l/ f(0)sinnd do,
T ), ),

dove la serie (V.5) & uniformente convergente in § € [—7, 7| (e anche totalmente
convergente) se f(#) & continua (con f(—m) = f(m)) e regolare a tratti.

Sostituiamo ora le espressioni per i coefficienti di Fourier nell’espressione
per la u(r, 0). Risulta

u(r,Q)z%/_i(

(%) " [COS né cos nd + sin nd sin né] ) f(é) do

:%/_7r %+ <%)ncosn(9—é)] £(6)do
LA Gy o
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i(0—6) " —i(0—6)
1 (™1 ¢ A
S / Sl L L (6)dé
L ) 1 O-0)_ ] _ o—il0 9)Z

L (g i
g/”12£cos(6’L6’A)+<£> ne
L L
1 [7 |L? —r?| A
T on _x L2 —2rLcos(6 — ) +r2f
il cosiddetto integrale di Poisson. Osserviamo che il nucleo di Poisson
L2~
L2 —2rLcos(0 — ) + 12

e simmetrico in r e L e simmetrico in # e 0. Inoltre, e strettamente positivo;
le sue uniche singolarita si trovano sulla circonferenza r = L per § = 6.
Discutiamo adesso le proprieta delle funzioni u(r, 8).

Proposizione V.1 Sia f € L?(—7, 7). Allora uw € L*(G). Inoltre,
1 s
lim —/ F(0) — u(r, 0) df = 0. (V.6)
r—L— T —r
Dimostrazione.  Applicando 'uguaglianza di Parseval alla (V.5) si ha

[ iwpa ="t ZLQ" anf? o [a[?) < 0.

T™J-n

Quindi

—Hu||L2 / / rlu(r, 0)1* d6 dr

LQ‘CLO |2 co L2n+2

4 — 2n+2(

’anP + ‘bn‘z)

1 L2

L2 |a’0’ n
<5 [ S 4 )| = 25 e

In altre parole, u € L*(G).
Per dimostrare la (V.6), si calcoli

%/_w 1£(0) = u(r,0)] d = " (L" —1™)? (lan]* + [ba]?) .

implicando la (V.6). O
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1.2 Equazione di Laplace nella sfera

Consideriamo ’equazione di Laplace
Au=0 (V.7)
nella sfera G = {(z,y,2) € R® : /2?2 +y? + 22 < L} sotto la condizione al

contorno

u = f sul bordo. (V.8)

Assumiamo che f sia continua sul cerchio G, e cerchiamo una soluzione u €
C?*(G) N CY(@G). In coordinate sferiche 'equazione di Laplace ha la forma

10 8u n 1 1 0% n 1 0 ou 0

- — sin =

2or \' or r2 [sin o 002 ' sing dp SO@gO ’
dove 0 < ¢ <7, 0 <6 < 27 (con periodicita) e 0 < r < L con continuita della
soluzione per r — 01. La separazione delle variabili conduce alle soluzioni

r'Y™(6, 9),

dove Y;"(6, ) sono le funzioni sferiche (I = 0,1,2,... e m = —I,...,[). Tali
funzioni hanno la forma

P™(cos p)(sen )™ cos(mb), m=0,1,--- 1
Yw%):{l< ?)(sen )™ cos(mb)

P (cos @) (sen @)™ sen (|m]0), m = —1,-2,---  —I,

dove [ = 0,1,2,---. La completezza di un sistema ortogonale di funzioni
sferiche {Y;™} significa che ogni funzione f appartenente a Ly(S?) puo essere
sviluppata in serie di Fourier di queste funzioni:

00 l
S
=0 m=-1

m)

convergente in L?(S?). T coefficienti al sono calcolati mediante la formula

my_ 2041 (I—|m|)! // (0 dod
Q 271+ d0m) L+ m]) J(0,0)Y™ (0, p)sen @ db d,

poiche le funzioni sferiche {Y;™} formano un sistema ortogonale e completo in
L?(S?), ed inoltre

2041 1 —|m|)!"

In tal caso, la soluzione u(r, 6, ) del problema al contorno (V.7)-(V.8) ha la
seguente forma

1Y 7252y = 270

u(r, 0, @) = ZZCL <> (0, ).



1.3 Equazione di Laplace nel cilindro

Consideriamo ’equazione di Laplace
Au =10 (V.9)

nel cilindro G = {(z,y,2) € R* : /2?2 +y?> < L, 0 < z < h} sotto la

condizione al contorno
u = f sul bordo 0G del cilindro.

Assumiamo che f sia continua sul bordo 0G del cilindro e cerchiamo una
soluzione u € C%(G) N C'(G) del problema al contorno. Tale soluzione &
unica (perche?). Suddividendo AG nei tre insiemi 97, = {(z,y,2) € R? :
Vri+yt =1L 0<z<h} 0 ={(r,y,2) e R®: /a2 +y2 < L, z =0}
e Oy = {(r,y,2) € R®: \/a2 +y? < L, z = h}, scriviamo f come la somma
fr + fo + fn di tre funzioni con supporto in Jd;, Jy e 0Oy, rispettivamente.
Le corrispondenti soluzioni wuy, ug e uy, dell’equazione di Laplace (V.9) con
condizione al contorno uy, = fr, up = fo e up, = fr su OG soddisfano

u; + ug + up = u,

grazie alla linearita del problema al contorno.

o}
R
N

-

&

Figura V.1: Suddivisione del cilindro in 0y, J), € ..

Risolviamo i tre problemi (per ur, ug e uy) separatamente, utilizzando le
coordinate cilindriche (r,0, z). In queste coordinate si ha G = {(r,60,2) : 0 <
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r < L, 0 < z < h}. Applicando la separazione delle variabili all’equazione di
Laplace in coordinate cilindriche
10 [ ou +182u+82u
—_—— ’r‘_ —_— —
ror \_ Or r2 002 022
cioe sostituendo u(r, 0, z) = R(r)©(0)Z(z) nella (V.9) e utilizzando la condi-
zione di periodicita ©(f + 27) = ©(#), otteniamo

0, (V.10)

1 d dR m? 1 d*Z
Sy (P L V.11
rR(r)dr (T dr) 2 Z(z) dz? ’ (V-11)
dove m = 0,1,2,..., ©(f) ¢ costante per m = 0 e ©(f) & una combinazione

lineare di cosmf e sinmb per m =1,2,....
Prima risolviamo il problema al contorno per u;. Per convenienza scriviamo
u al posto di uy, e f invece di fr. In coordinate cilindriche si ha

u(r,0,0) =u(r,0,h) =0 = Z(0) = Z(h) =0,

mentre Z”(z)/Z(z) ¢ una costante C. Affinché Z(z) sia non banale, questa
costante C' deve essere non positiva. Si ottiene

nmtz nm

2
Z(z)~sm<T>, C’:—<7> , n=12,....
Dalla (V.11) e dal valore di C' troviamo

@R 1dR ((nﬂ'>2+m_2>R(r):O.

drz ' dr

h

72

Sostituendo R(r) = R(p) per p = nmr/h, otteniamo I'equazione di Bessel
immaginaria di ordine m

?R  1dR 2\ -
(1 + %) R(p) = 0. (V.12)

dp? " p dp
L’unica soluzione della (V.12) (tranne un fattore costante) limitata se p —
0% ¢ la funzione di Bessel immaginaria I,,(p). Questa funzione ¢ reale per
p > 0, & proporzionale a J,,(ip), e non ha nessuno zero in R\ {0}. Cio
segue dal fatto che la funzione di Bessel J,,(p) non ha zeri non reali. Quindi
JIm(p) > 0 per p > 0.
In variabili separate abbiamo trovato le soluzioni

nmr nmz
](—)sin(—), m=0,n=12,...,
' 7“{L7T7’ nhwz
I, <T> sin (T) [c; cosmb + cosinmb], m,n=1,2,....
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Dunque la soluzione u(r, 0, z) si puo sviluppare nella serie di Fourier

=5 () [t ()
1

n—=

+ f: (@pmn cOSMO + by, sSinmh) I, <%>] ; (V.13)

m=1

dove

D5 (5 2 (51

n=1
+ io: (@pmn cOs MmO + by, sinmb) I, @ . (V.14)
m=1 h

Discutiamo ora la convergenza della serie (V.14). Supponiamo che f sia di
classe C! su 9y, e si annulli su 9, N [0y U Jy,]. Allora, per ogni 6 € [0, 2], f(6,-)
¢ di classe C' in [0, h], soddisfa f(6,0) = f(6,h) = 0e f(0,2) = f(2m, 2) e
¢ di classe C' in 6 € [0,27]. Quindi la sua serie di Fourier in z ¢ totalmente
convergente e i suoi coefficienti di Fourier sono funzioni di # di classe C! che
hanno gli stessi valori per § =0 e § = 27. Si ha

aon, nmlL - . nmL
7[0 ( N ) + Z (@ cOSMO + by sinm) I, (T)

m=1
. %/h £(6, %) sin (%) dz. (V.15)
0

Ci ricordiamo ora la teoria degli operatori di Sturm-Liouville monodimen-
sionali. Sia Lu = —u” su [0, 27] con condizioni periodiche u(0) = u(2w) =0 e
u'(0) = u/(27). Allora ogni g € C*[0,27] con g(0) = g(27) e ¢'(0) = ¢'(27) ha

uno sviluppo uniformemente convergente

= % + mz::l Gme €0s(mb) + gps sin(mh))

dove
1 2 1 27
— e = — 0 0)do,
7T/0 q(0 g 7T/O 9(0) cos(m0)
1 2m 1 |90|2 o0
== | aOsinmoyan, ol = -+ 3 (ol + lon).
m=1
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Torniamo al problema originale. Dalle (V.15) si ha

™

f(0, z) sin <$> dfdz;

/.
/

dove

m=1

[ agnl? . (n7l\? & nwL\>
Z( 5l (== )+ 2 (laml® + lbmal®) In | ==

Nel modo analogo si ottiene dalla (V.13)
= ([ lagn|? . /nmr nwry 2
Z( Lty (532 G+ ) 1 ()

/ / lu(r, 0, 2)|* dodz,

e dalla (V.13) e (V.14)

>t [ () - ()]

n=1

+§:1 (lsnl? + [Brn?) [Im (%) i <%>D
/ / u(r, 0, 2)|? dodz.

liril / / u(r, 0, 2)|* dfdz = 0. (V.16)

Adesso risolviamo i problemi al contorno per la ug e uy, cioe sotto I'ipotesi

che f(L,0,z) =0 e ponendo u = ug+uy e f = fo+ fr. In tal caso sfruttiamo
il fatto che dalla separazione delle variabili segue:

1 d dR m?
—(r— ) —-—=C
rR(r) dr dr 72
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¢ costante. Affinché ci sia una soluzione non banale limitata se r — 0% e con
uno zero per r = L, bisogna scegliere la costante C' tale che risulta I’equazione
di Bessel [cioe, C' < 0] invece dell’equazione di Eulero [C' = 0] e 'equazione di

Bessel immaginaria [C' > 0]. Ponendo C' = —v? con v > 0, risulta
d’R  1dR , m?
Sl ek ~ ") Ry =o0.
dr? +rdr+<y 7’2) (r)

La sostituzione R(p) = R(r) e p = rv conduce all’equazione di Bessel di ordine
m

R 1dR m?\ -
— + —— 1—-— ) R(p) =0.
dp? +pd,0+< p2> )

Affinché la sua soluzione sia limitata se p — 0%, bisogna richiedere R(p) ~

I (p). Siano 0 < vy, < Ve < ... gli infiniti zeri della funzione di Bessel J,,,(+)
in (0,+00). Allora la condizione al contorno

u(L,0,2) =0 = R(L)=0
implica che vL = v, per qualche n = 1,2,.... Di conseguenza,

2
Z(lz)cclsz == (VZ”>2-

In tal caso

Z(2) NSiHh(anz) {u:uh, J=Jn

L quindi se u(r,0,0) =0e f(r,0) = 0;

Vi (h — z)) {u = uo, [ = fo,

Z(z) ~ sinh
(2) ~ sin ( L quindi se u(r,0,h) =0e f(r,0) =0.

Nel primo caso [u(r,0,0) =0 e f(r,0) = 0] si ha lo sviluppo

u(r,0,z) = i [%Jo (Vo[rjr> sinh <y0£z>

=1

S

- : VinT\ . VinnZ
+ 2 (@ cOS MG + by SinmB) Jypy ( 7 > sinh ( 7 ) , (V.17)
dove
= Tao, VonT\ . h
f(r,0) = ; [%JO ( OL > smh(utmz)
= . UmnT\ . Vimnh
+ mZ:1 (@mn cOSMO + by, Sin M) Jyp, ( T ) sinh ( T ) , (V.18)

121



mentre nel secondo caso [u(r,8,h) =0 e f(r,8) = 0] si ha lo sviluppo

u(r, 0, z) = i {%Jo (Vogr> Ginh (W)

n=1

> . VinT\ . Vi (h — 2)
+ (@ cOSMO + by, SinMO) Iy sinh <—>] ,
() (s
(V.19)
dove
N [, (oery h
0 =3 [ (%) snbione )
- . VinT\ . Vn
+ mzl (@mn cOSMO + by, Sin M) Jyp, (T) sinh ( 7 ) , (V.20)

Discutiamo ora la convergenza delle serie (V.18) e (V.20). Supponiamo che
f sia di classe C! su 9, [rispettivamente, dp] e si annulli su 9y, N Jy, [rispetti-
vamente, 9y N dr]. Allora, per ogni r € [0, L], f(r,-) ¢ di classe C! in [—7, 7],
soddisfa f(r, —m) = f(r, ), & di classe C' in r € [0, L] e si annulla per r = L.
Quindi la sua serie di Fourier e totalmente convergente e i suoi coefficienti di
Fourier sono funzioni di r di classe C! che si annullano per » = L. Si ha
Analogamente alle (V.15) si ha in ambedue casi

> VonT\ . Vonh 1 ["

E aonJo smh( ) = —/ f(r,0)do; (V.21)
— ( L ) L )

E A <VTT) sinh (VWZ’h> = l/ f(r,0) cosm@ db; (V.22)
L -

1 ™
2 Do I (”"Z”) sinth (”"Zh) == /7r £(r,0) sinmé db. (V.23)

Ci ricordiamo ora la teoria degli operatori di Sturm-Liouville. Sia Lu =
—(ru’) + (m?/r) con condizioni al contorno u(r) = O(1) per m = 0, u(r) =
O(r) per m = 1,2,..., e u(L) = 0, e problema agli autovalori (Lu)(r) =
vru(r).Allora gli autovalori sono v2,, e le autofunzioni sono J,, (V,r/L) dove
Vmn € 10 zero positivo n-esimo delle J,,,(-) (n = 1,2,...). Essi sono ortogonali
nello spazio di Hilbert Lo ([0, L]; 7 dr). Inoltre,

L 2 1 L2
/ rJm (anr) dr = L2/ T T (V)2 dz = —J! (Vyn)*.
0 L 0
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Allora ogni g € C?((0, L]) che soddisfa le condizioni al contorno in r = 0 ed
r = L e la condizione —(rg’) + (m?/r)g € Lo([0, L];rdr) [cioe, g € My, si
puo sviluppare nella serie uniformemente convergente

Z o <ymnr) 7

dove

2 L UmnT
gn LQJ-/ (an) A rg(/r)‘]m < L ) dr’

||g||L2 ([0,L)yrdr) — Z |gn|2‘], an

Partendo dalle (V.21)-(V.23), si ha

. vonh\ 2 Logm VonT '
aOnsmh< i7 ) = Lo 2/ / rf(r, 0)J0< 7 ) dfdr, (V.24)

Gy sinh (””Z‘h> — J, - / / £(r,0) cos mi.Jy, () dodr:

(V.25)
. Vi 2 Lo . VT
bmn smh( 7 > = WLQJin(an)Q/o /_7r rf(r,0) 81nm9Jm( 7 ) dodr,
(V.ZG)
dove
Z |a0n| J} (110, *sinh? Voult +Z |G |+ 1B |2) T, (b ) *sinh? Yt
o 0 n I - mn n mn L

7TL2// r|f(r,0)* dodr.

Nel modo analogo si ottiene

Z [‘a0n| Jo (o) Sth[VOgZ] Z(|amn|2+|bmn|2)J;n(an)QSinh2[VTZ}]

7TL2// rlu(r, 8, 2)|* dddr;
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> aon|? . Vonh . Von 2 2
; (l on| Jb(11on)? {smh (OT) —smh( OL )}

00 A 2
+ mZ:l (Jumn|* + [brn|*) T, (ttn)? [sinh (Van> _ sinh (”T’Z‘Z)] >

:m/o / r|f(r,0) — u(r,0, 2)|* dodr.

Di consequenza, se f ha il suo supporto su dy (0, rispettivamente), allora

/L /7r r|f(r,0) —u(r,0,2)|> dddr
0 -7

tende a zero se z — 07 (z — h™, rispettivamente).

2 Equazione di Helmholtz

2.1 Equazione di Helmholtz sul Disco e sulla Sfera
Consideriamo I’equazione di Helmholtz
Au + k*u =0, (V.27)

dove x appartiene al disco (sfera() di raggio L e centro l'origine, con una delle
condizioni al contorno

u(x) =0 per |z| = L [Dirichlet], (V.28)
?)Z =0 per |z| = [Neumann]. (V.29)

Utilizzando le coordinate polari (per il disco) o sferiche (per la sfera) si puo
scrivere la (V.29) nella forma

0
8—1; =0 [Neumann], (V.30)
dove r = |z|. Gli autovalori sono tutti positivi nel caso della condizione di

Dirichlet, mentre nel caso di Neumann si annulla uno degli autovalori.

a. Disco. La separazione delle variabili in corrdinate polari (r,#) conduce
all’equazione differenziale

R'(r) + %% (k2 — %) R(r) =0, (V.31)
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dove 0 < r < L, R(0) esiste limitato e R(L) = 0 [Dirichlet] oppure R'(L) =0
[Neumann|. Nel caso di Neumann, k& = 0 ¢ autovalore con la corrispondente
autofunzione ¢o(z) = (wL?)~'/? normalizzata in L*(|x| < L). Tutti gli altri
autovalori sono positivi. Dalla condizione che esista finita R(0) segue subito
che per £k >0

R(r) ~ Jpn(kr),

dove J,,(kL) = 0 [Dirichlet] oppure J/ (kL) [Neumann|. Siano 0 < v,; <
Vma < Ums < ... gli zeri positivi (e automaticamente semplici) della funzione
di Bessel J,,(z) [Dirichlet] oppure della sua derivata J) (z). In tal caso gli
autovalori positivi sono
Vmon 2
A = ( L )

e le corrispondenti autofunzioni sono

1 7 (Vomr
Nonv2r U\ L

1 Von T
J ( : ) ,  Neumann,
Nyev/2r N\ L

) ,  Dirichlet,

perm=0e

1
J (”"“”) ““(m@), Dirichlet,

Npw /m™™\ L/ sin
1 Vimn.n 7") coS
’ mf), Neumann
Nﬁi%ﬁ " ( L sin( )
per m =1,2,..., dove le costanti di normalizzazione valgono
LQ 1/2
Ny = [Tj;n(umn)ﬂ : Dirichlet,
1.2 m2 1/2
Nyow = {7 <1 — VQ_) Jm(um,n)Z} ,  Neumann,
m,n
per m = 0,1,2,.... Gli autovalori enumerati m = 0 sono semplici, mentre
quelli enumerati m = 1,2, ... hanno moltiplicita 2. Le autofunzioni formano

una base ortonormale di L?(|z| < L).

b. Sfera. La separazione delle variabili in coordinate sferiche conduce all’e-
quazione radiale

R'(r) + %% i (k2 _ W%”) R(r) =0, (V.32)
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dove 0 < r < L, R(0) esiste limitato e R(L) = 0 [Dirichlet] oppure R'(L) =0
[Neumann|. Nel caso di Neumann, k& = 0 ¢ autovalore con la corrispondente
autofunzione ¢o(z) = (wL?)~'/? normalizzata in L*(|x| < L). Tutti gli altri
autovalori sono positivi. Il fattore angolare nell’autofunzione ¢ la funzione
sferica Y™ (0, ), dove m = —l,=1+1,=1+2,...,1 — 1,1. Quindi ad ogni
autovalore dell’equazione radiale (V.32) con termine (I + 1)/r? corrispondono
2l 4+ 1 autofunzioni linearmente indipendente dell’equazione tridimensionale.
Sostituendo

S(r) = v/r R(r)

si arriva all’equazione

1 I+ 1)2
S”(r) + 1d5 + (k2 ! +22)
T T

= ) S(r) =0, (V.33)

dove 0 < 7 < L, lim,_o+ 77/25(r) esiste limitato e S(L) = 0 [Dirichlet] oppure
(S"(L)/S(L)) = (1/2L).

L’equazione (V.32) coincide con l'equazione differenziale per le funzioni
sferiche di Bessel di ordine [ + % nella variabile kr. La condizione ad r = 0 ci

da
R(r) ~ gi(kr), — S(r) ~ 1 (kr).

Inoltre, sotto la condizione di Dirichlet kL ¢ uno zero della funzione j; oppure
della funzione .J;, 1. D’altra parte, sotto la condizione di Neumann kL € uno

zero della funzione j; oppure della funzione 2pJ] ., (p) — J;; 1 (p). Enumerando
2

questi zeri (semplici) 0 < 9 < 11 < Y3 < ... otteniamo
R(r) ~ j(winr/L),  S(r) ~ J1(viar/L),

dove n =1,2,3,.... Nel caso della sfera la costante di normalizzazione [Vedi
la (I11.37) e la (111.26)]

L 9 1/2 L L 9 1/2
. 2. l/l’nT‘ . T Vl,nr
o ([ G o] = [ (5

RLd [ 2 N, )
= [ /0 S‘JH_% (Vlms)‘ ds] = [m H_%(Vl,n) ] ;

2l/l,n

dove 1'ultimo passaggio vale soltanto per le condizioni di Dirichlet. Moltipli-
cando dalla funzione sferica Y;™(6, ¢) normalizzata in L*(S5?) si ottengono tutte
le autofunzioni normalizzate in L*(|xz| < L).
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3 Equazioni delle onde e del calore

3.1 Equazioni delle onde e del calore per uno spettro di
autovalori

Partendo da un operatore differenziale L di Sturm-Liouville definito su un
opportuno dominio spaziale G di funzioni che soddisfano ad opportune con-
dizioni al contorno omogenee (Dirichlet, Neumann, miste, ecc.), studiamo la
corrispondente equazione delle onde

0%u

oz = —(Lu)(@t) + f(z,t),  w€G >0, (V.34)

con le due condizioni iniziali

u(z,0) = up(x), (V.35)
ou
E(m, 0) = uy(x). (V.36)

Per f(x,t) =0 la separazione delle variabili
u( 1) = $()T() (v.37)
conduce all’equazione

_T”(t) = (Ly)(z) = costante. (V.38)

T(t) ()

Partendo da un operatore di Sturm-Liouville L con spettro non negativo (tale
che la costante nella (V.38) & uguale a A per un’opportuna A > 0), risultano
le equazioni

(L)(x) = Mp(x), (V.39)

T(0) cos(tv/) + T'(O)%

T(0) + T'(0)t, A=0.

, A>0,

T(t) = (V.40)

Dunque, se L ha un numero infinito di autovalori 0 < A\; < Ay < ... di molti-
plicita finita (dove un certo autovalore appare m volte se la sua moltiplicita e
uguale ad m) e una base ortonormale {¢, }5°, di corrispondenti autofunzioni
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(in L*(@)), allora per

Uy (t) = <u(-,t),g0n>:/(;u(x,t)gpn—(:v)dx, (V.41)

£t = 00 00)= [ Sl (o o (V.42)

don = (0, Pn) = /G o (2) (@) da, (V.43)

Uy = (U1, Pn) :/Gul(x)gon(x) dz, (V.44)

otteniamo

ul (t) = = Aun(t) + fu(t), (V.45)

un(0) = uo,n, (V.46)

u, (0) = uy . (V.47)

La soluzione del sistema di equazioni (V.45)-(V.47) &

Un(t)
sin(tv/A,) Psin((t — 7)vAn)
Up p COS(tV/ Ap) + Uy p———" + / fa(m)dr, A, >0,
= ¢ \% )‘n 0 V >\7’l
Uo,n + ul,nt + / (t - T)fn(T) dTa )\n =0.
0
(V.48)
Nello stesso modo si risolve I'equazione del calore
ou
5= —(Lu)(x,t) + f(z,1), reG, t>0, (V.49)
con la condizione iniziale
u(z,0) = ug(x). (V.50)
Utilizzando la precedente base ortonormale di autofunzioni di L risulta
u, (t) = =Aun(t) + fult), (V.51)
un(0) = ug p, (V.52)
La soluzione del sistema di equazioni (V.51)-(V.52) &
t
e Mg, +/ eiA"(t*T)fn(T) dr, M\, >0,

Uo.n + / fu(T) dT, A, = 0.
0
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Utilizzando la formula di Parseval

u(z,t) = Z un(t)on(z) = / u(y,t Z on(y)en(z) dy, (V.54)
n=1
otteniamo per ’equazione del calore
u(z,t) = Z Z e o / en(y)uo(y) dy
+/ Z e M) /Gwn(y)f(yﬁ) dydr
t
~ [ Sytiuntwyy+ [ [ Glwyst =)o r)dydr, (V.59
G 0o Ja
dove .
Gz, yit) = > e on(x)pn(y). (V.56)
n=1
Utilizzando la (V.54) troviamo per l'equazione delle onde
OH
u(x,t) = H(x>y;t)ul(y) + E(%%t)uo(y) dy
G
t
s [ [ st =) 07 dyar (v.57)
0o Ja
dove!
sin( t\/
H(x,y;t Z Sin(iva) (@)en(y), (V.58)
6 o0
(2,4:8) = Y cos(tv/An)n(®)pn(y) (V.59)
n=1
3.2 Alcuni esempi
a. Lu = —u” con u(0) = u(a) = 0. Consideriamo Lu = —u” nellintervallo

(0,a) con le condizioni di Dirichlet u(0) = u(a) = 0. In tal caso

v () =y Fan (),

1Si calcoli il limite di (sin(tv/X)/v/X) per A | 0 se A = 0.
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dove n =1,2,3,.... Allora

2 > 2(2¢ /42 nmwx
x,y;t) = — e " Mt/‘”sin( )sin
G(x,y;t) anz .

(nwy)

a

oS (—m(zﬂ’)) + cos (—m(z_y)>
2

_1 o S et -
a
n=1

| (L e 4 gy (it )

- 2a ’

dove ¥3(z,q) = 1 4+232°, ¢ cos(2nz) & una delle funzioni Theta di Jacobi
([16], 21.11).2

b. Lu = —u" con u/(0) = u/(a) = 0. Consideriamo Lu = —u” nellintervallo
(0,a) con le condizioni di Neumann «/(0) = «/(a) = 0. In tal caso

= ()l = [ e (),

dove n =0,1,2,3,.... Allora

1 - 20 2,2 nwT nmy
G(x,y;t) — |1t nE:1 e cos (—— ) cos

a

1
a

2

i o0 . cos (mr(zc;ry)) 1 cos (M(zfy)>
1423 et
n=1

U3 (W%—W ) et/ ) + U3 (W% ) et/ )

2a

c. Lu= —u" con u(0) = u'(a) = 0. Consideriamo ora Lu = —u” nell'interval-
lo (0, a) con la condizione di Dirichlet all’estremo sinistro e quella di Neumann
all’estremo destro: u(0) = u/(a) = 0. In tal caso

1 2 1
= 2 £
= (M) o) = \ﬁ . (M) |
a a a
dove n =0,1,2,3,.... Allora
G(x,y;t)

_2 3 i) gy ((2n + 1)7W> sin ((2n + 1)7T?J>
a‘= 2a 2a

2Si ha ¥3(2,q) = G0, (1 +2¢*" ! cos(22) + ¢*"2), dove G =[], (1 — ¢*").
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li —(2n+1)%(x%t/4a%) ) _ g (2n + D7(x +y)
a‘= 2a

1 cos ((271 + 1)7T<x — y)) } _192< Ier e—ﬂ2t/a2> + 192(77'%, 6—7r2t/a2)

2a 2a ’

dove ¥9(z,q) = 23700, ¢V /4 cos((2n + 1)2) & una delle funzioni Theta di
Jacobi ([16], 21.11).3

3.3 Quando esiste lo spettro continuo

Finora abbiamo considerato equazioni delle onde e del calore, dove il corrispon-
dente operatore di Sturm-Liouville ha uno spettro consistente in autovalori.
In tal caso la trasformazione F di una funzione u € L?*(G) nella successione
{{u, vn) }22; dei suoi coefficienti rispetto alla base ortonormale {¢,}°°; & un
operatore unitario da L*(G) in £2, cioe

Fu=({upa))ize,  FH(e)ii) =) cupn, (V.60)

secondo la formula di Parseval:

2
lullZ2 =D Kuen)l®
n=1

In tal caso l'operatore di Sturm-Liouville L viene convertito nella matrice
diagonale infinita A = diag(\,)% ;. In altre parole,

L2(G) L G

fl lf (V.61)

e Ao

a. Lu = —u" sulla retta reale. Consideriamo prima Lu = —u" in L*(R). In

tal caso la trasformata di Fourier F (che ha la proprieta || Fuls = (27)Y2||ul2)
converte l'operatore L nella moltiplicazione A da k2, cio¢

(Av)(k) = (FLF ) (k) = kK* v(k), ke R. (V.62)
In altre parole, abbiamo il diagramma commutativo

[2(R,dz) =2, 1aR dg)

fl lf (V.63)

LR, k) 2T (R, dk)

3Si ha ¥2(z, q) = 2Gq"/* cos(2) [102, (1 + 2¢>™ cos(2z) + ¢*™), dove G = [[°2, (1 — ¢*").
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Per I'equazione del calore la trasformata di Fourier conduce ai sistemi
iniziali

@ (k,t) = —k*a(k,t) + f(k,t), (V.64)
a(k,0) = do(k), (V.65)

dove k € R & soltanto un parametro. La soluzione del sistema (V.64)-(V.65) &

¢
u(k,t) = e*thﬁo(k) —i—/ eikQ(t*T)f(k, T)dr. (V.66)
0
Quindi
< dk _ k24 A ¢ —k2(t—7) —ikx
u(zx,t) = 7. | (k) + [ e f(k,7)dr| e
—00 0
[e%s) t [e%s}
~ [ dwwoumtdy+ [ [ G- s dyds, (Vo7
—00 0 —0o0
dove
Gz, y;t) = L /OO =) o=t g — L e (emw) /et (V.68)
T 2 J_ o Vrt

Per T'equazione delle onde I’applicazione della trasformata di Fourier F
conduce ai sistemi a valori iniziali

0" (k,t) = k*a(k,t) + f(k, 1), (V.69)
a(k,0) = dg(k), (V.70)
@ (k,0) = 1 (k), (V.71)

dove k € R & soltanto un parametro. La soluzione del sistema (V.69)-(V.71) ¢

U, ) — o (k) cos(kt) + i (k) 2R 4 /0 W =7) 5 ryar, (V.72)

k k
e dunque
1 [~ i ,
u(z,t) = —/ U (k) cos(kt) + ﬁl(k)M e~k dk

2m J_ o k

t 00 L1 o R ]

+ / L / S = 7)) g e it gy (V.73)

0 2T J_o k

132



Si trova la (V.57), dove

H(x,y;t):%{H(y—x—kt)—H(y—x—t)}, (V.74)
%—?(x,y;t) = %{5(3/ —x+t)+d(y—x—1t)}, (V.75)

essendo H(7) la funzione di Heaviside e d(7) quella di Dirac. In particolare,
se u1(z) =0 e f(x,t) =0 si trova la soluzione

u(z,t) = % {ug(x —t) + up(x +1)}. (V.76)

b. Lu = —u" sulla semiretta. Consideriamo ora Lu = —u~" in L*(R") con
la condizione di Dirichlet «(0) = 0 [risp., di Neumann u/(0) = 0]. Considerando
u € L*(RT,dz) si introduce le trasformata di Fourier seno F, e di Fourier
coseno F:

2 [ —i

(Fsu)(k) = \/;/0 sin(kz)u(x) de = EUdispari(k), (V.77)
2 [ 1

(Feu)(k) = \/;/0 cos(kx)u(x) dr = Eupari(k‘), (V.78)

dove Upari € Udispari S010 le funzioni pari e dispari definite su R tali che upayi(z)+
Udispari () = u(x) per x € RT. E facile controllare le seguenti uguaglianze:

(F v)(z) = \/g/ooo sin(kx)v(k) dk, (V.79)
(F o) (z) = \/g/ooo cos(kx)v(k) dk, (V.80)

mentre
2
(Fa)(k) = —k(Fa)(b), (Fal 6) = K (Fa) 1) + [ 2 b0,
(V.81)
2 2
(Feu')(k) = R(Fu)(k) =/~ u(0),  (Feu")(k) = —k*(Feu) (k) — \/jU'(U)-
T
(V.82)
In altre parole, abbiamo i diagrammi commutativi
AR, do) 22D, R dr) [ARY,de) 22D, pa(RE dr)
fsl lfs fcl lfc
L2RY,dk)  2E AR dE) L2RY,dE) A L2RYdk)
Condizioni di Dirichlet Condizioni di Neumann
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Per I'equazione delle onde con la condizione di Dirichlet [risp., Neumann)]
applichiamo la trasformata di Fourier seno [risp., coseno| e arriviamo ai sistemi
iniziali

W (k,t) = k204 (k, ) + fo(k, 1),
ity (k, 0) = o, (k). (V.83)
i, (k,0) = t,(k),

per il caso di Dirichlet ed ai sistemi iniziali

@' (k,t) = —k2a,(k, t) + fo(k, 1),
tc(k,0) = tp.(k), (V.84)
i (k,0) = ty.(k),

per il caso di Neumann. Le soluzioni dei sistemi iniziali sono

(k) = costht) e () + 0,0+ [ D ar (vss)

per il caso di Dirichlet e

ik 1) = cos(kt) oo (k) + 2ED G oy 4 /0 WMD) 7y ar (v.56)

per il caso di Neumann.

Per I'equazione del calore con la condizione di Dirichlet [risp., Neumann]
applichiamo la trasformata di Fourier seno [risp., coseno| e arriviamo ai sistemi
iniziali

0 (k) = —k20g(k,t) + fi(k, 1),

us(ka 0) = uOs(k)a
per il caso di Dirichlet ed ai sistemi iniziali

0 (k,t) = —k2ae(k, t) + f.(k,t),

Ue(k,0) = up.(k),
per il caso di Neumann. Le soluzioni dei sistemi iniziali sono

t
(k. t) = e ¥y, (k) + / e MU f (k) dr (V.89)
0
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per il caso di Dirichlet e
2 t 2 I
te(k,t) = e My (k) + / e W f (k,T)dT (V.90)
0
per il caso di Neumann. Quindi
(o) t [e%s)
uet) = [ Gyt v+ [ [ Glat )7 dydr, (Vo)
0 0 0

dove?*

G(z,y;t) = 2 /00 e ¥t sin(kz) sin(ky) dy

™ Jo

1 e}
= _/ e M {— cos(k(z + y)) + cos(k(z — y))} dk
T Jo
-7 et/ g etemru (V.92)
Amt

per il caso di Dirichlet e

G(z,y;t) = /OO e ¥t cos(kz) cos(ky) dy
0

Al 3

/OOO e Mt {cos(k(z + y)) + cos(k(z — y))} dk

1
= o= [e—<x+y>2/4t I e—(x—y>2/4t] (V.93)

per il caso di Neumann.

c. Lu = —Au su R". Consideriamo Lu = —Au in L*(R"). In tal caso la
trasformata di Fourier F (che ha la proprieta || Fully = (27)"/?||ul|) converte
'operatore L nella moltiplicazione A da |k|?, cioe

(Av)(k) = (FLF 0)(k) = |k[*v(k), k€ R" (V.94)

In altre parole, abbiamo il diagramma commutativo

L}(R",dz) £==2 L[2(R",dx)

]—'l l]—' (V.95)

2R, dk) 22 r2Re g

*Si utilizzi la formula X [ e~ "t cos(kz) dk = ﬁe*'zz/‘“. Vedi [1], Eq. 7.4.6.

135



Per I'equazione del calore la trasformata di Fourier conduce ai sistemi
iniziali

o' (k,t) = —|k|2a(k, t) + f(k, 1), (V.96)
a(k,0) = do(k), (V.97)

dove k € R™ & soltanto un parametro. La soluzione del problema (V.96)-(V.97)
¢ elementare:

ﬁ(k,t):ekztﬁo(k)Jr/ot “WPED) (K 7) dr (V.98)

~

u(z,t) = (271r)" /n ek [e|k|2tﬁo(k) + /Ot P f(k, 7 dr | dk
= [ K= yomatdr+ [ [ K=yt =)o) duds

(V.99)
dove
1 ’ 2
K(z,t) = / eFre Ikt gr;
D= Gy
]_ 2 ix iz ]_ n 2
_ b e/ —(kt50) (k55 ) g — ( > —le?/4t (v 100
(271')”6 /n ¢ VAant ‘ ( )

Per I'equazione delle onde 'applicazione della trasformata di Fourier F
conduce ai sistemi iniziali

' (k, t) = —|k[*a(k, t) + f(k,1), (V.101)
i(k,0) = fo(h), (V.102)
o' (k,0) = uy(k), (V.103)
dove k € R™ & soltanto un parametro. La soluzione del sistema (V.101)-(V.103)

¢ elementare:

a(k, t) = ao(k) cos(|k|t) +a1(k)Sin|(lL’r|t> +/0 (kI =7) 1 7y gr

||
(V.104)
e dunque
u(e, 1) = (2i)n /R ) {Ao(k’) cos(|t) +a1(k)%] —
ol sin(|k|(t — 7)) ; ik
+/0 (27)n /Rn B f(k,7)e”™" dadr. (V.105)



Si trova la (V.57), dove

1 sin(|k[t) (o
H(x,y;t) = G / |(1L|| ) g-ita=s) dk, (V.106)
8H<Qf,y7t) _ 1 —ik-(x—y)
5 = @y /Rn cos(|k|t)e dk. (V.107)

3.4 Impostazione generale

Sia L un operatore di Sturm-Liouville sullo spazio di Hilbert L*(G;w dx) tale
che w(z) € un peso positivo quasi ovunque. Supponiamo che lo spettro del-
'operatore lineare w™'L sullo spazio L*(G;w dx) sia non negativo (in parte
autovalori e in parte spettro continuo).® In tal caso si cerchi uno spazio di
Hilbert L*(u) per un’opportuna misura di Borel g, una funzione p-misurabile
e non negativa o e un operatore unitario F : L?*(G;wdx) — L*(u) tale che
A = FLF~! & I'operatore di moltiplicazione per la funzione o. In altre parole,
abbiamo il diagramma commutativo

L*(G,wdz) L, L*(G,wdzx)
) = )

Per I'equazione del calore risultano i sistemi a valori iniziali

W& t) = —a(Qu(&, ) + f(&.1),
a(ga O) = ﬁo(g),

che ha la soluzione
(& t) = e 7@k (€) + /0 t e O f(e 7) dr.
Quindi
otet) = [ Gayitiutuds+ [ [ 6wt =it ryo) dudr,

dove

Gla,y;t) = / e oz, €) (. €) dpu(£).

°In questo caso supponiamo che I'insieme di tutte i A per cui (w — L)~! non ha I'inverso
limitato in L?(G;wdx) ¢ un sottoinsieme di R¥.
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La trasformata F ha la forma

(Fu)(€) /G o, O)u(z)w(z) dz,
(F 1)) / 2@ 00 () du(e).

FUF = identith = / o, @O du(€) =6z — ),

In altre parole,

FF ! = identitae— /G p(z, §)p(z, nw(r)dr=56(§ —n).

Tabella V.1: ITmpostazione per alcuni esempi dove Lu = —u” e w(x) = 1.
condizioni )
G al contorno fisura p o(¢) #(,€)
R nessuna dk su R k? \/%76““
Rt | u(0)=0 dk su Rt | k? \/g sin(kz)
Rt |4 (0)=0 dk su Rt | k? \/g cos(kx)
(0,a) | u(0) =u(a) =0 | " S ] (22) /2 sin (222)

0.0) | w0) =u(e) =0 | MOTL ()| cos ()
(0.0) | 0) = wte) =0 | JE 70 (250) " | /2 s ()

R"™ | nessuna dk su R* | |k|? (27) "/ 2eihT

Discutiamo ora un esempio per cui il peso w(z) # 1. Sia G = (0,a),
w(x) =z, Lu = —(au), w(0") finito e u(a) = 0. In tal caso gli autovalori
sono i numeri A per cui 'equazione

(—(zu) = Az u(zx) per x € (0,a),

Lu = Awu <= ntre w(0*) & finito ¢ u(a) = 0)

ha una soluzione non banale u in L?*((0,a);z dz). Si vede facilmente che gli
autovalori e autofunzioni sono (per n =1,2,3,...)

A — <@)27 on(z) = V2 )Jo (fE,UO,n)’

a a J(/)(,uO,n a
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dove 0 < po1 < o2 < ... sono gli zeri positivi della funzione di Bessel Jj
di ordine zero. Le autofunzioni {p,}°, formano una base ortonormale di

L2((0,a); x dx).

Tabella V.2: Impostazione per alcuni esempi dove e w(z) # 1.

operatore
di Sturm-Liouville e | misura p | o(§) o(x,§)
condizioni al contorno

(0,a) Lu = —(xu/) pu(n) =1 (m_n)z Vi (:cuo,n)
w(z) = | w(0") finito, u(a) =0 su N aJg(pon) "0\ a
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Capitolo VI

EQUAZIONE DI
SCHRODINGER

In questo capitolo discuteremo l’equazione di Schrodinger. Prima verranno
introdotti 'equazione di Schrodinger, i suoi stati limite e il problema di scat-
tering. Poi verra discussa ’equazione di Schrodinger per i potenziali radiali.

1 Equazione di Schrodinger

L’equazione di Schrodinger descrive (nell’ambito della meccanica quantistica
non relativistica) la probabilita che una particella si trovi in una regione dello
spazio al momento t. Se m ¢ la massa della particella e h = 27h la costante di
Planck, si ha per la funzione onda i (z,t):

oY h?

A 5 '
ih 5 2mA¢ + V(z)(z,t), reR’ t>0; (VLI)

(b= 0) = to(x), (VL.2)

con condizioni al contorno. La funzione V' (z) € reale e rappresenta il potenziale.
Scegliendo unita fisiche tali che h =1 e 2m = 1, risulta invece della (VI.1)

O

’l_

ot

Se E C R® & misurabile, [, [¢(z,t)|* dz (sotto la condizione di normalizzazione
(-,t) € L*(R?)) & la probabilita di trovare la particella in £ al momento ¢.

Noi studiamo esclusivamente il problema stazionario, dove 1’energia A\ pren-
de il posto dell’operatore i(0/0t), cioe

— Ay + V(z)(r) = k*(x), r € R, (VI1.4)

= A+ V(@)(z,t), T ER® >0, (VL3)

dove A = k? con Imk > 0. Ci sono due problemi di rilevante importanza:

141



1. il problema degli stati limite: ¢ € L*(R?). In tal caso Uenergia A = k? ¢
un valore discreto negativo.

2. il problema di scattering: in tal caso si impone la condizione di Sommer-

feld
¢(k7$) = e + A (k>9> _) +o <_) ) "73' — 100,
|z ] |z
dove A(k,0,0') ¢ 'ampiezza (come funzione dell’energia A = k? e le

direzioni 0,0 € S?); e*? rappresenta un’onda piana nella direzione 6.
Nel problema di scattering si ha I’energia A > 0.

In quest’ultimo caso la funzione onda ¥ (k,z) non appartiene a L*(R?) e
infatti soddisfa alla condizione di Sommerfeld

Yk, x) = ™7 1 ahy(x)

— ikt € A (/{:,9, i) +o <_> 7 |z| — 400,
|z |z |z

dove A(k,0,0') ¢ Pampiezza e k > 0. Ovviamente il potenziale V(x) deve
essere localmente sommabile (cioe, V' € Ll (R3) e tendere a zero abbastanza
rapidamente se |z| — 00.! Cercando la cosiddetta funzione di Green G(k;x, ')
tale che

(A + k)G (k;z,2") = —4n6(x — o),

cioe scegliendo

ik|z—2|
Gkia,a') = =

e 2]

si ottiene facilmente
1
0(o) = =5 [ GV (ol o

Quindi
, 1
wla) = e = o [ Gl V@) de'
T
Per calcolare 1 dal potenziale si puo risolvere I’equazione precedente per itera-

zione. Facendo una singola iterazione si arriva alla cosiddetta approssimazione
di Born

) 1 -
Y(z) ~ e — I/Q(k;a:,x')V(m’)e’ke'”” dx’.
7r

T potenziali di Coulomb V(z) = C‘(’;lt non conducono ad una teoria di scattering

quantistica semplice, poiché non decadono abbastanza rapidamente se |z| — oo.
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2 Equazione di Schrodinger Radiale

In problemi in cui ¢’e la simmetria sferica il potenziale ha la proprieta
V(z)=V(r), r=|x|.

Un tale potenziale si dice radiale.

a. Trovare i stati limite. Per studiarne i stati limite (dove ’energia A < 0)
si esprime l'equazione di Schrédinger in coordinate sferiche:

1 [ ,0¢ o (. o 1 0% B
r2 (T 37”) - 2 sin @ O (Sln@ag)) + r2sin2 o 062 V(r)v ==X,

dove z = (rsin ¢ cos @, rsin psin, rcos ) € R3. Sostituendo

P(x) = R(r)X(p,0)

e moltiplicando da r?/R(r) X (p, 0) si ottiene

L d (LR 1 Lo, 0X\, 1 X
— (r*— — [sinp— | + —— ==
R(r) dr dr X (p,0) |sing dp 4 Do sin® p 062

— 72V (r) = =\’

Come al solito, seguono le seguenti equazioni differenziali:

d’R 2dR C
T o |-G A= V)| RO =0 Vi)
1 0 0X 1 0%°X
; - - = _(CX I.
sin o O (smgo 8(,0) sin® p 062 CX(,6), (VL6)

dove C' & una costante. L’equazione (VI.6) si chiama spesso l'equazione di
Beltrami.

Secondo la teoria esposta nella § 3.1 esiste una soluzione non banale della
(VL.6) se e solo se C' = [(l + 1) per qualche | = 0,1,2,..., ed in tal ca-
so X(¢,0) ¢ una combinazione lineare delle funzioni sferiche Y, (¢, 6), dove

m = —I[,...,l. Infatti, eseguendo un’ulteriore separazione delle variabili nella
(VL6), X(p,0) =P(£)O(0) dove £ = cosp e O(0 + 27) = O(0), risultano
o) = costante, | m =20
cicosmb + cosinmf, m=1,2,3,...;
d dP m?
—((1-&)— (+1)— —— : VL7
& (a-eF )+ ey - ] peo (VL)
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La (VL.7) si dice equazione differenziale per le funzioni di Legendre associate:
PE) ~P(§),dove l=m,m+1,m+2,...em=0,1,2,....

Discutiamo ora la (VI.5). Sostituendo R(r) = r*S(r) nella (VL5) [con
C = I(l + 1)] per un’opportuna « (da stabilire successivamente) e dividendo
da r?, si trova

S 2(a+1)dS N {a(a +1)—1(l+1)

dr? r o dr +A- V(r)} S(r)y=0. (VL)

72

Per far somigliare la (VI.8) all’equazione di Bessel si scelga « tale che 2(a+1) =
1, cioe o = —1/2:

S 1dS (1+3)?
T — A — = 0. L.
oz T + { 2 + V(T)] S(r)=0 (VL9)
Per far sparire il termine con la derivata prima dalla (VL.8), ci vuole @ = —1.
Quindi per S(r) = rR(r) abbiamo
d*S —Il(l+1)
i [ s T A— V(r)] S(r)=0. (VI.10)
Per oo = 0 otteniamo dalla (VI.8)
d*R  2dR I(1+1)
4z — — = 1.11
0z T + { 3 + A V(T):| R(r) =0, (VL.11)
dove [ =0,1,2,---. Noi imporremo le seguenti due condizioni al contorno:
R(r) = O(r!), r— 0t

o VI.12
/ r|R(r)|*dr < +oo. ( )
0

I seguenti casi sono di rilevante interesse:

1. La buca di potenziale, dove V(r) = =V <0 per0 <r <rge V(r)=0
per r > ro.

2. L’oscillatore armonico, dove V(r) = (v/2)r? per una costante v > 0.

3. L’atomo di idrogeno, dove V (r) = —e?/r per e la carica dell’elettrone.
b. Il problema di scattering. Nel corrispondente problema di scattering
I’ampiezza dipende da k e dall’angolo tra le direzioni 6 e 6':

A(k,0,0) = A(k,0-0').
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In tal caso bisogno separare le variabili in coordinate cilindriche, dove la
direzione di € prende il posto dall’asse z positivo.

Per V = 0 I'equazione di Schrodinger per F = k? con k > 0 ha la soluzione
generale [8]

() = cost.y fi(kr) + cost.g g (kr),

dove
mp . T
filp) =1/ Jies (o) = i), ailp) = (=1)"/ - Ty (p) = —prulp),
dove | = 0,1,2,... e j5; e n; si chiamano funzioni di Bessel sferiche di prima e

seconda specie. Sviluppando 'onda piana
00 l
ik0-x Si(kr) s
= m—Y 97 )
e ;m; tim = —Y"(0,9)

si trova per 'ampiezza

PO 0-0) 5 Ak, 0.0) = %Z 20 + 1) ® sin 5,(k) P60 - 0),
=0

dove 0;(k) si chiamano fasi di scattering.

2.1 La buca di potenziale

In tal caso

-V, 0<
V(r) = { oo TsrsT (VL.13)
0, T > T,

dove Vy > 0. Sostituendo R(r) = r~'/25(r) otteniamo [Vedi (V1.9)]

S 1dS (1+3)?

W—Frd |:Vb— - 2 :|S(7’):0, 0 <r <y,

d?S 1dS ,  (L+1)?

R e LRI
dove A = —k? per k > 0. Ovviamente, per 7 > ry la (VI.14) ¢ I'equazione

immaginaria di Bessel di ordine [ + % nella variabile xkr. Siccome deve tendere
a zero se r — 00, si trova

S(r) ~ KH_%(/{T), r > T, (VI.15)
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dove K, (z) ¢ la funzione di MacDonald di ordine v. Per v,z > 0 La funzione
di MacDonald K, (z) & decrescente.
Per 0 < r < g la situazione & pit complicata. Siccome S(0T) esiste, risulta

per 0 <r <y
Jl+§(7"vvo_/‘52)> Vo > K2,
S(r) ~ 'tz Vo = K2, (VL16)
Il+%(7’\/r<;2—%), Vo < K2,

dove J,(z) ¢ la funzione di Bessel di ordine v e I,(z) ¢ la funzione di Bessel
imaginaria di ordine v.

Per trovare i stati limite richiediamo che la derivata logaritmica della S
(cioe, S'/S) sia continua in r = ry. Grazie al decadimento della funzione di
MacDonald, si vede subito che S’(r)/S(r) ha un limite negativo se r — (o).
D’altra parte, r+3 e la funzione di Bessel immaginaria sono crescenti per r > 0,
mentre la funzione di Bessel stessa ¢ oscillatoria. Quindi gli stati limiti possono

esistere soltanto per Vy > 2. In tal caso

S(r) ~ (]H_%(T’\/Vb — K2), (VL.17)

dove
K], 1 (kro) J/+%(7’0\/‘/()—I€2>

l
—2 =g/ Vo — K2 )
Kl+§(’“"0) Jz+§(7”0\/ Vo — k)

Le energie A = —x? corrispondenti agli stati limite si trovano dal numero finito
di zeri della (VI.18) per 0 < x < +/Vj; ci sono zeri per soltanto un numero
finitodi 1 =0,1,2,....

Per [ = 0 abbiamo

[ =y [ A =[5 snw)

Allora (VI.18) si riduce all’identita

tan(/Vorg — 22) 1
N

dove z = krq. Gli zeri z = k1o € (0,790/ V) si ottengono graficamente.

Per [ = 0 si puo ottenere i risultati in modo piu semplice senza utilizzare
le funzioni di Bessel. Partendo dall’equazione di Schrodinger (VI.10) per V()
in (VI.13), otteniamo per S(r) = rR(r)

(VL18)

RTq

K

{S”(T) + (Vo —w%)S(r) =0, 0<r <y, (VL.19)

S" — Kk2S(r) =0, r > 7o,
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Figura VI.1: Per [ = 0 e per rg\/Vy = 5 (pannello sinistro) o 10 (pannello
destro) vengono calcolati graficamente i valori di z = krg per cui
I’equazione di Schrodinger per la buca sferica ha stato limite.

dove [°]S(r)|?dr < oo, S(0) = 0% e S & di classe C* in r = ry. Per r > rg
risulta S(r) ~ e, Quindi ci vuole (5'/S)(r¢) = —r < 0.

Se 0 < Vy < k2, per 0 < r < rg risulta S(r) ~ sinh(rv/s% —Vp) [gra-
zie alla condizione S(0) = 0] per 0 < r < 79 e quindi ¢ impossibile avere
(S"/S)(ro) < 0. Per k = \/Vj risulta S(r) ~ r [grazie alla condizione S(0) = 0]
e quindi (5'/S)(ro) = (1/ro) > 0. Di conseguenza, siamo costretti a limi-
tarci al caso 0 < k < +/Vo. In tal caso la condizione S(0) = 0 conduce
a S(r) ~ sin(ry/Vy — k%) per 0 < r < ry. Dalla condizione di derivabilita

continua in r = ry si trova

T KQCOS(TO\/VO — K2) .
v . Vo = 1) :

Per studiare quest’ultima equazione, poniamo & = rgv/Vy — k? (che appar-
tiene all'intervallo (0,79v/Vp) e scriviamo I'equazione nella forma

t&f(f) :_\/‘/()T(%_527 0<§<T0\/707

2Una condizione tecnica mai spiegata dal punto di vista fisico per costringere ad una
successione finita di autovalori.
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oppure

tan(§) :—#, 0 <& <rgy/ V.
- e
Per n = 1,2,3,... e (n — 3)m < r0v/Vo < (n+ )7 ci sono n soluzioni £ di
quest’equazione e quindi n stati limite.

2.2 Oscillatore armonico

a. Utilizzando le coordinate sferiche. In tal caso
1

V(r) =377, (V1.20)

dove 7 > 0 & una costante. Ponendo ¢ = /7/8 e R(r) = e~ ¢(r), la (VL11)
si riduce all’equazione differenziale

I(1+1)

¢"(r) + (% - 4cr> ¢'(r) + <k2 — 6c— ) ¢(r) = 0. (VL.21)

r2
Sostituendo la serie di potenze
¢(r) =r° i e, (V1.22)
5=0
dove o € un parametro da stabilire, troviamo
i {la+s)(a+s—1)+2(a+s)—U(l+1)}c
5=0

+ {(k* — 6¢) — dc(a+ s — 2)}esa| 1772 =0,

dove c_; = c_y = 0. Supponendo che il coefficiente di r*~2 sia diverso da zero,
si trova
ala—1)+2a—1(l+1) =0,

e quindi « = [ oppure & = —(I + 1). La condizione al contorno (VI.12) se
r — 07 implica che o = [. In tal caso ¢; =0 e

s(s+ 20+ 1)cg + {(k* — 6¢) —de(s +1—2)}es_o = 0. (VI1.23)
Dunque ¢c; =c3=c5=---=0c¢e

de(s+1—2) — (k* — 60)0
s = 5—2)

s(s+20+1)
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dove s = 2,4,6,---. Il rapporto c,r?/c,_5 ~ (4cr?/s) se s — +oo. Quindi
scegliamo k? tale che ¢, = 0 per qualche s = 2,4,6,-- -, cio¢

k* = 4c(s + 1 — 2) + 6c, §=2,4,6,--.
Quindi abbiamo trovato gli autovalori e le autofunzioni

kfn:20(2n+3), l=nn—2n—4,...,1=0,1,2,--,
wl,n(raeﬂp) = e_CTQ(bl,n(T)Y}m(HvQO% m = —l, —1 + 17 T 7l7

(VI.24)
dove ¢p,(r) = rlv,(r) e vi,(r) & un polinomio in 72 di grado n — I. Quel
polinomio soddisfa 1’equazione

20" (r) + 2r(1 + 1 — 2cr*)v' (r) + 4e(n — Dr?v(r) = 0.

Ponendo t = 2cr? e w(t) = v(r) [tali che rv/(r) = 2tw'(t) e rv” (r) = 4t2w" (t)+
2tw'(t)] otteniamo l'equazione differenziale

3 1
tw"(t) + (1 + 5 tw'(t) + §(n —Dw(t) =0, (VI.25)
dove n —1=0,2,4,... ¢ w(t) ¢ un polinomio in ¢ di grado 3(n —1).
b. Utilizzando le coordinate cartesiane. Siccome V(r) = 2r? =

2(2* + y* + 2%), Pequazione di Schrodinger ¢ anche separabile in coordinate
Cartesiane. Infatti, scrivendo ¢ (z,y,2) = X(z)Y (y)Z(2) otteniamo le tre
equazioni

[ X7(2) + (k2 - g) X(z) =0,
LY (y) + (kg - 7792) Y (y) =0, (VL.26)
| 2(2) + (kQ - 7;) Z(2) =0,

dove k* = kI + k. 4+ kZ. Studiamo ora una delle equazioni in una variabi-
le. Ponendo X(z) = e “*¢(z) per ¢ = /7/8, l'equazione X"(z) + [k2 —
(v2?/2)]X (z) = 0 si riduce all’equazione

¢"(x) — dexd/ (z) + (k2 — 2¢)p(z) = 0. (VI.27)

Sostituendo ¢(x) = z* )", ¢,x°, otteniamo

Z [(a+s)(a+s—1)cs+ {(k2 — 2¢) — dc(a+ 5 — 2)}eso] 27572 =0,

(VI.28)
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dove c_1 = c_5 = 0. Scegliendo v = 0, troviamo ¢; =c3 =c5=---=0¢

cs  Ac(s —2) — (k2 — 2c)

= —924.6.---

Cos 8(8— 1) ) § ) Ey Yy )
risultando in polinomi in z di grado n = 0,2,4,--- se k2 = 2¢(2n + 1).
Scegliendo a = 1, troviamo ¢; =c3 =c5 =---=0¢e

4e(s — 1) — (k2 —2

G _dels=N)=(2-2) o

Cs_2 s(s+1)
risultando in polinomi in z di gradon = 1,3,5,- -+ se k2 = 2¢(2n+1). Insieme

troviamo le seguenti soluzioni X, (x) = ¢, (2)e ", dove ¢, (z) & un polinomio
di gradon =0,1,2,3,4,--- e k2 = 2¢(2n + 1). Raccogliendo X, Y e Z risulta

(VI.29)

k’2:20(2n+3), n:071a2737'”a
Y(,y,2) = e IR () g () dng (2),

dove n = nq + ng + ng.

c. Analisi dei polinomi. Sostituendo z = zv/2c e v(2) = ¢(z) si arriva
all’equazione differenziale di Hermite. Quindi i polinomi ¢, (z) nella (VI.29)
sono proporzionali a Hn(a;\/Z_c), dove H, ¢ il poinomio di Hermite di grado n.
Vale la relazione d’ortogonalita

/oo Hn(:)s\/Q_C)Hm(as\/2_6)6_2“”2 dr = M Snms

dove 0, € la delta di Kronecker.
I polinomi wy,(t) (m=n—101=0,1,2,...) soddisfano I'equazione differen-
ziale

twlr (1) + (1 + g — t)w,, (t) + mw,(t) = 0.

Quest’ultima equazione coincide con 'equazione differenziale di Laguerre per
1

o =1+ 3. Quindi wy,(t) & proporzionale al polinomio di Laguerre Lgf”)(t).

In altre parole,

1
Gin(r) = cost.r! Lgtﬁ ) (20r2).

Calcoliamo ora il numero N,, di autofunzioni linearmente indipendenti cor-
rispondenti allo stesso livello di energia, cioe allo stesso intero n = 0,1,2,.. ..
Dalla derivazione in coordinate cartesiane segue che N,, ¢ uguale al numero di
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punti (nq,n2,ng) con coordinate intere non negative per cui ny + ng + ng = n.
Dalla derivazione in coordinate sferiche segue che

#{(n1,n2,n3) € Zy :ny +ng+n3 =n} = %(n + 1)(n+2),

1
Nn = 2l 1 = —
Y. @+ =sm+1(n+2),
1=0,1,....,n
n—I[ pari
dove ci rendiamo conto del fatto che ad ogni [ = 0,1,2,3,... corrispondono

2l + 1 autofunzioni linearmente indipendenti con lo stesso livello di energia.

2.3 Atomo d’idrogeno

In tal caso V(r) = —e?/r, dove e ¢ la carica dell’elettrone. Ponendo A =
—k?% per k > 0 (ciog, richiedendo che I'energia sia negativa), 'equazione di
Schrédinger (VI.10) ha la seguente forma:

2
S"(r)+ (—/@2 + e? — W%D) S(r) =0, (V1.30)
dove [ =0,1,2,---. Sostituendo S(r) = e " w(r) otteniamo
2
w”(r) — 2k (r) + <e7 — l(l:; 1)) w(r) = 0. (V1.31)

Sostituendo ora w(r) = r* "o, ¢,r® si ottiene
{la+s)(a+s—1) = U+ 1)}es+{e* = 2r(a+ 5 — 1) }esq | ¥ = 0.
s=0

(VL.32)
Osserviamo che il termine costante nella (VI.32) coincide con (a—I—1)(a+1)co.
Scegliendo av = [ 4 1 (escludendo o = —I) otteniamo
s 2 l) — e?
¢ _Zuls+l—e s=1,2,3 . (V1.33)

o1 s(s+20+1)7

Per produrre soluzioni polinomiali richiediamo che x = (e?/2n) per n =
[+ 1,14+ 2,---.2 In tal caso risulta ¢, ; = ¢,41; = -+ = 0; dunque w(r) =
r*Lo(r), dove v(r) & un polinomio in 7 di grado n — [ — 1. In altre parole,

2 ¢!
Ky = ——> n=Il+101+2---
n 4n27 , + Y + Y )
1/1(7“7 97 SO) = ,rl—&-le—e r/2n ’Ul,n—l—l(r)ygm(ea ()0)7 m = _lv _l + 17 e al-
(VI1.34)
3GSi pone n = s+ 1, dove s = 1,2,... el = 0,1,2,.... Quindin =1,2,3,...el =

0,1,...,n—1.
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Ponendo w(r) = r'*lu(r), t = 2kr, € = 2xn e 0(t) = v(r), otteniamo
to"(t)+ (2L +2 =)0 (t) + (n—1—1)d(t) = 0. (V1.35)

Sostituendo x — ¢, a +— 2[4+ 1 e n +— n — [ — 1 nell’equazione differenziale
di Laguerre si arriva alla (VI.35). Dunque () € proporzionale a Lfﬁ_l)l(t) In
altre parole,

oA
En:—/ﬁji:—E’ n:l_i_l’l_i_z’,
n
2
W(r, 6, go):cost.’r’l“e‘eQT/Q”LfﬁJ[_I)1<%) Ym0, ), m=—1,—1+1,--- 1,

(VI.36)
doven=1,2,3,..,0=0,1,....n—1lem=—-1,—1+1,...,L
Osserviamo ora che le energie E,, = —(e*/4n?) degli stati limite dell’idroge-
no vengono determinate dall’intero n € N. Ad ogni n € N corrispondono n — 1
valoridil (I =0,1,...,n—1) e ad ogni tale [ 2+ 1 valori di m (m = —I,... ).
Quindi ad ogni n € N corrispondono

1+34+54+7+-+02n—1)=n?

valori di (I,m) (I,m € Z, |m| < 1 < n). In altre parole, per E = —e*/4n?
'equazione di Schrodinger con potenziale V(r) = —(e?/r) ha n? soluzioni
linearmente indipendenti in L?(R3).

3 Equazione di Schrodinger Periodica

a. Problemi al contorno con periodicita. Consideriamo ora ’equazione
di Schrodinger con potenziale periodico

Viz) =V(z+a;), =123, (VL.37)

dove {ay, as,az} ¢ un sistema di tre vettori linearmente indipendenti in R? e il
potenziale V (x) ¢ continuo. Allora, dato k = (ki, k2, k3) € N? si puo studiare
I’equazione di Schrodinger sotto le condiziont k-periodiche

V(z+ kja;) =w(x), j=1,2,3, v R (VIL.38)
Cio include le condizioni periodiche
V(x4 a;) =), j=1,2,3, 2R’ (V1.39)
oppure le condizioni 1-periodiche, dove 1 = (1,1,1). Una terza classe di
condizioni al contorno consiste nelle condizion: t-periodiche
V(x4 a;) =e™p(x), j=1,2,3, xR’ (VIL.40)
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dove exp(imt;) € una radice dell’unita di ordine k; (j = 1,2,3) e t = (t1, ta, t3).
Sia
A ={z1a1 + w209 + w303 : T, 9, 3 € [0, 1]} (VI1.41)

il cosiddetto parallelogramma periodo e sia
A(k) = {x1k1a1 + z2kaas + x3k3a3 : 21,72, 73 € [0, 1]}, (VI1.42)

dove k = (ky, ko, k3) € N3. L’equazione di Schrédinger con le condizioni k-
periodiche si puo considerare come un problema al contorno sul dominio li-
mitato A(k), mentre 'equazione di Schrédinger con condizioni periodiche o
t-periodiche si puo considerare come un problema al contorno sul dominio limi-
tato A. Se il potenziale V' (z) € reale, continua e periodica (seconda la (VI.37)),
allora tutti e tre problemi al contorno hanno uno spettro di autovalori reali
che si accumulano a +oo. In tutte e tre casi esiste una base ortonormale (in
L?*(A(k)) oppure in L?(A)) di autofunzioni del problema al contorno.
Per k = (kq, ko, k3) siano

Ao(k) < Ay(k) < Aqy(k) < ... (VI1.43)
gli autovalori del problema k-periodico e per t = (1, t2, t3) un vettore di radici
dell'unita

Mo(t) < M) < Mo(t) < ... (VI.44)

gli autovalori del problema t-periodico.

Si vede facilmente che una soluzione dell’equazione di Schrodinger con
condizione al contorno

Y(x + a;) = exp(2mir; k)P (x)

per opportuni interi r; € {0,1,...,k; — 1} (j = 1,2,3) soddisfa anche alle
condizioni (VI.38).

Teorema VI.1 Per k = (ky, ks, k3) € N° siano exp(int,) = exp(2mwir;/k;)
(r; =0,1,...,k; — 1) le radici dell’unita di ordine k; (j = 1,2,3). Allora le
basi ortonormali dei kiksks problemi al contorno con condizioni (ty,,tyy,tr,)-
periodiche in L?(A) possono essere messe insieme per formare una base orto-
normale del problema con condizioni k-periodiche in L*(A(k)).

Per esempio, sia k; = 2, ks = 3 e k3 = 4. Allora i vettori t appartengono
all'insieme di 24 elementi tali che il vettore (exp(it,, ), exp(it,,), exp(it,,)) vale
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uno di

(1,1,1),(1,1,4), (1,1, —-1), (1,1, —1),
(1,e,1),(1,e,9),(1,e,—1),(1,e, —1),
(1,e%,1),(1,€%,4), (1,2, —1), (1,2, —i),
<(—1,1,1),(—1,1,@’),(—1,1, 1), (—1,1, =),
(—1,e,1),(=1,¢,7),(=1,e,—-1),(=1,&,—1),
L(—1,e%,1),(—1,€2%,0), (—1,e2,—1), (—1,&2, —i),

dove e = —% +Liv3ec? = -1 - LiV3.

b. Principio variazionale. Sia F l'insieme di tutte le funzioni in A continue
e di classe C! a tratti. Per f, g € F si ha secondo identita di Green

Ht9) = [ V1) ala) + Vi) f@)afa)] do
—— [ @) (85w - V@] + [ rgldn (Vi

dove A ¢ la frontiera del parallelogramma periodo e 9/dn la derivata normale
esterna. Per f € Feg=1,(:;t) € F che soddisfa all’equazione di Schrédinger
con condizioni t-periodiche, si ha

g = WO, £ = [ J@REDE (Vi)
Per f = 1,,(-;t) si ha, grazie all’'ortonormalita delle autofunzioni,

A(t), n=m,

J(Wm(-8), ¥n(58)) = {0 n #m.

Riordinando gli autovalori in ordine crescente si trova il principio di Rayleigh-

Rit
An(t) = min J(f, )

Lebm (1), x)|2dx’
fef,}c si)bdd(isfa? alqz1<g/1.40) fA ’f( >|

(VL.4T7)

Introduciamo ora due problemi ausiliari:

a. l'equazione di Schrodinger in A con condizioni di Dirichlet ¢(z) = 0 per
r € 0A: autovalori Ay < A; < ---, base ortonormale di autofunzioni

{Wn(2) 155

4Per una matrice n x n A arbitraria si trovano cosi i numeri singolari s1 (A4) > ... > s,(A).
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b. T'equazione di Schrodinger in A con condizioni di Neumann %(aj) =0

per x € JA: autovalori vy < vy < ---, base ortonormale {x,(z)}>2,.

Anche per questi due problemi al contorno esiste il principio di Rayleigh-Ritz.
Utilizzando I'identita di Green (VI1.45) si puo dimostrare che

Un < A(t) < A, n=0,1,2,.... (VI1.48)

c. Bandi e funzioni di Bloch. Sia £, l'insieme di tutti gli autovalori A, (¢),
dove exp(int;) sono opportune radici dell'unita, e sia £ = US> L,,. Allora
L, e un intervallo chiuso e £ € un insieme chiuso. Si puo dimostrare che £
coincide con l'insieme di tutte le A per cui I'equazione di Schrodinger Ay =
A ha una soluzione limitata non banale. Si puo anche mostrare che £ ¢ la
chiusura dell’insieme di tutti gli autovalori A, (k) dei problemi al contorno per
I’equazione di Schrodinger con condizioni k-periodiche. L’insieme L si chiama
I'insieme di stabilita condizionale. 1 sottoinsiemi £,, sono i cosiddetti bandi. 1
bandi £,, sono tutti intervalli chiusi, dove i punti interni sono autovalori ma
gli estremi dell’intervallo spesso non lo sono.
Se A € L, esistono soluzioni limitate non banali dell’equazione di Schrédin-
ger del tipo
() = pla)e™, (V1.49)
dove p(z) # 0 soddisfa alle condizioni periodiche (VI.39) e ¢ ¢ un vettore reale
costante. Soluzioni del tipo (VI.49) si chiamano onde di Bloch oppure funzioni
di Bloch. Tranne per un fattore costante, le onde di Bloch sono le autofunzioni

(x;t) dell’equazione di Schrodinger con condizioni t-periodiche.
Per ogni f € L*(R") vale la cosiddetta formula di Gelfand:

/nlf(:c)l"’dxz (%)né /Ian(t)|2dt,

oy(t) = | fla)i(wd) dr

Utilizzando la formula di Gelfand si puo dimostrare che le autofunzioni ¢, (z; t)
(pern =0,1,2,... e tuttiia;(t) costituiscono una base dello spazio di Hilbert
L?(R3).

Se il potenziale V (z) & reale, continuo e periodico, allora il corrispondente
operatore di Schrodinger L = —% + V (definito su un opportuno dominio
denso in L?*(R™)) ¢ autoaggiunto e quindi il suo spettro & reale. Lo spettro
consiste in autovalori e spettro continuo. Purtroppo, gli autovalori possono,

dove
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magari, avere una moltiplicita infinita, un fenomeno che non si vede nei pro-
blemi unidimensionali. Si puo infatti dimostrare la non esistenza di autovalori
di moltiplicita finita. Lo spettro ¢ composto di bandi. La distanza tra due
bandi consecutivi tende a zero se n — oo.

Abbiamo ora discusso lo spettro dell’operatore differenziale di Schrodinger
in L?(R"). Lo spettro dello stesso operatore in L?*(A) (sotto condizioni ¢-
periodiche) oppure in L?(A(k)) (sotto condizioni k-periodiche) ¢ molto diverso
e consiste esclusivamente in autovalori di moltiplicita finita.

d. Reticolato reciproco e zona di Brillouin. Siano a; (j = 1,2,3) i tre
vettori che generano il parallelogramma periodo A. Sia

A = col(ay, as, as)

la matrice non singolare con colonne a,as,as. Per e; = (1,0,0)T, ey =
(0,1,0)07 e e3 = (0,0,1)T si ha a; = Aey, ay = Aey e az = Aes. Ora definiamo
b; = (A")e; (=1,2,3). Allora

(bg,aj) = ((AT)’lek,Aej) = (ek,A_lAej) = (ex, &) = Ok, g, k=1,2,3.

(VL.50)
Il reticolato {myb; + maby + mgbs : my, ma,mg € Z} si chiama il reticolato
reciproco R. Per un punto b € R qualsiasi abbiamo

exp(2mib - a;) =1, j=1,2,3. (VL.51)
Allora la zona di Brillouin (vedi [2]) associata ai vettori aj, as, as € I'insieme
Z ={z €R’: ||z[]s < ||z — 2mb||> per ogni 0 #£b e R}, (VIL.52)

cio¢ i punti € R3 pilt vicino all’origine che a tutti i punti dl 2R diversi
dall’origine. Per trovare Z si construiscono i non pit di 18 piani {z € R? :
|x||2 = [|z—27b]|2}, dove b & uno dei punti mq by +maobs+msbs con my, mo, m3 €
{—=1,0,1}\{(0,0,0)}. Questi piani dividono R? in domini poliedrali. La zona
di Brillouin Z ¢ il poliedro chiuso che contiene I'origine.

Per ¢ € R3 equidistante da due punti di 27R, sia 27by uno dei punti di
27R piu vicino a c. In tal caso ¢y = ¢ —2mby € Z e ||co||2 < ||c—27b||2 per ogni
b € R. D’altra parte, se ¢ non e equidistante da due punti di 27R, sia 27b il
punto di 27R pilt vicino a ¢; allora ¢y = ¢ — 21hy & 0Z e ||coll2 < |lc — 27|
per ogni b € R\ {by}. Grazie alla (VI.51), si ha

exp(ic - a;) = exp(icy - a;), j=1,2,3. (VL.53)

Si vede facilmente che Z consiste nei punti ¢y di norma euclidea minma per
cui vale la (VI.53) per qualunque ¢ € R? collegato a ¢, tramite ¢y = ¢ — 27b
con b e R.
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pannello 1

pannello 2 pannello 3

Figura VI.2: La zona di Brillouin in due dimensioni. Le freccie corrispondono
al punti £27hy, £27hy, £27(by + by) e £27(by — by), dove by e
by sono proporzionali a (5,0) e (1,2) nel pannello 1, a (12,0) e
(3,4) nel pannello 2, e a (1,0) e (0, 1) nel pannello 3.

e. Il problema al contorno t-periodico per V = 0. Sia ¢ € R? il vettore
unico che soddisfa alle equazioni

c-aj = Tt;, j=1,2,3, (VL.54)
Allora ¢ = 7(t1b1 + taby + t3b3). Se ¢ & equidistante tra due punti di 27R, sia
2mby uno di quelli e poniamo ¢y = ¢ —2mby € Z. Se ¢ non ¢ equidistante da due
punti di 27R, sia 27by il punto di 2R piu vicino a ¢ e poniamo ¢y = ¢ — 27by.
In tal caso

Y(z) = exp(i(co + 27b) - x) (VI.55)

per qualsiasi b € R ¢ una soluzione limitata non banale dell’equazione di
Schrodinger Ay + Mp = 0 per A = ||y + 27b||3. Quindi se b € R, questi valori
di A\ costituiscono gli autovalori del problema al contorno t-periodico. Non
ci sono altri autovalori del problema al contorno con condizioni t-periodiche

e le corrispondenti autofunzioni (VI.54) costituiscono una base ortogonale di
L*(A).
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Appendice A

La Funzione Gamma

La funzione Gamma e definita dall’integrale generalizzato assolutamente con-
vergente

['(z) = / et 7l dt, Rez >0, (A.1)
0

dove la convergenza assoluta segue spezzando l'intervallo di integrazione in due,
in (0,1) ed in (1, 4+o00). Infatti |[e~*¢*71| < tRe*"Lpert € (0,1) e t®le tt*7 1 —
0 se t — 400 per ogni & > 1. La funzione I' & analitica nel semipiano destro
Rez > 0.

Dopo un’integrazione per parti si ottiene facilmente

L(z+1) = 2I'(2), Rez > 0. (A.2)

Quest’identita puo essere utilizzata per definire la funzione Gamma altrove.
Prima si definisca la funzione Gamma nella striscia —1 < Rez < 0 da I'(z) =
I'(z 4+ 1)/, poi nella striscia —2 < Rez < —1, ecc. Siccome il denominatore
nell’'uguaglianza I'(z) = I'(z + 1)/z si annulla per z = 0, risulta una funzione
analitica nell’aperto C \ {0,—1,—-2,—3,---}. Negli punti z =0,—1,-2,--- la
funzione Gamma ha dei poli semplici.

Siha I'(1) = [;° e "dt = 1. Utilizzando la (A.2) risulta

I'(n+1) =nl, n=01,2---. (A.3)

Un altro valore particolare della funzione Gamma ¢ quello per z = 1/2. Si ha

(=)= / V2t dt = 2/ e du = /7.
0 0

Utilizzando la (A.2) si ottiene

1, 1:3---(2n—1)
- >

VT, n=0,1,2---. (A.4)
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Sia ora
1 w/2

Bp.q) = / ) P / (cos ) (sin )21 df,  (A5)
0 0

dove min(Rep, Req) > 0 e la trasformazione ¢ = cos?§ serve per cambiare la
prima expressione per B(p,q) nella seconda. La funzione B(p,q) si chiama
funzione beta di Eulero. Si vede facilmente che per min(Rep,Req) > 0

o0 [o¢]
= / / tp=1g0-1=(+5%) gt 45
0o Jo

(sostituendo t = pcosf e s = psin )

, w/2
(2/ Apta)=te=p dp> <2/ (cos §)* 1 (sin §)27 1 dQ)
0 0
00 w/2
(/ tpra—te=t dt) 2/ (cos 0)*~!(sin 0)?1~* do
0

=T'(p+q)B(p,9)
Quindi
B(p,q) = %, min(Rep, Req) > 0. (A.6)

Per 0 < Rez < 1 si ha

IF'(z)I'(1—2)=B(z1—2) = /01 M1 —t) 7 at

/2 0o 4
= 2/ (sin)* '(cos 0)'"* df = / dv,
0 0

1+vo

dove abbiamo sostitutuito prima ¢ = sin? 0 e poi v = tan?§. L’ultimo integrale
si puo scrivere in un’altra forma [vedi E.C. Titchmarsh, Theory of Functions,
Oxford Univ. Press, London, 1939; p. 105], cioe

T

T(2)D(1 - 2) = (A7)

sin(7z)’

valida per z € C\ Z per 'unicita delle estensioni analitiche.
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Appendice B

Integrazione secondo Lebesgue

L’integrale di Riemann non basta per studiare la fisica matematica, grazie alle
sua pessime proprieta di convergenza. D’altra parte, l'integrale di Lebesgue
copre tutte le applicazioni di fisica matematica ma non e facile da introdurre in
poco tempo. Fortunatamente lo studio degli insiemi di Borel e delle funzioni
misurabili secondo Borel ci permette a generalizzare il concetto di integrale
abbastanza ma a farlo in tempi ragionevoli.

1 Insiemi di Borel

Un sottoinsieme di R™ e detto insieme di Borel se appartiene alla famiglia
di sottoinsiemi di R™ piu piccola ottenuta dagli insiemi aperti applicando le
seguenti operazioni: 1) unione finita o numerabile, 2) intersezione finita o
numerabile, e 3) complementazione [cioe I'operazione B +— R" \ B. E chiaro
che tutti i sottoinsiemi aperti e chiusi di R™ sono di Borel. Per n = 1 gli

intervalli [a,b) = N2, (a — 2,b) e (a,b] = N2, (a,b+ +) sono di Borel.
Siano a,b € R", dove a = (a1,...,a,), b = (b1,...,b,), a1 < by, ...,

an, < b,. Allora
m([a,b)) = (by —aqy) ... (b, — ay)

¢ la misura del pluriintervallo [a,b). Per un’unione finita o numerabile F di
pluriintervalli due a due disgiunti si definisce la sua misura m(E) come la
somma delle misure dei pluriintervalli, possibilmente con m(E) = 4+o00. Allora
m([a, 00)) = 400, dove [a,+o0) = {z € R" : 21 > ay,...,2, > a,}. Siccome
tutte le palle B.(a) = {z € R" : ||z — al|s < €} sono unioni numerabili due
a due disgiunti di pluriintervalli, anche la misura di B.(a) si puo calcolare.
Osservando ora che tutti gli aperti sono unioni finite o numerabili di palle, si
puo estendere la misura a qualsiasi sottoinsieme aperto di R".

Sia X la cosiddetta o-algebra degli insiemi di Borel in R", dove o-algebra
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vuol dire una famiglia di sottoinsiemi chiusa rispetta all’'unione finita e nume-
rabile, all’intersezione finita e numerabile e alla complementazione che contiene
I'insieme vuoto e R™ stesso, insieme con la misura di Borel. Questa misura ha
le seguenti proprieta:

1. m(0) =0 e m(R™) = +o0,

2. Se {B,};2, ¢ una famiglia numerabile di insiemi di Borel due a due
disgiunti, allora U5? ; B,, € un insieme di Borel e

Di conseguenza, se {C,}2%, ¢ una successione crescente di insiemi di Borel,

allora
m (U Cn> = lim m(C,).
n=1

Purtroppo la o-algebra degli insiemi di Borel ha la proprieta che non tutti
i sottoinsiemi degli insiemi di Borel di misura zero sono di Borel. Per questo
motivo la o-algebra di Borel viene estesa a quella di Lebesgue: Un sottoinsieme

A di R” si dice misurabile (secondo Lebesgue) se esiste un insieme di Borel B

tale che la cosiddetta differenza simmetrica AAB & (A\B)U(B\A) ¢un

sottoinsieme di un insieme di Borel di misura zero. In tal caso si definisce
come la misura m(A) quella dell'insieme di Borel B. Si puo dimostrare che gli
insiemi misurabili secondo Lebesgue costituiscono una o-algebra con le seguenti
proprieta:

1. m(0) =0 e m(R") = +oo0,

2. Se {B,}2, ¢ una famiglia numerabile di insiemi misurabili due a due
disgiunti, allora Uj2, B,, ¢ un insieme misurabile e

Di conseguenza, se {C,,}°°, ¢ una successione crescente di insiemi misurabili,

allora
m <U Cn> = lim m(C,).
n=1
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E molto difficile individuare un sottoinsieme di R"™ che non ¢ misurabile.
Dall’assioma di scelta segue la sua esistenza.! Purtroppo esistono altri as-
siomi della teoria degli insiemi che conducono ad una situazione in cui ogni
sottoinsieme di R™ ¢ misurabile.

2 Integrale di Lebesgue

Si dice funzione semplice una funzione complessa ¢ definita in R™ che ha
soltanto un numero finito di valori e dove tutti gli insiemi {x € R" : p(z) =
¢} sono misurabili di misura finita. Essendo Aq,...,\,, i valori diversi della
funzione semplici ¢, si ha

“ N, x€FE;
p(r) =) Aixp, =1, D\ m

dove E, ..., E,, sono insiemi misurabili di misura finita disgiunti due a due e
X € la funzione caratteristica di E (cioe, yg(z) =1se x € E, e xyg(z) =0 se
x ¢ E). Come integrale di Lebesgue si definisce

/gp(x) dr & Z Am(E;).

Una funzione f : R™ — C si dice misurable se per ogni insieme di Borel £
in C I'immagina inversa

fUE)={xeR": f(z) € B}

e misurabile. In particolare, le funzioni continue f : R” — C sono misurabili.
Le funzioni misurabili hanno le seguenti proprieta:

1. Se f,g: R" — C sono misurabili, allora f + g e f — g sono misurabili.

2. Se f:R™ — C & misurabile e A € C, allora A\f ¢ misurabile.

Dim: La relazione # ~ y <= x —y € Q & una relazione di equivalenza in [0, 1)
che suddivide [0,1) in classi di equivalenza. Applicando I’Assioma di Scelta, sia E un

sottoinsieme di [0,1) che contiene esattamente un elemento di ogni classe di equivalenza.
def

Allora, per ogni ¢ € [0,1)NQ, E, = [(¢+E)N[0,1)]U[(¢—1+4+ E)N[0,1)] & un sottoinsieme
di [0,1) che contiene esattamente un elemento di ogni classe di equivalenza. Se E fosse
misurable, lo sarebbe anche E, per ogni ¢ € [0,1) N Q. In tal caso la misura di E, non
dipenderebbe da ¢, mentre Uge(o,1)ng Eq = [0,1). Quindi sia l'ipotesi m(£) = 0 che quella
m(E) > 0 condurebbe alla contraddizione che m([0,1)) € {0, +oc0}. Di conseguenza, F non
puo essere misurabile.
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3. Se f,g: R™ — C e misurabile, allora fg ¢ misurabile.

4. Se f : R* — C e g: C — C sono misurabili, allora go f : R* — C ¢
misurabile.

5. Se f,g : R™ — R sono misurabili, allora max(f,g), min(f,g), |f| =
max(f, —f), f+ = max(f,0) e f- = max(—f,0) sono misurabili.

6. Se fi, fa,... sono misurabili e f = lim,,_.o f,, allora f e misurabile.

Definiamo ora l'integrale di Lebesgue per le funzioni misurabili non ne-
gative. Sia f : R®™ — R* misurabile e non negativa. Allora esiste una suc-
cessione crescente di funzioni semplici non negative {f,}22, tali che f(x) =
lim, o fn(z) per ogni z € R™ (tranne in un sottoinsieme d1 misura zero). In
tal caso la successione degli integrali di Lebesgue [ f,(z)dx ¢ crescente e il
suo limite (che potrebbe essere uguale a +00) si deﬁnlsce come l'integrale di
Lebesgue della f:

/f(a:) de = lim [ f,(z)dx

n—oo

Nel seguente teorema i valori degli integrali possono essere uguali a +oc0.

Teorema B.1 (di Beppo-Levi) Sia {f,}5°, una successione crescente di
funzioni misurabili non negative. Sia f(x) = lim, o fn(z) perz € R". Allora

lim [ f.(z) dmz/f(x) dx

n—oo

Passiamo ora all’integrazione delle funzioni a valori reali. Sia f : R® — R
misurabile. Poniamo fi = max(4f,0). Allora fy : R” — R" sono misurabili

e non negative e f, — f_ = f. Poniamo ora
[ s
[ fi(z)de — [ f-( se ambedue integrali sono finiti,
def | +00 seff+ Jdx =+ooe [ f_(x)dx < +oo,
B se [ fi(z)de <+ooe [ f_(x)dr=+o0,
+00 se [ fi(z)de = [ f_(z)dr = +o0.
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Inoltre,

[ 5@l

[ fe(x)de+ [ f-( se ambedue integrali sono finiti,
def | +00 seff+ Jdz =+occ e [ f_(z)dr < +oo,
)+ se [ fi(x d:c<—|—ooeff ) dx = 400,
non definito se [fi(z)de = [ f_(z)dz = +o0.

Una funzione misurabile f : R” — R si dice sommabile se ambedue gli integrale
[ fi(z)dz sono finiti.

Per definire gli integrali delle funzioni misurabili f : R® — C, si osservi
prima che Ref : R — R e Im f : R* — R sono misurabili. In tal caso, se
sono definiti ambedue gli integrali [ Re f(z)dz e [Im f(x)dz, allora

/f( d:cd—ef/Ref(x)d:chi/Imf(:c)d:c

Una funzione misurabile f : R" — C si dice sommabile se e finito I'integrale
della funzione |f| = \/(Re f)2 + (Im f)2.

L’integrale di Lebesgue ha la seguenti proprieta:

- J(f(@) £g(z))de = ff(:c) de + [ g(z)dx

Jef(x)yde=c | f(x)

NS I @) de| < [1f (@) de.

Se {x € R": f(x) # g(x)} ha misura zero, allora [ f(z)dz = [ g(x)dx

L’ultima proprieta ¢ di estrema importanza per capire l'integrale di Lebesgue:
Il suo valore non si cambia se la funzione viene modificata su un insieme di
misura zero. Due funzione f, g come nella proprieta 4 si dicono quasi uguali.
Oppure: Si dice che f(x) = g(x) quasi ovunque.

Infine, se E e un sottoinsieme misurabile di R™, una funzione f : £ — C si
dice misurabile se la sua estensione f : R™ — C definita da

= Jfl@), ze€k,
f(x>_{o, r€R\ E,

B~ W N

¢ misurabile. In tal caso

/E fayde ™ [ Fopxe(s) do

dove xg(z) =1perxz € E e xp(x) =0 per z € R"\ E.
Discutiamo ora il seguente esempio illustrativo.
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Esempio B.2 Sia f : R" — R definita da

sin(z)
, x>0,

fla) =9 =
1, z =0.

Allora la f e continua per x > 0 e quindi misurabile. Vale l'integrale di
Riemann generalizzata

o0 N .
/ _sm(x) de ¥ lim / sin(z) dr = —.
0 x N—+oo [ x 2

Purtroppo questo integrale non e un integrale di Lebesgue. Infatti,

Q.

sin(z)
, 2n—1)mr <x < (2n—1)m,
fulg) = o A Umses@nmd
0, altrove;
sin(z)
— , 2n—1)mr <z < 2nm,
f-(x) = x ( )
0, altrove,
dove n =1,2,3,.... Osservando che
(2n—1)m 2nm
/ sin(z) dx = —/ sin(z) dx = 1,
2(n—1)m (2n—-1)m

si vede facilmente che

[ @)
/ fo(2)de

Quindi [ f(z)dz non esiste nel senso di Lebesgue.

Z 2n—1 = oo,

Ly
— = +400.
2

| \/

I ME% I

3 Alcuni Teoremi
Il seguente risultato riguarda lo scambio tra limite e integrazione.

Teorema B.3 (della convergenza dominata, di Lebesgue) Sia {f,}>2,
una successione di funzioni misurabili tali che

a. lim, o fo(x) = f(x) per quasi ogni x,
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b. per n = 1,2,3,... si ha |fo(x)| < g(x) per quasi ogni x, dove g é
sommabile.

Allora

n—oo

lim [ fu(z)dx = /f(x) d.
La seconda condizione € assolutamente necessaria.

Esempio B.4 Sia ¢ : R — R una funzione continua e non negativa tale che

lim ¢(x) =0, /_OO b(x) do = 1.

r—F00

Ponendo f,(z) = ¢(x — n), si vede facilmente che

lim [ fo(2)de =1, / lim f,(z)dx =0.
Dunque non & consentita 'applicazione del Teorema della Convergenza Domi-
nata.

Esempio B.5 Sia ¢ : R — R™ una funzione continua e non negativa tale che

6(0)>0,  lm_6(x) =0, /Z b(x) dz = 1.
Ponendo f,(x) = n¢(nz), si vede subito che f,(z) — 0 per x # 0 e f,(0) —
+00. Quindi

lim [ fu(z)dz =1, / lim f,(z)dx =0.
Dunque non e consentita 'applicazione del Teorema della Convergenza Domi-
nata.

Il Teorema della Convergenza Dominata e fondamentale e ha molti corollari
di importanza. Per esempio, sia f(-,&) : R" x  — C una funzione somma-
bile che depende in modo continuo dal parametro £ € Q. Allora [ f(z,) dx
depende in modo continuo da £ € () se esiste una funzione sommabile
g :R" — C tale che |f(z,&)| < g(x) per quasi ogni z € R" e ogni £ € 2. In-
fatti, scegliendo n € Q, basterebbe considerare una successione in {7, }>°, in
convergente ad 7 e la successione di funzioni f,(x) = f(z,n,) pern =1,2,3,...
per dimostrare il corollario.

L’ultimo risultato riguarda il cambio dell’ordine di integrazione.
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Teorema B.6 (di Fubini) Sia f: R"™™ — C, scritta come funzione di z =
(x,y) con z € R", y € R™ e z € R"™™™  misurabile e non negativa, oppure
sommabile. Allora

/an f(z)dz = / ( - flz,y) dy) dx = /m ( s flz,y) dx) dy. (B.1)

In particolare, la (B.1) vale se almeno uno degli integrali [ [ |f(x,y)|dydx e
ff|f<33',@/)\dxdy e finito.
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Appendice C

Funzioni Test, Distribuzioni e
Applicazioni

In questo capitolo discuteremo le distribuzioni, le funzioni test e loro appli-
cazioni principali. Il motivo principale per introdurre le distribuzioni nella
seconda meta degli anno 40 e stato la giustificazione rigorosamente matema-
tica della funzione delta di Dirac utilizzata in fisica teorica. Secondo i libri di
testo in fisica la funzione d(x — ) € una funzione con valori uguali a zero per
x # xg, con il valore 400 per x = xq e tale che l'integrale fé(x — o) dx = 1.
Una tale funzione non si puo inquadrare nell’ambito delle funzioni misurabli,
poiche essa si annulla quasi ovunque ma il suo integrale e uguale a 1. D’altra
parte, se f(x) ¢ una funzione, si ha

/f(:v)é(a: — x9) dx = f(x0).

Quindi si potrebbe inquadrare la funzione delta di Dirac come ’applicazione
lineare f +— f(xo) applicata ad un’opportuna classe di funzioni test f. Siccome
deve avere senso il valore della f nel punto zg, la f deve essere almeno continua.

Una possibile descrizione della funzione delta ¢ la sua rappresentazione
come caso limite di una successione {9, }>° ; di funzioni d,, abbastanza regolari
tali che

lim | f(x)d,(z — x0) dx = f(x0)

n—oo

per un’opportuna classe di funzioni test f. Per esempio, se il dominio della
funzione delta fosse la retta reale, ci sarebbero le seguenti possibilita:

a. 0,(x) = n per |z| < 5= € 6,(x) = 0 per |z] > 5

n

1
b onl®) = Z T
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d. 0,(z) = —n per |z| < 5, 6,(x) = 2n per 5= < |z| < £ e §,(z) = 0 per
2| > L.

Osserviamo che 1) 0, (z — xp) ha una peak per x = xy, 2) tende all’'infinito se
x = 0, 3) tende a zero se x # xo, e 4) verifica [7_0,(z)dz = 1.

1 Funzionali Lineari

Sia X uno spazio di Banach reale o complesso (cioe F = R o F = C).
Un’applicazioni lineare ® : X — [ tale che

|| < costiflell,  peX,
si dice funzionale lineare continuo in X. Utilizzando

[®]| = sup [Py
llell=1

per normalizzare i funzionali lineari continui si ottiene uno spazio di Banach
X*, il cosiddetto spazio duale.

Se X = F" ha dimensione finita n, esiste una corrispondenza biunivoca tra
i funzionali lineari (continui) e i vettori ¢ € F", dove

q><p=(90,¢)= Zizl ka%ka F—R,
Zk:l Sokwkv F=_C.
per ¢ = (p1,...,0n) € = (Y1,...,1,). Inoltre, se la norma & quella euclidea,
si ha ||®]| = ||«||. Di conseguenza, X* ha la stessa struttura di X.
Se X e uno spazio di Hilbert, esiste un’analoga corrispondenza biunivoca
tra i funzionali lineari continui ® in X e i vettori di X. Secondo il Teorema di

Rappresentazione di Riesz (Riesz’ representation theorem), per ogni ¢ € X*
esiste ¥ € X tale che

Dy = (p,1), peX.

Inoltre, [|®[| = [[¢]].
Generalmente X* non ha la stessa struttura di X se X e uno spazio di
Banach separabile.
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2 Funzioni Test

Sia D(R") lo spazio vettoriale di tutte le funzioni ¢ : R” — C di classe C*
che si annullano fuori di un insieme limitato. Allora gli elementi di D(R") si
chiamano funzioni test. Per esempio,

1
e — ), |z|<a
o) = Xp(|x|2—a2) l

0, |z > a,
dove © = (z1,...,x,) € R". Si vede facilmente che
a. D(R™) ¢ uno spazio vettoriale;
b. Se ¢ € D(R™), allora
oM oo
dx{t Qwln

appartiene a D(R").

D%p o, a=(ag,...,ap),

Si dice che una successione {p,, }>°_; converge a ¢ in D(R") se esiste un insieme
limitato K tale che ¢,,(z) = 0 per ogni € R"\ K (qualunque sia m) e se
D%, (x) — D%p(x) uniformemente in x € K, qualunque sia il multiindice
a=(a1,...,0p).

Spesso la terminologia funzione test viene utilizzata per gli elementi di uno
spazio vettoriale S(R™) piu esteso di D(R"). Poniamo

(14 |2])% = L+ |z .. (L +|2])P, 2= (2z1,...,2,) ER™, B=(F4, ..., 5Bn).

Allora una funzione ¢ : R" — C appartiene ad S(R") se essa ¢ di classe C*
e (1+ |z])?(DYp)(x) tende a zero se |x| — oo, qualunque siano i multiindici
a, 3. Si vede facilmente che

a. S(R™) ¢ uno spazio vettoriale;

b. Se ¢ € S(R"), allora
g1 oo
oz Orgn

D% = a=(ag,...,ap),
appartiene a S(R™).
Si dice che una successione {¢,, }5°_; converge a ¢ in S(R") se, per ogni insieme
limitato K, (1 + |z|)?(D%m)(x) — (1+ |z|)°(D*p)(x) uniformemente in = €
K, qualunque siano i multiindici o = (1,...,a) e B=(01,...,0n)
E chiaro che
D(R") c S(R") € L'(R™) N L*(R™).
La vera sorpresa ¢ che D(R") sia un sottospazio lineare denso in L'(R™) e in
LA(R™).
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3 Distribuzioni

Una funzione misurabile f : R™ — C si dice localmente sommabile se converge
finito I'integrale [, |f(z)|dx per ogni insieme limitato £ in R". L’insieme di
tutte le funzioni localmente sommabili ¢ uno spazio vettoriale: L (R™).

Essenzialmente una distribuzione ¢ un funzionale lineare: Per una distri-
buzione f e una funzione test ¢ si consideri il prodotto scalare (inglese:

pairing)
(fre) = | fla)p()d.
R”
Purtroppo, invece di considerare due funzioni f,p € L?(R") si prendano una
distribuzione f in uno spazio vettoriale piu esteso e una funzione test ¢ in uno
spazio vettoriale piu ristretto tali che

lim (f,om) = (f,¢)

m—00

per ogni successione {¢,, }>°_; che converge a ¢.
Piu precisamente, D'(R™) ¢ I'insieme di tutti i funzionali lineari f in D(R")
tali che
Jim (f,om) = (£, )

per ogni successione {p,,}5°_, in D(R™) che converge a ¢. Identificando f €
L! (R") con il funzionale lineare

loc

o (o) = [ f@ptayda = [ fa)pld,

dove K e una regione limitato K fuori della quale si annulla la ¢, si vede
facilmente che
L*(R") C L} (R") C D'(R").
Ovviamente D'(R™) ¢ uno spazio vettoriale.
In modo analogo si definisce S'(R™) come l'insieme di tutti i funzionali f

in S(R") tali che
Tim (f, om) = (f,%)

per ogni successione {p,,}°°_; in S(R™) che converge a ¢. Ovviamente S’(R")
€ uno spazio vettoriale tale che

L*(R™) c S'(R") c D'(R™).

Purtroppo esistono funzioni localmente sommabili non contenute in S’(R").
Per esempio, €/l appartiene ad L! (R") ma non appartiene a &'(R"). Fortu-
natamente le distribuzioni che importano alle applicazioni principali, appar-
tengono a §’'(R") (e quindi a D'(R")).
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Una successione { f,,}5o_, in D'(R") (risp., in S’(R™)) converge a ¢ se
Tim (fim, ) = (f,9)

per ogni ¢ € D(R™) (risp., per ogni ¢ € S(R™)).
Discutiamo ora alcuni esempi.

a. Dato il punto xg € R"”, il funzionale

@ — ¢(wo)

appartiene a S'(R") (e quindi a D’(R™)), poiché per una successione
{om}_, convergente a ¢ in S(R") si ha ¢, (zg) — ¢(xp). Questa
distribuzione si chiama la distribuzione delta di Dirac:

(5%7 QO) = gp(x()).

b. Dato zy € R, il funzionale

sOH/mw(l‘)da?

appartiene a S'(R) (e quindi a D’(R)), poicheé per una successione qual-
siasi {¢om }2°_; convergente a ¢ in S(R) si ha

/x oo (o) d — / oo o) da.

Questa distribuzione si chiama la funzione di Heaviside:

(Hm¢%=ljﬂ@¢w=1:H@—wdﬂ@dﬂ

Si vede facilmente che H(- — xg) € L

loc

(R).

c. Una funzione localmente sommabile tale che per un certo m > 0

/umm+mwmm<+w

appartiene a S’'(R").

Per due funzioni f,p € S(R™), cioé per due funzioni f,¢ : R* — C di
classe C* che si annullano rapidamente se |z| — oo, abbiamo

(D*f, @) = (=1)l!(f, D),
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qualunque sia il multiindice o = (o, ..., a,) e per |af = a1 +. ..+ ay,. Infatti,
per dimostrarlo si facciamo «; integrazioni per parti rispetto alla variabile x1,
«ip integrazioni per parti rispetto alla variabile xs, ecc. Ad ogni integrazione
per parti si guadagna un meno e ci sono |«/| integrazioni per parti in tutto. Tale
formula si puo ora utilizzare per definire D*f per f € D'(R") e ¢ € D(R")
loppure: per f € S'(R") e ¢ € S(R")]. La derivazione D*f non ¢ quella
classica. Tale derivazione si chiama derivazione debole.' La derivazione debole
¢ una trasformazione lineare continua nel seguente senso: Se {fn,}ro_; ¢ una
successione che converge a f € §'(R") (risp., a f € D'(R™)), allora {D* f,,,}5°_,
converge a D*f € §'(R™) (risp., a D*f € D'(R™)). Cio ¢ chiaro, poiche

(D fn,0) = (1) (fi, D) — (=1)1°U(f, D) = (D", ),

qualunque sia la funzione test .
Per esempio, calcoliamo ora la derivata debole H, della funzione di Hea-
viside H,,, dove xy € R. Infatti, per ¢ € S(R) si ha

<;Ww:%mmw:—/mw@m:—wwmm:m%wﬁ%wx

o

e quindi
H, = 04,
essendo la distribuzione delta di Dirac. Purtroppo, non vale la relazione
L H(x— 20) = 6z — x0)
— H(x —xg) =6(x —x
I 0 0

in modo classico, poiche la derivata classica non esiste per x = x.

4 Trasformata di Fourier

4.1 Trasformata di Fourier negli spazi L' e L?

Sia f : R™ — C una funzione sommabile. Allora I'integrale (di Lebesgue)

ﬂagﬂmaz/ﬂmwwwa ¢ R,

¢ assolutamente convergente e |f(&)| < ||f|x, dove ||f]l; = [ 1f(z)|dx & la
norma L' di f. In tal caso si definisce una funzione
& FIAIE) = f(©)

!Tecnicamente i due pairing (D, D) e (S§’,S) conducono a due derivazioni deboli diversi,
ma in pratica non ¢’¢ alcuna differenza, poiche le nostre distribuzioni appartengono a S’'(R™).
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su R™ che si chiama la trasformata di Fourier della f. Segue che f (£) & continua
in £ € R™.

Proposizione C.7 Sia f € L'(R"). Allora F[f](§) ¢ continua in & € R" e

tende a zero se |€] — +00.?

Siano f,g € LY(R™). Allora F[f], F[g] € L>*(R"). In tal caso risulta per

f,g € L*(R")
-/ { [ #@pees dx} 9(6) de

= [ 1) | [ st ae| o = (1.9 (1)
s ]

-1 g(&)ewdg] o= (f5(-€)e  (C2)

Inoltre, (). ¢ il prodotto scalare complesso di L?(R™), mentre (-,-) & quello
reale.
Siano f,g € L'(R™). Allora il prodotto di convoluzione

(9@ = [ f)ate—v)dy = [ o~ y)at)dy

conduce ad una funzione f * g € L'(R"™). Segue che

fxg=gx*][ (f*xg)xh=[fx(gx*h),

dove f,g,h € L*(R™). Applicando la trasformazione z = x — y con y fissato si

ha
F[f *g](¢ /(/f gz —y dy> —i(2.) g
_ / ( / Fy)e 9 g2y dy) dz = f(©a(6).  (C3)

In altre parole, la trasformata di Fourier manda L'(R™) con il prodotto di
convoluzione in C'(R™) con il prodotto algebrico usuale.
Consideriamo ora la trasformata di Fourier su L?(R").

2La seconda parte si chiama il Lemma di Riemann-Lebesgue.
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Teorema C.8 (di Plancherel). Sia f € L'(R™) N L*(R"™). Allora

o [ VP = [ @P e (©4)

Inoltre, F ammette un’estensione lineare ad L*(R™) che soddisfa (C.4) per ogni
f € L*(R") ed ¢ un operatore invertibile su L*(R").

Dimostrazione.  Prima diamo la dimostrazione per n = 1.
Sia f una funzione continua e regolare a tratti con supporto in (—m, 7).
Allora la serie di Fourier di f converge uniformemente ad f in x € [—m, 7]

flx) = % + Z (ay, cos(nx) + b, sin(nz))

n=1
) > an_an inx an+an —inxz | __ - mnx

dove ¢, = (1/27) [T f(x)e " dx = (27)~ f(n) e

[ i@ =x (% +3 (ol + rbm)

00 1 R
=2 Y Jal=5- 3 1P

n=—oo n=—oo

Siccome ¢, e f] = (2n) f(n + t) per ogni n € Z,t € R e |f(z)]? =
le=™t f(x)|?, risulta

[ = [ 7 F @) dede

1 < [ 1 [ .
=5 X [ opa=g [ 1©Pae

Se f ha supporto compatto in R, si scelga ¢ > 0 tale che g(z) = /2 f(cx)
ha supporto in (—m, 7). In tal caso

| ls@ra= [ gt

[e.9] —00
1 oo o0

o LG = MG

27T —00 —00
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Se f € LY(R)NL*(R), approssimiamo f da funzioni continue e regolari a tratti
con supporto compatto e troviamo la stessa relazione.

L’equazione (C.4) dimostra che F' puo essere estesa ad un operatore lineare
F da L*(R) in L*(R) che soddisfa (C.4). Infine, siccome F' manda il sottospazio
denso L'(R) N L*(R) di L*(R) nel sottospazio denso C(R) N L*(R) di L*(R) e
I'immagine di F ¢ chiuso, F' ¢ un operatore invertibile su L*(R).

La generalizzazione ad n € N segue applicando n trasformazioni di Fourier
unidimensionali in seguito. O

Corollario C.9 Sia f € L*(R"). Allora l’operatore inverso ha la forma

FRUAE) = G U6 = s [ f@e e (C)

Dimostrazione.  Si ricordi che (-,-). e il prodotto scalare complesso in
L*(R™). Allora per f,g € L*(R™) N L*(R") segue

(Flf],9)e = (FIf],9) = (f, Flg]) = (f, Flgl(=€))e,
e questa relazione si generalizza per f,g € L*(R"). Dalla (C.4) segue che
(f;9)e = 2m) " (F[f], Flg)e = 2m) " (f, FIF[g]}(=))e,
dove f,g € L*(R"™). Siccome f, g sono arbitrarie, & valida la (C.5). O

Dal Corollario C.9 si vede subito che (27)™™2F & un operatore lineare uni-
tario sullo spazio di Hilbert complesso L?*(R"™). L’applicazione dell’operatore
lineare (27)~"/2F ad una funzione f € L?(R™) non ne cambia la norma L2.

4.2 Trasformata di Fourier in S’(R")

La proprieta rimarchevole della classe S'(R™) consiste nel fatto che 'operazione
di trasformazione di Fourier non porta fuori dai limiti di questa classe.

4.2.a Trasformazione in S(R")

Visto che le funzioni appartenenti a S(R™) sono sommabili in R", su queste
funzioni e definita 'operazione F' di trasformazione di Fourier

ﬂ@=FM@%i/Mwe%”w, o€ SR™.

In questo caso la funzione F[p|(£) la quale rappresenta la trasformata di Fou-
rier della funzione ¢, e limitata e continua in R™. La funzione ¢ decresce
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all'infinito pit rapidamente di qualunque potenza positiva di 1/|z| e percio
la sua trasformata di Fourier puo essere derivata sotto il segno d’integrale un
numero di volte arbitrario:

DFlel(§) = /(—ix)o‘@(ﬂf)@_i(g’x) d = F|(—ix)"¢](£), (C.6)

da cui segue che f = Flp] € C=(R"). Inoltre, possiede le stesse proprieta ogni
derivata D%p e quindi

= ()i [ plae € do = (i6)" [ plape € do.
(C.7)

Infine, dalle formule (C.6) e (C.7) si ottiene

£7D¢(€) = (=1)°(i€) Fl(—ix)*¢)(€) = (=) “HPIF[D(ap))(€).  (C.8)

Dall'uguaglianza (C.8) segue che per tutti gli o, 3 i valori di £#D*F|](€)
sono uniformemente limitati rispetto a £ € R":

€D F)(6)] < / D%(2%p)| do. (C.9)

Cio vuol dire che F[p] € S(R™). Dunque, la trasformata di Fourier trasforma
lo spazio S(R™) in se stesso.

Visto che la trasformata di Fourier F[y] di una funzione ¢ appartenente
a S(R™) & una funzione sommabile e continuamente derivabile su R", allora,
siccome € L*(R"), la funzione ¢ & espressa in termini della sua trasformata
di Fourier F[¢] mediante 'operazione di trasformazione inversa di Fourier F~!:

o= F[Flgl] = FIF'[¢]] (C.10)
dove
P = e [ 906 d = Ul

— G [ PO e = P9, (CaD

Dalle formule (C.10) e (C.11) deriva che ogni funzione ¢ appartenente a S(R")
¢ la trasformata di Fourier della funzione ¢ = F~1[p] appartenente a S(R"),
con ¢ = F[¢], e se Fp] = 0, anche ¢ = 0. Cio vuol dire che la trasformazione
di Fourier F' trasforma S(R™) in S(R") ed inoltre in modo univoco.
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Lemma C.10 La trasformazione di Fourier F e un’applicazione continua da
S(R™) in S(R™).

Dimostrazione. ~ Supponiamo che ¢ — 0 per k — +oo in S(R"). Allora,
applicando la (C.9) alle funzioni ¢y, si ottiene per tutti gli o, 5

D) < [ 1D°6 )] ds

dy
< DP(z® 1+ ”“/ —_—
< ;cséllgl ’ (37 Sok)’( |CIZ|) (1 T |y‘)n+1

da cui segue che
lim sup [€”DFlgi](€)] = 0,

k—oo ¢cprn

cioe Flpx] — 0 per k — oo in S(R™). Il lemma ¢ dimostrato. O

La trasformazione inversa di Fourier F'~! possiede proprieta analoghe.

4.2.b Trasformazione di Fourier in S'(R")

Assumiamo 'uguaglianza (C.1) come definizione di trasformata di Fourier F'[f]
di qualunque distribuzione f € §’'(R"):

(Flfl, o) =(f.Fle),  [eSRY), p€SER). (C.12)

Verifichiamo che il secondo membro di quest’uguaglianza definisce un fun-
zionale lineare continuo su S(R™), cioe che F[f] € S’'(R"). Infatti, visto che
Flp] € S(R™) per tutte le ¢ € S(R™), ¢ — (f, F[¢]) € un funzionale lineare
su S(R™). Supponiamo che ¢, — 0 per k — oo in S(R"). Per il Lemma
3.1, Flex] — 0 per k — oo in S(R™) e quindi, in virtu del fatto che f appar-
tiene a S'(R™), si ha (f, Flpr]) — 0 per k& — oo, di modo che il funzionale
¢ — (f, Flg]) ¢ continuo su S(R™). Dunque, l'operazione di trasformazione di
Fourier F' porta lo spazio §’'(R") in &'(R").

Inoltre, F' ¢ un’operazione lineare e continua da S'(R") in S'(R™). La
linearita di F' e evidente. Dimostriamo la sua continuita. Supponiamo che
fr = 0 per k£ — oo in §'(R™). In questo caso, in base alla (C.12), si ottiene
per tutte le ¢ € S(R™)

(Flfel, o) = (fr Flg]) = 0,k — o0

Cio significa che F[fy] — 0 per & — oo in §’(R"), cioe 'operazione F' ¢
continua da &'(R") in &'(R").
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Introduciamo in §’(R™) ancora un’operazione di trasformazione di Fourier
che denotiamo con F~1:
1
(2m)"

Ff] = Fif(=z)l,  feSR). (C.13)

Dimostriamo che 'operazione F~! & un’operazione inversa di F, cioe
FHFfl=/f  FIFfI=f  feSR. (C.14)

Infatti, dalle (C.10)-(C.13) per tutte le ¢ € S(R™), si ottengono le uguaglianze

. 1 1
(FFfI] ¢) = (QW)H(F[F[f](—g)],cp) _ (zmn(F[f](—é)aF[@])
- (zi)n(F[f]vF[sO](—&)) = (F[f], F~ o)) = (f, F[F el

= (f.0) = (., FFlpll) = (F'f], Fle]) = (FIE'[f]], ),

dove abbiamo utilizzato le corrispondenti proprieta in S(R") al sesto ed al
settimo passaggio.®> Ora seguono le formule (C.14).

Dalle formule (C.14) deriva che ogni distribuzione f appartenente a S'(R™)
¢ la trasformata di Fourier della distribuzione g = F~![f] appartenente a
S'(R™), con f = Flg|, e se F[f] = 0, si ha anche f = 0. Abbiamo, quindi,
dimostrato che le trasformazioni di Fourier F' e F~! trasformano &'(R") in
S’'(R™) in modo biunivoco e continuo.

Supponiamo che f = f(z,y) € S'(R"*) dove € R™ ed y € R™. Introdu-

ciamo la trasformata di Fourier F,[f] rispetto alle variabili z = (x1, z9, - , 2,),
ponendo per qualunque ¢ = p(z,y) € S(R"™)
(Flf],0) = (f, Fele])- (C.15)

Come nel Lemma 3.1, si stabilisce che

Felol(z.y) = / (€, y)eE de € SRM™)

e 'operazione F¢[yp] ¢ continua da S(R™™) in S(R"*™), di modo che la for-
mula (C.15) definisce realmente una distribuzione F,[f]({,y) appartenente a
S’ (R™+m).

Esempio. Dimostriamo che

Fl6(z — xp)] = e7¥&0), (C.16)

3Si noti che S(R™) C L*(R").
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Infatti,

(F[6(z = m0)], ) = (0(z — @0), F[]) = Fle](x0)
= / p(E)e e dg = (7™ ), p e SR").

Ponendo nella (C.16) x¢ = 0, si ottiene

F[6] =1, (C.17)
da cui .
di modo che
F[1] = (2m)"(§). (C.18)

4.2.c Proprieta della trasformazione di Fourier

(a) Derivazione della trasformata di Fourier. Se f € S'(R"), si ha
D°F|f] = F[(—ix)* f]. (C.19)
Infatti, utilizzando la (C.7), si ottiene per tutte le ¢ € S(R")

(DF[fl,¢) = (=1)I(F[f). D) = (=1)I(f, F[D*¢])
= (=1)1(f, (i2)* Fl¢]) = ((—iz)* f, F[]) = (F[(ix)*f], ),

da cui segue la formula (C.19). In particolare, ponendo nella (C.19)
f =1 ed utilizzando la formula (C.18), abbiamo

Fla®)(€) = i D*F[1)(¢) = (2m)" i1 D*5(¢). (C.20)
(b) Trasformata di Fourier della derivata. Se f € S'(R"), si ha
F[D"f] = (i€)°Ff]. (C.21)
Infatti, utilizzando la formula (C.6), si ottiene per tutte le ¢ € S(R™)

(FIDPf],0) = (D°f, Flgl) = (=1)°(f, D"F[y])
= (=1)7I(f, F(~i&)"¢]) = (~=1)(Ff], (=i&)°p) = ((i€) Ff], 0),

da cui segue la formula (C.21).
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(c) Trasformata di Fourier di una traslazione. Se f € §'(R"), si ha
P[f(x = wo)] = 707 Pf]. (C.22)
Infatti, abbiamo per tutte le ¢ € S(R")

(F[f(z = m0)], ) = (f(z — x0), Fl]) = (f, Fll(z + o))
= (f, Flpe™"@08)) = (F[f], e Op) = (eI F[f], ),

da cui segue la formula (C.22).

(d) Traslazione della trasformata di Fourier. Se f € §’'(R"), si ha

FIfI(€ + &) = Fle" f](€). (C.23)

Infatti, utilizzando la formula (C.22), si ottiene per tutte le ¢ € S(R"™)

FIfIE+ &), ) = (FIf], (€ = &) = (f, Flp(€ = &)])
= (f, "I Flp]) = (O f, Flg]) = (F[© f], ),

da cui segue la formula (C.23).

(e) Trasformata di Fourier di rescaling. Se f € §'(R"™), per tutti i valori
reali di ¢ # 0 si ha

Fifel©) = 1 (£). (©21)
poiche per tutte le ¢ € S(R™) abbiamo
(FUfen)). ) = (o). Flel) = 1z (17161 (£))
_ 1 oi(26) _ N e—i@E) gety — :
o (7 [ e 9ag) = 1 [ wtere 0 ae) = (1, Flptee)

= (F1f)pte) = o (7101 (£) ).

|

5 Distribuzione in un Dominio

Sis 2 un sottoinsieme aperto di R”. Allora D(f2) sara lo spazio vettoriale di
tutte le funzioni ¢ : Q@ — C di classe C* che si annullano fuori di un sot-
toinsieme chiuso e limitato di 2. Una successione {¢,,}5°_; in D(Q2) ¢ detta di
convergere a ¢ se esiste un sottoinsieme chiuso e limitato K di €2 fuori del quale
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si annullano tutte le funzioni ¢,, e tale che (D%p,,)(z) tende a (D%p)(z) uni-
formemente in x € K. Osserviamo che per 2 = R" la definizione di convegenza
coincide con quella precedente. Evidentemente ogni funzione test ¢ € D()
puo essere estesa ad una funzione test in D(R") definendola uguale a zero
fuori del dominio €2. Di conseguenza, la distribuzioni appartenenti a D’(R")
si possono applicare all (estensioni delle) funzioni test in D(£2). Ora definia-
mo D'(€2) come lo spazio vettoriale di tutti i funzionali lineari f in D(2) che
sono continui nel seguente senso: Se {p,,}5°_, converge a ¢ in D(N), allora
(f,om) — (f,¢). In particolare, se f € L. (R™) si annulla fuori di Q quasi
ovunque, allora f € D’(Q2). Piu precisamente,

(1:9) = [ 1@0ela)ds, oD@
Le derivazioni deboli si definiscono ora in D’(€2) in modo naturale:

(D f,¢) = (=1)l°l(f, D), f €D (Q), ¢ € D),

qualunque sia il multiindice a.
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