Cap lll: Equazioni di Toeplitz e Equazioni
Integrali di Wiener-Hopf a Blocchi

In questo capitolo discutiamo la teoria dei sistemi di equazioni di Toeplitz e
guella dei sistemi di equazioni di Wiener-Hopf. Tali sistemi di equazioni si pos-
sono rappresentare da un’equazione di Toeplitz oppure un’equazione integrale di
Wiener-Hopf, dove la soluzione e il termine noto sono successioni o funzioni a
valori vettoriali e il simboloe una funzione continua a valori matriciali. 1l me-
todo di risoluzioned essenzialmente quello nel caso scalare: la fattorizzazione di
Wiener-Hopf del simbolo. Essenzialmente, se il simbolo ha una fattorizzazione
canonica, si possono ripetere tutti i passaggi nelle derivazioni scalari; ovviamente
bisogna stare attento a non scambiare fdttdn tal caso si arriva alla soluzio-
ne unica del sistema di equazione. La generalizzazione della fattorizzazione non
canonicae piu complicata e conduce ai cosiddetti indici parziali al posto di un
singolo indice del simbolo. La dimostrazione dell’'esistenza di tale fattorizzazione
e molto pi difficile che nel caso scalare.

Presentiamo ora alcune definizioni. Sianoc Nep > 1. SeE € un sottoin-
sieme non vuoto dZ (per esempiadZ stessoZ., —N), (¢ (E) & l'insieme di tutte
le successioniz,,),cr in C™ tali che

1/p
(@) el = [Z llxnllp] (0.1)

nek

e finito; con questa norm@, (E) diventa uno spazio di Banach complesso. Inol-
tre,/? ., € lo spazio di Banach complesso di tutte le successignj,c z in C™*™
('insieme delle matrici complesse di ordime) tali che (0.1)e finito. SeF € un
sottoinsieme misurabile d di misura positiva (spess@® stesso{0, co) oppu-

re (—o0,0)), LP (E) € lo spazio di Banach complesso delle funzioni misurabili

1Adesso i fattori sono matrici, non sonaipiumeri scalari.
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e finito. Inoltre,L? ., (F) & lo spazio di Banach complesso di tutte le funzioni
misurabili f : E — C™>™ tali che (0.2)e finito. Nelle parti a destra della (0.1)
e (0.2), la normd| - || € una norma arbitraria i€ o C™*™. Nel casop = 2
sceglieremo spesso la norma Euclidea per i vettofiire la norma spettrale per

le matrici complesser x m2.

1 Sistemi lineari di Toeplitz a blocchi

Consideriamo ora il sistema di Toeplitz a blocchi
Z Qi T5 = bi, 1= 0, 1, 2, SR (11)
j=0

dove (z;)2, e (b;):2, Sono successioni con termini @™ e (a;);cz € una suc-
cessione di matrici complesse di ordime Ovviamente, ponende; = (z5)™,
b; = (b5)™, ea; = (a;”)"._,, Si pw riformulare I'equazione (1.1) come

i Jr,s=11

o0 m
E E T8 s _ KT N —
al*]x‘]_bz7 2—0,1,2,"-,7“—17-",7’)1.

7j=0 s=1

E pill commodo studiare questi sistemi di equazioni nella forma (1.1). Si suppone
che(z;)52,, (b;)32, € 7 (Z.) per qualche > 1 e (a;)icz € 0., (Z).

Estendiamo (1.1) a tutti gli intefj ponendor; = — Zj‘;o a;,—jz; eb; = 0 per
i=---,—2,—1. Allora (z;)cz, (b;)icz € ,(Z). Introducendo le trasformate di
Fourier discrete

. . R . ,
Ty(2) = Z?ZO 2wy, T_(2) = oo 2T,
z) = Ziez Z'ag,
dovez € T, arriviamo al problema di Riemann-Hilbert

i(2)ip(2) +2_(2) =by(z), zeT. (1.2)

2Se| - ||2 & la norma Euclidea i©™, allora ||A|| = sup{||Az||z : ||z|2 < 1} & la norma
spettrale della matrice complessax m A. Questa norm& uguale all’autovalore pigrande
della matricg A* A)'/2.
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Supponiamo ora che esista ua#torizzazione di Wiener-Hopf canonica
a(z) = a_(z)ay(2), z €T, (1.3)
dove i fattoria. (z) hanno le seguenti propraet

(a) Esistono le successiotiv; )%, € (1, (Z;) e (w;))__. € ¢L.(Z_) tali che

1=—00

) 0
= Z 2w a_(z) = Z 2wy
=0 1=—00
dunquei, (z) € continua pefz| < 1 e analitica pefz| < 1. D’altra parte
a_(z) e continua petz| > 1, tende a zero se — oo edé analitica per
|z| > 1.
(b) detas(z) # 0 per|z] < 1ledeta_(z) # 0 per|z| > 1 e nel limite se
Z — OQ.
Il Teorema di Wiener (vedi 'appendice) implica I'esistenzd i), € ¢} (Z.)
edi(¢,))__ €l (Z ) taliche

o0
= Z 2, a_(2)'= Z 2y,
i=0 ;

Sostituendo (1.3) in (1.2) e moltiplicando dalla sinistra fiefz)~! arriviamo
alluguaglianza

1=—00

ay (2)2(2) +a_(2)'2_(2) = 2_(2) by (2), z €T, (1.4)
dove
P b= ) LZ w b
= Z [Z U;— ] Z [Z ui_jbj] . (15)

Separando (1.4) in un termine analitico nel disco unitario e un termino analitico
fuori del disco unitario e nullo all'infinito, si trovano

iy (2)2( Z [Z Ui_j ] a_(2)"'i_(2) Z [Z Ui_j ]

=0 i=—00
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Togliendo le trasformate di Fourier discrete si arriva all’espressione

T, = ZZ: Ei—’r i ur—jbja 1= O, ]_, 2, et (16)
r=0 j=r

Abbiamo dimostrato il seguente risultato [3].

Teorema 1.1 Se il simbolai(z) ha una fattorizzazione di Wiener-Hopf canonica,
allora per qualsiasi(b;)%°, € ¢} (Z,) il sistema di Toeplit{1.1) ha la soluzione
unica

xT; = Z ’%ij, 1= 07 ]., 2, ey, (17)
=0
in ¢} (Zy), dove
min(%,5)
Yij = Z éi—rur—j'
r=0

Il teoremae stato dimostrato soltanto per= 1, ma la formula risolvente (1.7)
ci d& una soluzione unici;)2, € % (Z) per qualsiasib; ), € - (Z.).

2 Sistemi di equazioni di Wiener-Hopf
Consideriamo ora I'equazione integrale di Wiener-Hopf
f(t) — / k(t —7)f(T)dr = g(t), 0<t<oo, (2.1)
0

dove f,g € L?,(0,00) per qualches > 1 ek € L. (R). Questequazione si
puod anche scrivere nella forma

A5 / TR - D) dr = g,(t),  0<t< oo

dover =1,--- ,m.
Estendiamo I'equazione (2.1) a tutta la retta reale, ponendo

£(t) = / Tkt — ) f(s)ds,  g(t) =0,
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pert < 0. Allora f € L (R). Introducendo le trasformate di Fourier

Fo) = J e @), ) = [0 eyt
G0 = [ Mgty dt, k() = [ eME(L) dt,

arriviamo al problema di Riemann-Hilbert
L= EO)] )+ ) = 3.0, AER (2.2)

dovel,, e la matrice uné di ordinem. Supponiamo ora che esista una cosiddetta
fattorizzazione di Wiener-Hopf canonica

~

LI — E(N) = W_( MW, (M), A €ER, (2.3)
dove i fattoril¥ () hanno le seguenti propraet

(a) Esistono le funzioniv, € L;,.,.(0,00) ew_ € L}

mxXm mxXm

(—o0,0) tali che

oo 0
Wi\ =1, — / e, (t) dt, W_(\) =1, — / eMaw_(t) dt;
0

—0o0

dunque,lV, () e continua in Im\ > 0, tende adl,, se A — oo nel se-
mipiano superiore chiuso edanalitica in Im\ > 0, e IW_(\) & continua
inIm\ < 0, tende ad/,, se\ — oo nel semipiano inferiore chiuso e
analitica in Im\ < 0;

(b) det W, (A) # 0 nel semipiano superiore chiusodet W_(\) # 0 nel
semipiano inferiore chiuso.

Il Teorema di Wiener (vedi I'appendice) implica I'esistenza di funzioni €
L. .(0,00)ey_ €Ll . (—o00,0) taliche

mxXm mxXm

00 0
W\ =1, + / My () dt, W_(\)'=1,+ / ey (t) dt.
0 _

(e 9]

Sostituendo (2.3) in (2.2) e premoltiplicando p&r (\)~! otteniamo

Wi +W ) ) =W ()10, AeR, (2.4)



dove

W) = [ o+ [T - s

= /Ogje’” [g(t) + /too V- (t = s)g(s) dS} dt
+/O M {/Ooofy_(t—s)g(s) ds] dt. (2.5)

—00

Separando (2.4) in un termine analitico nel semipiano superiore e un termine
analitico nel semipiano inferiore, otteniamo

WL = [T e g+ [T (s as]
W)\ = / D [ /O ot = 9)g(s) ds} dt.

— 00

Quindi fort > 0 troviamo (togliendo la trasformata di Fourier)
£ =9+ [ -t lg(r)dr
h t— h (s — dr| ds. 2.6
b [Tte=9 oo+ [T nnar s @)

Abbiamo dimostrato il seguente risultato [3].

Teorema 2.1 Se il simbolal,,, — k()\) ha una fattorizzazione di Wiener-Hopf ca-
nonica del tipo(2.2), allora per qualsiasy € L2, (R) I'equazione di Wiener-Hopf
(2.1)ha la soluzione unicg € L?,(R) data dall’espressione

f(t)=g(t)+ /Ooo’y(t, s)g(s) ds, t >0, 2.7)

dove

vt —8) + /87+(t —T)y_ (T —s)dr, t>s>0,
~y(t,s) = 0 (2.8)

t
7_(t—s)+/7+(t—7)7_(7—3)d7, s>1t>0.
0

Il teoremae stato dimostrato soltanto pee 1, ma la formula risolvente (2.7)
ci da una soluziong € L2 (R) per qualsiasy € L2 (R).
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3 Fattorizzazioni di Wiener-Hopf

Sial’ una curva chiusa, semplice e rettificabile nella sfera di Riemang, (il
piano complesso piil punto all'infinito) con un orientamento che divide il piano
complesso esteso in un apeflq e un apertd2_ talicheQ, UQ_UTl' =C, e
una partizione della sfera di Riemann. Supponiama(thsi trovi alla sinistra di
I e )_ alla destra di’. Si vede subito ch& e Q. = Q. U T sono sottoinsiemi
compatti della sfera di Riemann. Per esempio; T,Q), = {z € C: |z| < 1} e
Q_={ze€C:|z] >1}U{oco}. Oppurel’ =RU {0}, Q2 ={A e C:ImX >
0}eQ_={XAeC:ImA < 0}.

Sia.A un’algebra di Banach di funzioni a valori matriciali x m sulla curva
I" tale che

max £ < /e fed EX

Allora A si dice R-algebrasulla curval” se I'insieme di tutte le funzioni razionali
(cioé, matricim x m i cui elementi sono funzioni razionali) con poli fuori della
curval’ & denso ind. Ora scegliamo due punti fissiy. € Q3.

Teorema 3.1 Sia.A una R-algebra di funzioni continue a valori matriciati x m
sulla curva chiusa, semplice, rettificabile e orientétin C U {o}, e sianawy €
(2. Se l'algebraA si scompone nella somma diretta

A=A +A, (3.2)

dove A, & l'algebra di tutte le funzioni¥ € A a valori matriciali che hanno
un’estensione ad una funzione continudln e analitica inQ2, e A_ & l'algebra

di tutte le funzionil’’ € A a valori matriciali che hanno un’estensione ad una
funzione continua if)_, analitica in)_ e zero inw_, allora ogni W € A tale
chedet W non si annulla inl’, si pw fattorizzare nella forma

W(z) = W_(2)D(2)W,(z), zel, (3.3)
dove i fattori hanno le seguenti propréet

(a) W, & continua in), e analitica in, edet I/, non si annulla in),;
(b) W_ & continua in)_ e analitica inQ)_ e det W_ non si annulla inQ)_;
(c) W, eW ' appartengono a4 ;

3Sel' =T, si scelgonav, = 0ew_ = oo. Sel' = R U {0}, si scelgonav = =+i.



(d) W_(-) = W_(w_)eW_(-)"' = W_(w_)"! appartengono a4_;

(e) esistono numeri interk, - - - , %, tali che D(z) & la matrice diagonale
D(z) = diag ((2 — ”+> ) . (3.4)
Z—w_ j=1

Una fattorizzazione div € A del tipo (3.3) si dovrebbe chiamafattoriz-
zazione di Wiener-Hopdestra. Unafattorizzazione di Wiener-Hopf sinistidi
W € A sarebbe una rappresentazionéidnella forma

W(z) =Wy(2)D(z)W_(2), zel, (3.5)

dove i fattori hanno le propriatenunciate nel Teorema 3.1. Le fattorizzazioni di
Wiener-Hopf destra e sinistra della stessa funzidhe .4 a valori matriciali pos-
sono essere completamente diverse, avendo altri fattom 1V_ e altri cosiddetti
indici parziali x4, - - - , k,,, Nel fattore diagonalé®.

Se tutti gli indici parzialixy, - - - , k,, in (3.3) si annullano, il fattore diagonale
D(z) siriduce alla matrice urdt/,,. In tal caso la fattorizzazione (3.3) si dice
canonica(destrg. In modo simile si definisce la fattorizzazione canonica sinistra.
Esistono funzioni a valori matriciali che hanno una fattorizzazione canonica destra
ma non hanno alcuna fattorizzazione canonica sinistra.

Dimostrazione. Supponiamo che la curndanon passi per l'infinito. Nel caso
contrario, si po sempre applicare una trasformazione @dbs a tutte le funzioni
a valori matriciali per ridurre il teorema al caso in ¢ué compattas), e limitato
eoo € _. Applicando una traslazione senecessario, potremmo assumere
che0 € Q, eoco € Q_. Cos semplifichiamo il fattore diagonale in (3.4) a
D(z) = diag(z", - -, zfm).

Sia R(z) una funzione razionale a valori matriciali senza pd@izeri (cic,

poli di R(z)~!) suT tale che la funzione a valori matriciai = [IW — R|R™! =
W R~' — I, verifica la stima

1
max (|| P, |1 = P[)’

1Blla <

dove P e la proiezione di4 su A, lungo. A_. Tale R esiste, poica .A € una
R-algebra. Allora

W (2)R(2)™! = B_(2)B4(2), z el
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doveB,,B;'€ A, eB (-)— B_(c0),B_(-)' = B_(x) ' € A_.
FattorizziamaR(z):
R(z) = ¢(2)5(2),

doveS(z) € una funzione razionale a valori matriziali che ha tutti i suoi poli e zeri
fuoridi 2, = Q. UT', ep(z) & una funzione razionale scalare, ovviamente senza
poli e zeri sul’. Quindi

p(2) = o (2)2"p+(2),
dovep, (=) ha tutti i suoi poli e zeri i)+ e x € l'indice di ¢ rispetto alla curva
I'. Possiamo ora rappresentdbenella forma

W(z) = 2% (2) B_(2) B1(2)5(2) 0+ (2), (3.6)

doveY (z) = B (2)S(z)p+ (=) rappresenta un elemento dell’algebtaheé con-
tinuoinz € Q, UT ee analitico inz € ). SeY € A avesse una fattorizzazione
di Wiener-Hopf destra

Y(z) =Y_(2)D(2)Y4(2),
doveY Y ' € A,, Y., Y- € A e D(z) = diagz",---,z') per certi

numeri interi/y, - - - , ¢,,,, risulterebbe una fattorizzazione di Wiener-Hopf destra
di W deltipo (3.3), doveV_(z) = ¢_(2)B_(2)Y_(2), Wi (2) = Y, (2) e D(z) =
2"D(z) (e quindix; = ¢; + x perj = 1,--- ,m). Quindi resta da dimostrare il

teorema peil’ € A, .
SialW € A, un elemento invertibile did. Se esiste la fattorizzazione di
Wiener-Hopf (3.3) e:; < 0, allora

W)W (2)le; = W_(2)D(2)e; = 2 W_(2)ey, zeT, (3.7)

dovee; € I'elementoj-esimo della base canonica @i”. Secondo il Teorema
di Liouville, le due parti di (3.7) sono uguali allo stesso vettore costante; questo
vettoree lo zero, poich 2" — 0sez — w_ = co. Siccomelet W (2)W, (z) ! #
0 perz € Q, UT, abbiamo raggiunto una contraddizione. In altre parole, tutti gli
indici parziali di"V sono non negatifi

Sianory, - - -, 7, gli zeri diversi dilV in €2, e sianoty, - - - , ¢, le loro molti-
plicita. Poniamor, = 0, e scriviamo/, = 0 sedet W (0) # 0. Siap; il mini-
mo delle moltiplicif di ; come zero degli elementi della rigaesima dilV (z)

4Fino a questo punto, non abbiamo ancora dimostrato che gli indici parziali dipendono soltanto
dawv.



(j =1,---,m). Allorap; + -+ p, < ¢. Nelcasoincuid.” p;, < {4,
=1 177
I'espressione

si annulla per: = 7. PonenddV (z) = riga(fi(2), - - , fm(2)), €sistono numeri
complessty, - - - , ¢, NON tutti uguali a zero, tali che

f(z) = Z cj(z — 1) f(2)

Jj=1

ha uno zero i = ;. Sceglienda:, # 0 tale chep, < p; nel caso in cut; # 0,
consideriamo la matrice

ET,(Z) — (Z_Tl)pl—pr CT‘ (Zle)P'm—P'r' 9

1

dovedet E,.(z) = ¢, # 0 perz = 1,. Ora vediamo ché’,(z)W(z) viene otte-
nuto dal¥/ (z) sostituendd z — 7 )" f(z) al posto della sua riga-esima. Inoltre,
det(E,(2)W(z)) eW (z) hanno gli stessi zeri if2,, anche con le stesse moltipli-
cita. Purtroppo, il minimo delle moltiplicit di ; come zero degli elementi della
riga j-esima sie cambiata da; ap;, dovep, = p; perj # r ep, > p,. Appli-
cando la stessa procedura un numero firitdj volte, si arriva ad una funzione
W =E®O... EOW percuiy_ ™, = ;.

Supponiamo ora chig” abbia la propriet Zg.’;l p; = {;. Sia

Fi(z) = diag((Z _Zﬁ)p]);nl.

Allora FyWW appartiene a4, ma adesso gli zeri diet(F;(z)W(z)) in 2, so-

nor,--- ,7, con le moltiplicita rispettivels, - - - , ¢,_1, ¢, + ¢;. Ora applichiamo
la stessa procedura come prima, ma per Il risultato e FLbF1W € A,, do-
ve gli zeri didet(Fz(2)Fi(2)W(z)) sonors, - - - , 7, con le moltiplici& rispettive
Us, -+ ly_1,0, + {1 + {5, Proseguendo coarriviamo ad una funzione a valori
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matriciali F,_, - - - F; W il cui determinante ha zero come il suo unico zeréin

di moltiplicita ¢, + - - - + ¢,. Inoltre, F,_,(z) - - - F1(z) € una matrice diagonale.
Questa funzione a valori matricial& (=) & non singolare per ogfi# z € Q;
inoltre, sex; e il minimo delle moltiplicit di zero come zero degli elementi della
rigaj-esima = 1,---,m), allorax, + - - - + ,, € la moltiplicita di zero come
zero didet W (z). Ovviamente, si ha la fattorizzazione di Wiener-Hopf destra

W(z) = diagz", - - - , 25)W, (),

dovelV,, W' € A,. Osserviamo ora che tutti i fattori precedehtiz) e E,(z)
e le loro inverse appartengono.4 , poicke hanno soltanto poli e zeri if1,.
Infine si ottiene la fattorizzazione (3.3), doV&~! & il prodotto di tutti i fattori
precedent¥, e E,, W, = W, e D(z) = diag(2", - -- , 2"").

Cio conclude la dimostrazione. O

None tanto facile dimostrare che gli indici parziali destri vengono determinati
completamente della funzione a valori matricidli. Consideriamo la situazione
incuil’ e compattay, =0€ Q, ew_ =00 €)_.

Teorema 3.2 Supponiamo ché/ € A ha una fattorizzazione di Wiener-Hopf
destra in.A. Allora gli indici parziali destri dipendono soltanto della funzione
W e A

Lo stesso risultato vale per gli indici parziali sinistri.
Dimostrazione. Consideriamo il problema di Riemann-Hilbert
W) fe(z) + f-(2) =g(2),  z€T, (3.8)

dovef, € A,, f. € A_eg € A. SelW avesse una fattorizzazione canonica
destrall = W_W_, allora risulterebbe

Wi(2)fe(2) + Wo(2) 7 f-(2) = W_(2)T'g(2),  2€T, (3.9
e quindi
fe(z) = Wo(2) ' PIW_(2)"'g(2)],  f-(2) = W_(2)(I = P)[W_(2)""g(2)],

dove P & la proiezione di4 su.A, lungo.A_. Quindi il problema di Riemann-
Hilbert (3.8) ha una singola soluziof¢, , f_) € A, x A_ selW ha una fattoriz-
zazione canonica.
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Sia P; la matrice diagonale di ordin@ che ha un singolo elemento diverso da
zero: I'elementd nella posizioné€, j). Supponiamo ch& ha la fattorizzazione
di Wiener-Hopf (3.3) con il fattore diagonale(z) = diag(z"',--- , z"m). Allora,
al posto di (3.9), risulta

S PW(2) e (2) + RW_(2) " - (2) = BW_(2)'g(2),  z€T. (3.10)
Sex; > 0, otteniamo

2P W(2)fo(2) = PPg(2)],  PW_(2)f-(z) = (I - P)[Pyg(2)].

dovej = 1,--- ,m; per avere almeno una soluzione, lo zero deve essere uno zero
di P[P;g¢(z)] di moltiplicita almenas;.
Ser; = —|k;| < 0, scriviamo
lrj]—1

PjWJr(z)er(Z) = Z Zscs + O(z\ffﬂ)’ z 07

dovec, (s =0,1,--- ,|x;| — 1) sono matrici costanti. In tal caso si ha
lrj]—1
PiW(2)f(2) = Y 2cs+ AWIPIBW_(2) g(2)],
s=0
|5 —1
PW_(2) ' fo(2) == D, 2 Wleo+ (I = P)[RW-_(2)'g(2)).
s=0

Siamo arrivati alle seguenti conclusioni:

(a) Civogliono) {x; > 0} condizioni indipendenti sul termine notgz) per
garantire I'esistenza di almeno una soluzione di (3.8);

(b) Cisono—> {x; < 0} soluzioni linearmente indipendenti del corrispon-
dente problema di Riemann-Hilbert omogeneo.

In altre parole, la somma degli indici positivi e la somma degli indici negativi sono
invarianti della funzione a valori matricidli’ che non dipendono della scelta della
fattorizzazione di Wiener-Hopf. Chiamiamo queste somme (in valore assoluto)
P(W)eN(W).
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E facile dimostrare che gliindici di-"TW vengono spostati rispetto a quelli di
W dar: Se gliindici dilV sonoky, - - - , ky,, quellidiz="W sonok,—r, - - - | Ky —
r. Inoltre,

N(ET"W) = Z{mj > r}, PzT"W) = Z{/ij <r}.

Anche questi ultimi numeri sono invarianti &/’. Infine si vede facilmente che
anche il numero degli indici cheuguale a, & un invariante diV. Infatti,

#{kj=r}=m—N(E"W)—-P(=z""W).

4  Sistemi di Toeplitz a blocchi e condizioni sufficien-
ti per la fattorizzabilit a canonica
In questo paragrafo studiamo I'equazione di Toeplitz a blocchi (1.1) ricondotta al

problema di Riemann-Hilbert (1.2). Sotto la condizione thg;cz € ¢ .., .(Z) e
det a(z) # 0 perz € T, esiste la fattorizzazione di Wiener-Hopf

a(z) = a_(z2)D(2)a.(z2), z €T, 4.2)
dove
a(z) = Z Zwit, (4.2)
=0
0
a-(z) = Z Zw; (4.3)
D(z) = diag(z"™, -+, 2"™), (4.4)
K1, , Ky, Sono gli indici parziali destri(w; )2, € 0., (Z.), (w;)_ €
0 ... (Z_). Inoltre,
ar(2)7 =D 2, (4.5)
=0
0
a_(z) ' = Z 2'uy, (4.6)

dove(gi)?EO €L, (Z+) € (ui)?:—oo € g’}nxm(z—)

mxXm



Teorema 4.1 Supponiamo che il simbolo dell'equazione di Toeplitz a blocchi
(1.1) abbia la fattorizzazione di Wiener-Hopf des{g 1) con gli indici parziali
destriky,- - , k. Allora

(a) La corrispondente equazione omogenea-ha {x; < 0} soluzioni linear-
mente indipendenti,

(b) Esiste almeno una soluzione di.1) se e solo se il termine noto verifica
{k; > 0} condizioni linearmente indipendenti.

| risultati valgono qualunque sia lo spazi#},(Z. ) in cui viene studiata I'equa-
zione(1.1).

Dimostrazione. Sostituendo (4.1) in (1.2) otteniamo
D(2)iy (2)i4(2) +a-(2) "0 (2) = a-(2)thy(2),  2€T.
Premoltiplicando peP; = diag(; ;)i~, risultano le equazioni

2 Piay (2)2,(2) + Pja_(2) '3 _(2) = de_(z)_ll;+(z), zeT, (4.7)

dovej = 1,--- ,m. Seguendo il metodo della dimostrazione del Teorema 3.2
troviamo
P[P ()b (2), =0,
o 275 P[Pja_(z) " by (2)], K >0,
Py (2)iy (2) = : ol ’ (4.8)
25 P[Pja_(2) by (2) Z id, k<0,

=0

doveP é& la proiezione diZ, (Z) sué®, (Z.) lungo/®, (—N), 'espressione pet; >
0 vale soltanto s&[P;a_(z) 'b.(z)] ha uno zero di ordine almeng in z =0 e
¢ (s =1,--- ,max(—k;,0), j = 1,--- ,m) sono costanti arbitrarie. Sicconfe
e P, commutano tra loro, otteniamo (calcolando la somma e premoltiplicando per
a(2)7)
R |r5]—1
B4(2) = a0 (2) ' D(2)  Plas(2) e (2)] +ag(2) T > D 2de;, (4.9)
k;<0 s=0
dovee; e I'elementoj-esimo della base canonica@¥'. Osservando che la parte

a destra di (4.9 la trasformata di Fourier discreta di un element&i(Z. ) se
(b;)22, € €L (Z.4), si conclude la dimostrazione. O
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Corollario 4.2 Supponiamo che il simbolo dell’equazione di Toeplitz a blocchi
(1.1) abbia la fattorizzazione di Wiener-Hopf destf4.1). Allora le seguenti
affermazioni sono equivalenti tra loro:

(a) Il simbolo ha una fattorizzazione canonica destr&jp,,,(Z).

(b) Per ognip > 1 I'equazione(1.1) ha la soluzione unica in? (Z.) per
qualsiasi(b;)2, € ¢ (Zy).

(c) Esistep > 1 tale che I'equazionél.1)ha la soluzione unica i#, (Z..) per
qualsiasi(b;)2, € ¢ (Z.).

E molto utile analizzare I'equazione (1.1)4A(Z,). In tal caso I'equazione
(2.1) hala forma

To(2:)20 = (0:)2,  To=msF "M Fuy, (4.10)

dove:, & I'immersione naturale d2,(Z. ) in /2 (Z) (un’isometria),F € la tras-
formata di Fourier discreta (un’isometria d3 (T; dz/2x) su(?,(Z)), M, & I'o-
peratore di premoltiplicazione péx-), F~' & la trasformata di Fourier discreta
inversa (un’isometria d&,(Z) su L2 (T; dz/2]pi)), e w, € la proiezione ortogo-
nale da/? (Z) su/? (Z.) (che ha normd). Di conseguenza, come operatore su
/% (Z.,) abbiamo la stima importante

I Tall < [ Mol fle+ ]l = |Mall = max fla(2)]] (4.11)

dove|la(z)|| € la norma spettrale della matrioe x m a(z).

Teorema 4.3 Supponiamo che il simbolo dell’'equazione di Toeplitz a blocchi
(1.1) abbia la fattorizzazione di Wiener-Hopf des{#1). Allora il simbolo ha

una fattorizzazione canonica destra se si verifica una delle seguenti condizioni
sufficienti:

(a) max.er ||Im —a(z)]] < 1, dove la norma delle matrici di ordine: € quella
spettrale.

(b) a(z) & una matrice positiva e autoaggiunta per ognic T, ciog, esiste
e > ( tale che

(a(2)z,x) > e|lz|?, zeC™ zeT.
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(c) a(z) € una matrice con parte reale positiva e autoaggiunta per agaiT,
ciog, esiste > ( tale che

Re(a(z)z,z) > elz|®, 2€C™ z€T.

Un risultato analogo vale per le fattorizzazioni di Wiener-Hopf sinistre. In tal
caso, bisogna collegarli alla risolubditlell’equazione di Toeplitz a blocchi

Z Aj_iTj; = bi, 1= 0, 1, 2, e (412)
j=0

Osserviamo che il simbolo di quest’'equazi@neguale &(1/z).

Dimostrazione. E sufficiente studiare la corrispondente equazione di Toeplitz
a blocchi (1.1) in/? (Z.,).
Se si verifica la condizione (a), allora la stima (4.11) implica che la norma
dell'operatorel — T, sullo spazio di Hilbert? (Z., ) e strettamente minore di
Di conseguenzdl’, € invertibile su/? (Z,). Secondo il Corollario 4.2, esiste la
fattorizzazione canonica destra del simbolo.
Se si verifica la condizione (c), allora

(a(z)z, z)

e{zeC:Rez>¢, |2| <M}, 0#xeCm,
(z, )

doveM = max,er ||a(w)||. Segue faciimente che per ognitalsi ha|l — cz| <
1se0 < ¢ < (2¢/M?). In altre parole,] — ¢T', ha la norma minore da su

(%2 (Zy) se0 < ¢ < (2¢/M?). Quindi la funzione a valori matriciakia(z) ha

una fattorizzazione canonica destralse< ¢ < (2¢/M?). Siccome il fattore
costantec > 0 non influisce sulla fattorizzabifit canonica, anché(z) ha una
fattorizzazione canonica destra.

Se si verifica la condizione (b), si verifica anche la condizione (b). Dunque ne

consegue la fattorizzabiitcanonica del simbolo. O

5 Equazioni di Wiener-Hopf e condizioni sufficienti
per la fattorizzabilit a canonica

Nel paragrafo 5 studiamo I'equazione integrale di Wiener-Hopf a blocchi (2.1),
dovek € L! . (R) e si verifica la condizione (2.3). Quest'equazione si riduce al

mXxXm
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problema di Riemann-Hilbert (2.8). Siccome esiste la fattorizzazione di Wiener-
Hopf
Iy — E(N) = W_(A)DAN)Wi(A), A €ER, (5.1)

D)) = diag((i J—r 2)Hj>j:1 ,

si puw mettere (2.8) nella forma

dove

A—i\"™ 5 1 1.
(355) PRIV + B 00 = PI-() .0, A€ R
(5.2)
dove P; = diag(d; ;)7*,. Seguendo il metodo della dimostrazione del Teorema
3.2, siottienepef=1,--- ,m

B (0)f+ ()
(PP ()3 (V). " =0,
(55 oo, 50 o
A=\ L Sy
(55) rev-waone 2 (357) & w0

dove P é la proiezione diL? (R) su L% (0,00) lungo L? (—o0,0), I'espressione
perr; > 0 vale soltanto s&[P;W_(\)~'g, (A\)] ha uno zero di ordine almeng
in A\ =14, elecostantiy (s = 1,--- ,max(—~;,0)) sono arbitrarie. Risulta

~

F+ ) = W () D) PV (3) 34 (V)]

|’$j|71 iy s
+W )Y Y (i+) de, (5.4)

Kj <0 s=0

dovee; e il vettorej-esimo della base canonica@f’.
| seguenti teoremi non vengono dimostrati. Le loro dimostrazioni sono com-
pletamente analoghe a quelle per I'equazione di Toeplitz a blocchi.

Teorema 5.1 Supponiamo che il simbolo dell’equazione di Wiener-Hopf a bloc-
chi (2.1) abbia la fattorizzazione di Wiener-Hopf des(&1) con gli indici par-
ziali destriky, - - - , k,,. Allora
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(a) La corrispondente equazione omogenea-ha {x; < 0} soluzioni linear-
mente indipendenti,

(b) Esiste almeno una soluzione @.1) se e solo se il termine noto verifica
{k; > 0} condizioni linearmente indipendenti.

| risultati valgono qualunque sia lo spazid, (0, oo) in cui viene studiata I'equa-
zione(2.1).

Lo stesso risultato vale per le fattorizzazioni di Wiener-Hopf sinistre. In tal
caso bisogna collegarli all’'equazione

£(#) —/OOO k(s — ) f(s)ds = g(t), >0, (5.5)

il cui simboloé uguale d,, — k(—\).

Corollario 5.2 Supponiamo che il simbolo dell’equazione di Wiener-Hopf a bloc-
chi (2.1) abbia la fattorizzazione di Wiener-Hopf des{f&al). Allora le seguenti
affermazioni sono equivalenti tra loro:

(a) Il simbolo ha una fattorizzazione canonica destr&di*™ x L}

mxXm

(R).

(b) Per ognip > 1 I'equazione(2.1) ha la soluzione unica in.?, (0, c0) per
qualsiasig € L?, (0, c0).

(c) Esistep > 1 tale che I'equazion€2.1) ha la soluzione unica iti?, (0, co)
per qualsiasig € L? (0, c0).

Teorema 5.3 Supponiamo che il simbolo dell’equazione di Wiener-Hopf a bloc-
chi (2.1) abbia la fattorizzazione di Wiener-Hopf des{f&1). Allora il simbolo

ha una fattorizzazione canonica destra se si verifica una delle seguenti condizioni
sufficienti:

(a) maxyeg [|[k(N)]| < 1, dove la norma delle matrici di ordine: & quella
spettrale.

(b) I, — k(\) & una matrice positiva e autoaggiunta per ognic R, Ciog,
esistes > ( tale che

([l —k(W]z,2) 2 elal’,  zeC™ AeR.

(¢) I, — k(\) & una matrice con parte reale positiva e autoaggiunta per ogni
A € R, ciog, esiste > 0 tale che

Re([L, —k(N]z, ) 2 elz>,  weC™ AeR.
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A Teoremidi Wiener

| seguenti teoremi generalizzano i teoremi di Wiener al caso matriciale.

Teorema A.1 Sia(z,).cz Una successione di matrici complesse di ordinéale
che) ., llz,]| < oo. Sedetz(z) =, ., 2"z, # 0 perogniz € T, allora esi-
ste una successione, ),z di matrici complesse di ordine: con) . |ly.|| <
oo tale chey(z) = #(z)~! per ogniz € T.

Dimostrazione. Perr,s = 1,--- m, le succession{z;”);cz appartengono
ad (1(Z). Inoltre, gli elementi della matrice cofattore =) sono tutti prodot-
ti finiti di elementi diz(z), tranne un fattore costantel. Quindi gli elementi
della matrice cofattore di(z) sono tutti trasformate di Fourier discretetipro-
dotti convoluzione finiti di elementi diz;);cz. Quindi gli elementi della matrice
cofattore diz(z) sono tutti trasformate di Fourier di successiontifZZ).

Siccomedet (z) & la somma din! prodotti di+ il prodotto dim elementi di
Z(z), esse la trasformata di Fourier discreta della sommantiprodotti convo-
luzione dim elementi della successiofie;);cz. Quindidet z(z) & la trasformata
di Fourier discreta di una successione€/i(Z). Siccomedet Z(z) # 0 per ogni
z € T, esiste una successione/iiZ) che hal/ det z(z) come la sua trasformata
di Fourier discreta, secondo il Teorema di Wiener nel caso scalare. Di consequen-
za, essendo il prodotto dit 2(z) e la matrice cofattore di(z) l'inversa diz(z),
ogni suo elements la trasformata di Fourier discreta di una successiofE ).
O

Teorema A.2 Sianoc una matrice complessaxme f € L. . (R). Sedet ¢ #
Oew(\) = c+f_°ooo e f(t) dt € una matrice non singolare per oghic R, allora
esisteg € L} .. (R) tale che

mxXm

1 R
D) == +/ eMg(t)dt,  AeR.

c

La dimostrazione analoga a quella del teorema precedente. Si passi per la
matrice cofattore e si applichi il Teorema di Wiener al determinante del simbolo.
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