Cap Il: Equazioni di Toeplitz e Equazioni

Integrali di Wiener-Hopf

1 Sistemi lineari di Toeplitz

In questo paragrafo discutiamo i sistemi lineari (semi-infiniti) di Toeplitz

00
E ai,]-x]-:bi, i:O,l,Q,...,
Jj=0

(1.1)

dove (z;)%%,, (b))%, € (P(Z,) per qualchey > 1 e (a;)icz € (1(Z). In forma

matriciale si ha
Zo bo
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)

doveT', = (a;—;); ez € lamatrice(semi-infinita)di Toeplitz
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Consideriamo prima i sistemi lineari (bi-infiniti) di Laurent

o0

> airi=b, i=--,-2,-1,012 .

j=—00

(1.2)

(1.3)

(1.4)



dove(x;)icz, (bi)icz € (1(Z) € (T})iez € (*(Z). In forma matriciale si ha

La(xi)iGZ = (bi>i€Za (1-5)

dove L, e la matrice (bi-infinita) di Laurent
L,= (aifj)i,jEZ- (1-6)
L'equazione (1.5) si ptuscrivere nella forma
(ai)icz * (Ti)icz = (bi)iez,
dovex e il prodotto convoluzione. Introducendo le trasformate di Fourier discrete
z(z) = Z dag, b(z) = Z 2'by,  a(z) = Z Z'a;,

1€ €L €7

otteniamo I'equazione algebrica
a(2)i(z) =b(z), zeT.

See verificata la condizione

a.7)

risulta .
_ b(®)

zeT.

Cio implica che
ri= Y cigby,  di=ee,=2,-1,0,1,2, .

j==oc

Se si verifica la condizione (1.7), 'equazione (1.4) ha la soluzione unj¢a, €
(*(Z) per qualsiasib;);cz, € (*(Z). Lo stesso risultato segue 8g);c7, € (P(Z) e
(a;)icz € (1(Z) e sirichiede(b;);cz € (°(Z). In tal caso, il fatto che il prodotto
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convoluzione tra una successione/lfiZ) e una successione i#(Z) & una suc-
cessione inf?(Z), conduce ad una soluzione unica);cz € (*(Z) per qualsiasi
(bi)icz € (7). La funzionea(z) si chiama ilsimbolodella matrice di Toeplitz
T,.

Studiamo ora I'equazione di Toeplitz (1.1) sotto la condizione (1.7). In tal
caso non si porridurre il sistema lineare semi-infinito ad una equazione algebrica,
poiche la moltiplicativie. della convoluzione vale soltanto #(Z), non per le
successioni semi-infinite.

Estendiamo (1.1) ad una equazione per tutti gli indici interi, introducendo

b; peri = ---,—2, —1. Infatti, ponendo
€T; = —Z A;—jTy, bZ:O, 7="--- ,—2,—1, (18)
j=0

arriviamo all'equazione (1.1) valida per oghie Z, ma dove gli ignoti sona;
peri € Z.

Consideriamo ora I'equazione di Toeplitz (1.1) gense, e (b;)2, in (*(Z.),
indicando le modifiche petr;)2, e ()52, in £7(Z, ) dopo. Sivede subito che

NZ) = (" (—N)+4(Zy) = (M(Z_)+0Y(N) = (1 (-N)+C+H(N).  (1.9)
Definiamo le immersioni naturaliy : ¢*(Z,) — (*(Z) ev_ : (*(-N) — (*(Z)

con

{(um)i:xi, 1=0,1,2,---, {(zw)i:O, i=0,1,2,---,

(i) =mz;, i=-,-2,—1,

dovex = (x;)2,, e le "proiezioni” naturalir, : (1(Z) — (*(Z,) en_ : (1(Z) —
(*(—N) con

(7T+w)i:‘ri7 Z':OJl?Q"" )

(F_w)i:l’i, 7= 7—2,—1,
dovex = (x;);cz. Ovviamenter, ., € I'operatore uné su¢'(Z,), 7_1_ & I'ope-
ratore unié suf'(—N), 2, 7, € la proiezione di*(Z) su¢*(Z. ) lungo¢*(—N), e
1_7_ & la proiezione di*(Z) su/'(—N) lungo¢'(Z, ). Lequazione di Toeplitz
(1.1) si pw rappresentare nella forma

m(a* @) = (b)),

Notazioni:N interi positivi, —N interi negativi,Z interi non negativiZ_ interi non positivi.
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dovex = (z;)2,.
Introducendo le trasformate di Fourier discrete

] 00 -1 00
Ty(2) = Z 2, by(z) = Z 2, b_(2) = Z 2'b;, a(z) = Z Za,
i=0 i=0 P— P

si trova il problema di Riemann-Hilbert

~

a(2)z4(2) + 2-(2) = by (2), zeT. (1.10)

Le funzioni i, (z) e b,(z) sono continue pef:| < 1 e analitiche pefz| < 1.
D’altra parte la funzione:_(z) & continua pefz| > 1, tende a zero se — oo
ed é analitica perz| > 1. Supponiamo ora che esista ufstorizzazione di
Wiener-Hopf canonica

~

a(z) = a_(z)as(z), z €T, (1.11)
dove i fattoria. (z) hanno le seguenti propraet

(a) Esistono le successiofw; ), € (1(Z,) e (w; )} € (1(Z_) tali che

1=—00

00 0
i) = 2wt a(m)= Y s
=0

1=—00

dunque la funzioné (z) & continua pefz| < 1 e analitica pefz| < 1, e la
funzionea_(z) € continua pefz| > 1, tende a zero se — oo ede analitica
per|z| > 1.

(b) ay(z) #0per|z| <1lea_(z)# 0per|z| > 1e nellimite sez — oc.

Il Teorema di Wiener implica I'esistenzai; )2, € (1 (Z.)e(¢,))__ € (1(Z_)
tali che

oo 0
a,(2)t = Z 2, a_(2) ' = Z 2.
i=0

1=—00

Sostituendo (1.11) in (1.10) e dividendo per =) arriviamo all'uguaglianza

a4 (2)24(2) Fa_(2) ta_(2) = 2_(2) 'by(2), 2 €T, (1.12)



dove

F_(2) by (2) = Z [Z w;—;b

1=—00

= Z Zi [Z ui_jbj
i=0 Jj=t

Separando (1.12) in un termine analitico nel disco unitario e un termino analitico
fuori del disco unitario e nullo all'infinito, si trovano

iy (2)24 (2 Z [Zu” ] i (2)7'2_(2) Z [Zu” ]

=0 1=—00

i=—00

+ i 72 [i ui_jbj] : (1.13)

Togliendo le trasformate di Fourier discrete si arriva all'espressione

= zz: Ei—ri Up—;b;, 1=0,1,2,---. (1.14)
r=0 j=r

Abbiamo dimostrato il seguente risultato (vedi [4]).

Teorema 1.1 Se il simbolai(z) ha una fattorizzazione di Wiener-Hopf canonica,
allora per qualsiasi(b;)2, € ¢1(Z. ) il sistema di Toeplit£1.1) ha la soluzione
unica

ri=Y igb,  i=0,1,2- (1.15)
=0

in ¢*(Z, ), dove

min(z,5)

Z Ez rUp—j.

Il teoremae stato dimostrato soltanto per= 1, ma la formula risolvente
(1.15) ci ch una soluzionéz; ), € (*(Z, ) per qualsiasib;)2, € (*(Z.).
ScriviamoL = ({;;)5-g €U = (;ij)35-, dovel ; =l o =---=0¢e
u; = ugy = --- = 0. Allora L e la matrice di Toeplitz sottotriangolare con simbolo
a,(z)™!, U & la matrice di Toeplitz sovratriangolare con simbaldz)~! e vale
la rappresentazione moltiplicativa

(T,) ' = LU. (1.16)



SiccomeL ™" = (w;";){5_, & la matrice di Toeplitz sottotriangolare con simbolo
ay(z) [dovew™; = w'y =--- = 0le U™ = (w;_;)_, € la matrice di Toeplitz
sovratriangolare con simbolo (z) [dovew; = w, = --- = 0], abbiamo infatti

la cosiddettdattorizzaziond/ L
T,=U"1'L"" (1.17)

dove U~! & sovratriangolare ¢! & sototriangolare. Il nostro compito, in ri-
solvere I'equazione di Toeplitz (1.1, di calcolare le inverse dei fattori in una
fattorizzaziond/ L della matrice di Toeplitz del sistema (1.1).

Consideriamo ora il caso particolare in éyi=1eb; = by, = --- = 0. In tal
caso, se ¢ il vettore colonna semi-infinitfl, 0, 0,0, - - - )7, risultalU ‘e = wge.
Quest'ultimo seque dal fatto che la colonna zero-esinadie (u, 0, 0,0, - - - )7
Quindi la soluzionex = (z;):°, del corrispondente sistema di Toeplitz (1.1) viene
espressa come

T = (Ta)_le = LUe = L(upe) = upLe = up({;)32,.

Quindi per trovare la fattorizzazione di Wiener-Hopf canonica(di), resta da
risolvere il sistema di Toeplitz

> 1, i=0
Qi_i; =< ’ 1.18
%; Y L)i:LZ~H (1.18)

Y

trovarex,, fattorizzarer, = (yu, Sex, # 0%, e calcolare; (i = 0,1,2,---) dalla
formula

=" i=0,1,2,---. (1.19)
Lo
| coefficientiu_; (: = --- ,—2,—1,0) si trovano nella stessa maniera dalla solu-
zione del sistema di Toeplitz [come esattamente?]
. 1, i=0
a;_ix; =< ’ 1.20
Z;J ! inszu- (1.20)

2Questo passaggiun @ arbitrario. Se non esiste la soluzione di (1.18) o se esiste=0,
allora la fattorizzazione di Wiener-Hopf canonica del simbolo non esiste.



2 Equazioni integrali di Wiener-Hopf

In questo paragrafo discutiamo le equazioni integrali di Wiener-Hopé&, gieelle
del tipo

f(t)—/Oook(t—s)f(s)ds:g(t), 0<1t< o0, (2.1)

dove f,g € L*(0,00) per qualchey > 1 ek € L'(R). Lo sviluppo della teoria
di queste equazioni integraiiniziata nel lavoro fondamentale di Wiener e Hopf
(vedi [5]). I risultati di base si trovano nel lavoro di Krein (vedi [4]) e nel libro di
Gohberg e Feldman (vedi [1]).

Consideriamo prima I'equazione di convoluzione sull'intera retta cio

f(t) — /00 k(t —s)f(s)ds = g(t), teR, (2.2)

[e.o]

dovef,g € L'(R) ek € L'(R). Utilizzando il prodotto convoluzione if!(R),
'equazione (2.2) si ptuscrivere nella forma

f=(kxf)=g

Introducendo la trasformate di Fourier

o= [ e a0) = [ egtean ko) = [ enieya

—00 o0 o0

e applicando il teorema delle convoluzidrtteniamo I'equazione algebrica

FO)—ENFO) =4(0), AeR

Seeé verificata la condizione

1—k(\) #£0, A €R, (2.3)
otteniamo ovviamente
. g(\
foy= 9N cr
1— k(N

Applicando il Teorema di Wiener segue I'esistenzd di L!(R) tale che

1 ALY dt = .
" /_oo eel) 1— 7 etk(t)dt’

3perfy, fo € LY (R) sihaf, « f» € LY(R) e f1 * f2(A) = f1(\) f2(\) per ogni\ € R.

A eR.
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Dunquef(A) = [1+/(\)]g(\) per € R. Cid implica chef = g+ (¢ g) oppure

f(t) =gt +/ e™Mg(t) dt, A ER.
Di consequenza, se si verifica la condizione (2.3), I'equazione (2.2) ha la solu-
zione unicaf € L'(R) per qualsiasiy € L'(R). Lo stesso risultato segue se

g € LP(R) ek € L'(R) e sirichiedef € L(R). In tal caso, il fatto che il
prodotto convoluzione tra una funzionelif(R) ed una funzione id?(R) appar-

tiene aL?(R) conduce ad una soluzione unita& L?(R) dell’equazione (2.2) per
qualsiasig € L?(R). La funzionel — k()\) si chiama ilsimbolodell'equazione
(2.2).

Studiamo ora I'equazione di Wiener-Hopf (2.1) sotto la condizione che il sim-
bolo verifichi (2.3). In tal caso non si puidurre I'equazione integrale ad un’e-
guazione algebrica, poiéhl teorema delle convoluzioni non vale sulla semiretta.

Estendiamo I'equazione (2.1) ad un’equazione sullintera retta, introducendo
f(t) eg(t) pert < 0. Infatti, ponendo

f(t) = /000 k(t—s)f(s)ds, g(t)=0, t<0, (2.4)

si vede che I'equazione (2.1) vale perc R g.0. Inoltre, le funzionif(t) e
g(t) estese all'intera retta appartengonf?4R) se partiamo dg, g € LP(0, o).
Purtroppo, il termine integrale nanun prodotto convoluzione sull’intera retta e
quindi non ammetta una riduzione ad un prodotto algebrico tramite la trasformata
di Fourier.

Consideriamo ora I'equazione di Wiener-Hopf ey € L'(0, oo), indicando
le modifiche necessarie per il cagq € L?(0, c0) dopo. Si vede subito che vale
la decomposizione come somma diretta

LY(R) = L'(—00,0)+L*(0, c0). (2.5)

Definiamo ora gli operatori lineafi,. e dalle espressioni

7 LY(R) — L'(0,0), m_: LY(R) — L'(—00,0),
(m f)(t) = f(b), t>0, (m-F)(t) = f(®), t <0,
1y 2 L'(0,00) — LY(R), 1 L' (—00,0) — LY(R),
(1.f)(t) = (1), t>0, (- f)(t) = F(b), t <0,
(14 f)(t) =0, t <0, (o= f)(t) =0, t>0.



In altre parole.. sono le immersioni naturali di'(0, o) € L'(—c0,0) in L'(R)
[ambedue isometrie] €. sono le "proiezioni” naturali diZ!'(R) su L'(0,00) e
L'(—o0,0). Ovviamenter ., sono gli operatori unit suL'(0, o) e L!(—o0, 0),
rispettativamente, e 7, € la proiezione di.'(R) suL'(0, 0o) lungo L' (—c0, 0)
er_u_ € la proiezione di.'(R) suL'(—o0, 0) lungo L*(0, o).

L'equazione di Wiener-Hopf (2.1) ha la forma

fv =k xo fr) = g4 (2.6)

In altre parole, I'effetto dell'applicazione della convoluzione sulla semigefis-
ma di immergeref, € L'(0,00) in L'(R) (cioe, di passare dg, a,f, €
L'(R)), poi di applicare la convoluzione cdne L'(R) (arrivando a * (2, f))
e infine di proiettare "indietro” su.'(0, 00) (arrivando ar,(k * 2, f,)). Le
definizioni (2.4) ci consentono a scrivere I'equazione (2.6) nella forma

(e fi) + (- f-) = (k0 fr) = g, (2.7)

dove f, = 7. f € L'(0,00) e f. = m_f € L'(—00,0). Introducendo le
trasformate di Fourier

FrN) = [ e f(t) dt,
Fo) = [0 et t,
Gr(N) = [T eMg(t) dt = [ eMg(t) dt,

arriviamo al cosiddettproblema di Riemann-Hilbert

A~

1= E] i+ ) =340, AeR. (2.8)

Nel problema di Riemann-Hilbert (2.8), la funziorfqz()\) e continua per
ImX > 0, tende a zero s& — oo nel semipiano superiore chiuso edanali-
tica in Im\ > 0. La funzionef_()\) & continua in Im\ < 0, tende a zero se
A — oo nel semipiano inferiore chiuso eédanalitica in Im\ < 0. Supponiamo
ora che esista una cosiddefidtorizzazione di Wiener-Hopf canonica

~

1— k(A =W_(O)W,()), AeR, (2.9)

dove i fattoril¥, () hanno le seguenti propraet



(a) Esistono le funzioniv, € L'(0,00) ew_ € L'(—o0,0) tali che

W) = 1— / T, (dt, W (\) = 1— / " N (1) ds

—00

dunqueJV, (\) € continuain Im\ > 0, tende ad se\ — oo nel semipiano
superiore chiuso eé analitica in Im\ > 0. D’altra partelV_(\) & continua
inIlmX < 0, tende adl se A — oo nel semipiano inferiore chiuso ed
analitica in Im\ < 0;

(b) W4 (X\) # 0 nel semipiano superiore chiuso®_(\) # 0 nel semipiano
inferiore chiuso.
Il Teorema di Wiener implica I'esistenza ¢li € L'(0, ) ey_(—0o0, 0) tali che
o0 0
wWe\) =1 +/ eMy (t)dt, W_(\)'=1 +/ My _(t) dt.
0

— 00

Sostituendo (2.9) in (2.8) e dividendo gétr_(\) otteniamo

W)+ W) () =W_(N)79(\),  AER, (2.10)

dove

W90 = [ e+ [ - gt

= /Ogjem {g(t) + /t;oy_(t — 5)g(s) ds} it
* /(; e [/Ooo V-t = s)g(s) ds} dt. (2.11)

Separando (2.10) in un termine analitico nel semipiano superiore e un termine
analitico nel semipiano inferiore, otteniamo

10



Quindi fort > 0 troviamo (togliendo la trasformata di Fourier)
£ =9+ [ -t ig(r)dr
t
+/ Y4 (t —s) [g(s) +/ v-(s —71)g(T)dr| ds. (2.12)
0 t

Abbiamo dimostrato il seguente risultato (vedi [4]).

Teorema 2.1 Se il simbolol — &()\) ha una fattorizzazione di Wiener-Hopf ca-
nonica del tipo(2.8), allora per qualsiasiy € L*(R) I'equazione di Wiener-Hopf
(2.1)ha la soluzione unicg € LP(R)

f(t)=g(t)+ /Ooofy(t, s)g(s) ds, t >0, (2.13)

dove

Ats) =2t =)+ [t =(r—s)dr, £ 550,
t 0 (2.14)
fy(t—s)—i—/ Yot —7)v_ (T — s)dr, s>1t>0.
0

Il teoremaée stato dimostrato soltanto pgr= 1, ma la formula risolvente
(2.13) ci ch una soluziong € LP(R) per qualsiasy € LP(R).

Supponiamo che esista una fattorizzazione canonica (2.9) del simbolo. Se
g(t) = k(t) (dovek()) = 1 — W_(A)W,(\)), allora il problema di Riemann-
Hilbert (2.10) si riduce all'equazione

WeNF )+ W) (0) = 1= W_(WW,()),  A€R.
Si trova la soluzione
=W =1, ) =1-Wo(N).

Quindi f(t) = v.(t) set > 0. In altre parole, la funzione_(¢) si pu calcolare
come la soluzione dell’equazione di Wiener-Hopf

() —/OOO k(t — s)f(s)ds = k(t),  t>0.

La funzioney_(t) si trova dalla soluzione dell’equazione di Wiener-Hopf

(1) —/OOO k(s — ) f(s)ds = k(—t), ¢ > 0;

infatti, f(¢t) = v_(—t) set > 0.
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3 Fattorizzazioni di Wiener-Hopf

Precedentemente abbiamo definito due tipi di fattorizzazione di Wiener-Hopf ca-
nonica, uno per certe funzioni sul cerchio unitario e un altro per certe funzioni
sulla retta reale. Per fornire una definiziona generale, si& una curva chiusa,
semplice e rettificabile nella sfera di Riemann &ioel piano complesso (pil
punto all’infinito) con un orientamento che divide il piano complesso esteso in un
aperto(2, e un apertd?_ talicheQ2, UQ)_UT = C, e una partizione della sfera
di Riemann. Supponiamo cltg, si trovi alla sinistra dii’ e €2_ alla destra di".
Si vede subito ch& e Q. = Q. U T sono sottoinsiemi compatti della sfera di
Riemann.

Per esempio, sifl = T il cerchio unitario con I'orientamente nella direzione
di crescita dellargomento di € T. AlloraQ), = {z € C: |z|] < 1} eQ_ =
{z€C:|z] > 1}U{o0}. Sel' = RU{oo} con I'orientamento nella direzione di
crescitadih € R, alloraQ2, ={A € C:ImA>0}eQ_ ={A e C:ImA < 0}.

Sia.4 un’algebra di Banach di funzioni complesse continué' sale che

max [f(2)] < [[flla fEA (3.1)

Allora A si dice R-algebrasulla curval” se I'insieme di tutte le funzioni razionali
con poli fuori della curvd” € denso ind. Ora scegliamo due punti fissi, €
Q.4

Lemma 3.1 SiaB5 un’algebra di Banach con urite e siano5. due sottoalgebre
di Banach chiuse dB tali che B, +B_ = B. SiaP la proiezioni diB su.. lungo
B_.Se

1
all < , (3.2)
max (|| P||, [T — PJ|)
allora I'elementoe — @ ammette la fattorizzazione
e—a=(e+b_)(e+0by) (3.3)

in fattori invertibili in B.., doveb. € BLe(e+by)™t —e € B..
Dimostrazione. Consideriamo I'equazione

r— Plax) =e

4Sel’ =T, si scelgonav; = 0ew_ = oo. Sel' = RU {0}, si scelgonav = =+i.
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perz € B. Siccome||P(az)|| < ||P|| ||a|| |||l || P] ||a|| < 1, esiste la soluzione
unicaxr € Bex = e+ x, per qualche:; € B,. In modo simile si dimostra che
'equazione

y— (= P)ya) =e
pery € B ha la soluzione unica i e chey = e + x_ per qualcher_ € B_.
Ponendd_ = — (I — P)(ax) eb, = —P(ya) ne consegue che

{(e —a)le+xy)=x—Plax)— (I — P)(ax) =e+b_,
(e+az_)(e—a)=y— (I - P)(ya) — Plya) =e— P(ya) = e+ b;.

Quindi
(e+b)e+z)=(e+ax_)e—a)le+xy)=(ec+z_)(e+b).
Siccomeb, +xz, + b, =z +b_+x b€ B, NB_={0},risulta
(e+b)e+ay)=(e+ax_)(e+b_)=ce.

Se I'algebra di Banach fosse commutativa, il lemma sarebba gtato dimostra-
to.

Nel caso nhon commutativo, consideriame- Aa al posto die. Sea € come
prima e sel\| < 1/(]|a|| max(||P||, || — PJ|)), allora si trovand.(\) € By
tali chee + b.()\) sono invertibili,e + z_(\) = (e + bs(N))™' —e € By e
e—Xa=(e+b_(N)(e+0bi(N). Inoltreb(N) ex(A) sono funzioni analitiche
di A. Quindi pers > 0 abbastanza piccolo gli elemeati+ b, () sono invertibili
e quindi

plle+zi(N)(e+bi(N)) = elle+b-(N)(e+z-(N)) =wle), A <e,

per ogni funzionali lineare continupsullo spazio di BanacB. Grazie all’'unici&
della continuazione analitica, quest’'uguaglianza vale anchg\per 1. Siccome
© € arbitrario, risulta I'invertibilia die + b4 in B. O
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Dalla dimostrazione seguono le seguenti stime:

o < i Py = Lo
o] < fj (12 = P fafy = LI 2L
Poull < -l = Ll
j=1
-1 < 3 -1 = 1A

dove le stime peb. valgono soltanto sga|| < 1/2max(||P||, || — P||).

Sial’ una curva chiusa, semplice, rettificabile e orientat&,ie siaw(z) una

funzione complessa continua Susenza zeri. Se facciamo esattamente un giro
lungoI" nella direzione positivalog(w(z)) rimane invariante o cresce Qair.
Il numero interox si chiama lindice di w rispetto al’. Sel” € una curva chiusa,
semplice, rettificabile e orientata U {oc} che passa per il punto all'infinito,
I'indice di una funzione complessa continuéz) senza zeri sii' si definisce nella
stessa maniera, ma si parte dall’infinito e si torna all’infinito.

Sew(z) € analitica in un aperto che contiene la cufyallora I'indice si pw
calcolare dall’'espressione

1 w'(2)

©2mi Jr w(2)

dz.

Sew(z) € meromorfa (cie, e il rapporto tra due funzioni analitiche) sul dominio
2, alla sinistra della curv&, allora l'indice & uguale al numero di zeri meno il
numeri di poli della funzionev(z) in 2.

Teorema 3.2 Sia.A una R-algebra di funzioni continue sulla curva chiusa, sem-
plice, rettificabile e orientata in C U {oc}, e sianaw. € Q.. Se I'algebraA si
scompone nella somma diretta

A=A A (3.4)

dove A, é l'algebra di tutte le funzioniV € A che hanno un’estensione ad una
funzione continua i), e analitica inQ2, e A_ & l'algebra di tutte le funzioni
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W € A che hanno un’estensione ad una funzione continga ipanalitica inQ)_
e zero inw_, allora ogniW € A che non si annulla sii, si pw fattorizzare nella

forma
z — Wy

W(z) =W_(2) <z — ) W, (z), zeTl, (3.5
dove i fattori e il numera: hanno le seguenti propriat

(a) W, & continua in®), e analitica in{2, e non si annulla irﬂ_+;
(b
(c
(d
(

e

W_ & continua in)_ e analitica in{2_ e non si annulla ir)_
W, eW;" appartengono a4, ;

() =W (w)eW_(-)' = W_(w_)"! appartengono a4_;
k € un numero intero uguale all'indice @ rispetto al.

)
)
) W
)

Dimostrazione. Consideriamo prima il caso in ciiie limitato.
Sia R(z) una funzione razionale senza poé meri sul tale che la funzione
B =[W — RJR™' = WR™! — 1 soddisfa la stima

1

1B|la < :
max (|| P||,[|[I — PJ|)

dove P ¢ la proiezione di4d su A, lungo A_. Tale R esiste, poich A & una
R-algebra. Allora

W(2)R(z)™* = B_(2)B,(2), z€el,

doveB,,B:'€ A, eB () - B_(w_),B_()"' - B_(-)"' € A_. Secondo il
Teorema di Roud®, la funzione razionalé(z) ha lo stesso indice rispetto al".
Quindi resta da fattorizzarB(z). Ma R(z) ha la fattorizzazione

R(2) = R_(2) (Z - “’*)Km(z), 2 el

Z— W_

dove R (z) sono funzioni razionali con tutti i loro poli e zeri 01 e un limite
finito e non zero all'infinito. Di consequenza,

2 — Wy

W) =B @R() (222 ) BB, seT

5Che afferma cheSell; e W, sono due funzioni continue $u;. e analitiche su) tali che
Wi(z) # 0 perz € T e|[Wy(z) — Wa(2)]Wi(2)7!| < 1 per ogniz € T, W; e W, hanno lo
stesso numero di zeri 4.

2 — W_
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guest'ultima fattorizzazione implica (3.5).
SeT passa per il punto all'infinito, si faccia una trasformata ditvus per
ridurre il teorema ad un caso in cui la cuvdimitata. a

Nel caso in cui la curva la retta reale, la trasformata diddiusz = (A —
i)/(X\ + 1) ci consente a ridurre il teorema al caso del cerchio unitario.
Discutiamo due esempi.

(a) Sial' = TconQy, = {z € C: |z] < 1}. SiaA = (*(Z). Allora
A si scompone come in (3.4), dové, = (*(Z,) e A_ = (*(-N). Le
proiezioniP e[ — P di AsuA; lungo.A; hanno ambedue la normaSe
scegliamav, = 0 ew_ = oo, Si arriva alla fattorizzazione

W(z) = W_(2)2"W,(2), z € T. (3.6)

Nel casox = 0 la fattorizzazione riduce alla definizione di una fattorizza-
zione di Wiener-Hopf canonica del paragrafo 1.

(b) Sial' =RconQ, = {A € C:ImA\ > 0}. Siad = C x L}(R) l'algebra
di Wiener continua. Scegliamo, = +i. Allora A, = C x L'(0,00) €
A ={w = (¢,f) € Cx L'(—00,0) : w(—i) = 0}. Le proiezioniP
el — P di AsuA; lungo A; hanno ambedue la normia Si arriva alla
fattorizzazione

W) =W (\) (A_i

A+

)KW+(A), AeR (3.7)

Nel casox = 0 la fattorizzazione si riduce alla fattorizzazione di Wiener-
Hopf canonica del paragrafo 2.

Continuiamo il paragrafo 3 con una proposizione importante.

Proposizione 3.3SeWW = W_W, = Z_Z, sono due fattorizzazioni canoniche
(cioe, fattorizzazioni di Wiener-Hopf con indiee = 0) della stessa funzione,
allora esiste una costante# O tale chelW, =cZ, eZ_ = cW_.

Dimostrazione. Le due fattorizzazioni implicano che
Wo(2)Z(2) P =W_(2)"'Z_(2), zel.

La parte a sinistr& continua inQ2,. e analitica in(2, e la parte a destr& conti-
nua in<2_ e analitica inQ2_. Queste due parti insieme definiscono una funzione
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analitica sull'intero piano complesso ed all'infinito. Una tale funzione deve es-
sere costante, secondo il Teorema di Liouville. Facciendo lo stesso gioco con
'equazione

Zi()We(2) ' =Z(2)"'W_(2), z€T,

si scopre che questa costantdiversa da zero. a

Diamo ora alcune condizioni necessarie per I'esistenza di una fattorizzazione
canonica § = 0)

Teorema 3.4 Sial’ = T (con(2, il disco unitario o I" = R (con(, il semipiano
superiorg. Sia.4 un’algebra di Banach di funzioni continue Ewche si scompone
coe in(3.4). Allora una funzioné? € A ha una fattorizzazione di Wiener-Hopf
canonica inA se si verifica almeno una delle seguenti condizioni:

(a) W(z) & positiva per ognt € T,

(b) W (z) ha una parte reale positiva per ognic I',

(¢) |1 —W(z)| < 1perogniz €T.

Dimostrazione. Facciamo correrég(z) lungo la curva chiusdi(z) : z €
I'} nel piano complesso. Nel caso (a), si produce un sottoinsierfie i), nel
caso (b) si rimane nel piano destro aperto, e nel caso (c) si rimane all'interno del

disco di raggiol e centrol. In nessuno di questi tre casi si passa per lo zero o si
gira intorno allo zero. Quindi = 0. O

Nel caso (a), si ptisempre produrre una fattorizzazione canonica, dove

W_(z) = Wi (2), zel.

4  Sistemi di Toeplitz con indice arbitrario

In questo paragrafo risolviamo I'equazione di Toeplitz (1.1), dove il simbolo
verifica la condizione (1.7), ma ha una fattorizzazione di Wiener-Hopf

a(z) = a—(z)z"ay(2), z €T, 4.1)

con l'indice x diversa da zero. Sostituendo (4.1) in (1.10) e dividendaipét),
arriviamo all’'uguaglianza

2ag(2)i(2) Fa(2) ' (2) = a—(2) by (2), z €T, (4.2)
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dove [vedi (1.13)]

Pla_(2)"',(2) ] Z [Z i ]

=0

Si distinguono i tre cast = 0 (discusso nel paragrafo 1y,> 0 e x < 0.

Il caso x > 0. In tal caso si separano il termine analitico nel disco unitario e
il termine analitico fuori e zero all'infinito. Risulta

iy (2)E4 (2 Z [Zu”].

=0

Da questa equazione si@uaccoglierez(z) soltanto se la parte a destra ha uno
zero di ordinex in z = 0. Senza questa condizione non esiste alcuna soluzione
dell’'equazione di Toeplitz (1.1). Dividendo da (z) si ottiene prima

2", (z) = a4 (z Z [Z Ui ] :
1=0
Utilizzando (1.14) si arriva all'uguaglianza
Z.T+( Z (Zgzrzurj >
=0

Una soluzione di (1.1) esiste se e solo se si annullano i coeffientipiri =

0,1,---,k— 1, cioe se e solo se si verificano le condizioni
> lied upgby=0, i=012- k-1 (4.3)
r=0 j=r

In tal caso la soluzione (unica) ha la forma

i+K

Zewmzu,«“, i=0,1,2,--. (4.4)
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Il caso k = —|k| < 0. Consideriamo prima lo sviluppo di Taylor della
funzionea (2)z4(z) in z = 0:

|r]—1
i ()i (z) = Y e+ 00, 20, (4.5)
s=0
e scriviamo (4.2) nella forma
|k|—1 |k|—1
a(2)ty(2) — Z 2%¢q Z 2%cq
i () () T = a(2) M0y (2), (4.6)

Z‘R‘ Z‘R‘

dovez € T. Separando il termine analitico nel disco dal termine analitico fuori e
zero all'infinito, si trova

z‘“‘ s=0 = Z Zi [Z ui—jbj] . (47)

=0 j=t
Quindi
|k|—1 00 ‘ 00
io(2) =ap(2)7? Z 2oy + 2N Z 2" Z ui—;b;
s=0 =0 J=t
Sostituenda, (z)~' = Y7, 2*4; otteniamo infine
|H,|—1 ‘ 1 [e's) 'i—‘/€| [e's)
Ty(2) = Z 2" Z lije; + Z 2" Z Uiy Z uy—;b;.
i=0  j=0 i=|s| =0 j=r
In altre parole, abbiamo trovato tutte le soluzioni:
(i
> lie, i=0,1,-- |6 -1,
=0

(4.8)

Ti = Y izlsl

[ee]
N b > wgby, i= Ikl k41,
. r=0 j=r

19



dovecy, ci, - - -, ¢xj—1 SONO parametri arbitrari. Quindi la versione omogenea del-
'equazione di Toeplitz (1.1) (dov& = b = by = --- = 0) ha|x| soluzioni
linearmente indipendenti.

Abbiamo dimostrare il seguente risultato (enunciatogper1).

Teorema 4.1 Supponiamo la condizior{&.7) e siax I'indice del simbolo. Allora

(a) Sex = 0, I'equazione(1.1) ha la soluzione unicdzx;)2, in (P(Z) per
qualsiasi(b;)2, in P(Z,.).

(b) Sex > 0, I'equazione(1.1) ha soluzioni in¢?(Z.) se e solo se sono
verificate le condizion{4.3). In tal caso la soluzione unica.

(c) Sex < 0, 'equaziong(1.1) ha almeno una soluziore;), in ¢*(Z.) per
qualsiasi(b;), in (?(Z..). La corrispondente equazione omogeneg#ia
soluzioni linearmenti indipendenti if¥(Z., ).

Partendo dalla fattorizzazione di Wiener-Hopf (4.1) del simbolo, 6ifatto-
rizzare la matrice di ToeplitZ’, nella forma

T,=T, T..T,,. (4.9)

doveT, = U~! e la matrice di Toeplitz con simbold (z), T.~ & la matrice
di Toeplitz con simbole:*, e T,, = L~! & la matrice di Toeplitz con simbolo
a.(z). La matriceT,, = U~! & sovratriangolare e invertibfle la matrice di
ToeplitzT,, = L' & sottotriangolare e invertibile La matrice di ToeplitZI" -

ha la forma
1, i—j==s,
[Tzﬂ]i,j = . .
0, 1—j#k.

QuindiT .~ ha sempre I'elementbsul diagonale delle posiziofi, j) coni—j =
k € zeri in tutte le altre posizionE chiaro che I'invertibilid della matrice di Toe-
plitz T', e la risolubilita dell’equazione (1.1) vengono determinate completamente
dalle propriea della matrice di ToeplitZ",-.

La matriceT .- € la matrice uné semi-infinita se: = 0, e uno spostamento
per x posizioni sex # 0. Lequazione (1.1) ha la seguente forma:

Ti_w = bj, i = max(0, k), max(0,k) + 1,--- . (4.10)

6Sia come operatore lineare 847, ) in se stesso, sia come elemento dell'algebra di Banach
MZy).

’Sia come operatore lineare 47, ) in se stesso, sia come elemento dell’algebra di Banach
NZ-).
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Perx > 0 risultax; = b;,, Sotto la condizione necessaria che= b, =
o = bey = 0. Perk < Orisultaz; = bi_q (i = |k], || +1,---), dove
T, T1,- -+, T||—1 SONO arbitrari.

5 Equazioni integrali di Wiener-Hopf con indice ar-
bitrario
In questo paragrafo risolviamo I'equazione integrale di Wiener-Hopf nel caso in

cui viene verificata la condizione (2.3), ma non esiste la fattorizzazione canonica
del simbolo. In altre parole, abbiamo la fattorizzazione di Wiener-Hopf

~ A—i\"
1= k) =) (34 ) W0 5.1)
dovex € Z \ {0}. La soluzione dell'equazione (2.1) per= 0 e gia stata
presentata nel paragrafo 2. Sostituendo (5.1) in (2.8) e dividend®Vpéh)
arriviamo all’'uguaglianza

(i 1 2) We)fe ) + W) o) =W (M) 715:(\), A eR, (5.2)

dove [vedi (2.11)]

PO = [T e gt + [Tt sate)as)

Discutiamo ora i due casi non presentati primas 0 e x < 0.

Il casox > 0. Separando il temine analitico nel semipiano superiore da quello
analitico nel semipiano inferiore e zero all'infinito, otteniamo

()\ - Z-)”W+(A)f+(A) - /OOO e [g(t) " /too V(= $)9(5) ds] "

A+

Quindi la parte deve avere uno zero di ordinm \ = 7. In tal caso la soluzione
unica dell’equazione (2.1) ha la forma

o= (3w [T o+ [Tt - s an
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Sostituendo

otteniamo le seguenti condizioni sug(t) affinché esista la soluzione:

/OOO £t [g(t)Jr/toov(t—S)g(S)dS} dt=0, j=01,--,r—=1 (53)

ﬁ@
Il casox = —|x| < 0. Ponendo
i =3 (35 -
-+ + - . S
=\ A+

otteniamo dal problema di Riemann-Hilbert (5.2)

() [m(x)ﬂm 5 (i;)]

s=0

+ W) () + <; + z:)Iﬁl ljlg—ol (;Ii)c

= W_ ()13, (N). (5.4)

== ’ [WA)MA) - |§|; (55 j)c]

= [Ter o+ [T - gt as|ar

In altre parole,

Quindi
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dovecy, ci, - -+, ¢jx—1 SONO costanti arbitrarie. Quindi la corrispondente equazio-
ne di Wiener-Hopf omogenea(t) = 0] ha |x| soluzioni linearmente indipenden-
ti. Quindi

K|—1

115G

S=

' (i;)" | (g<t>+/:ov<t—s>g<s>ds) dt] -

Utilizzando I'espressione

o ym . m+1
—eMe Tl dt = ! - ,
o m! A1

A—i\™ <
=1 A (t) dt
(/\+z') +/0 ¢ (t) dt,

doved,(t) =0eperm=1,2,---

- s ts_l —t
dun(t) = Z<—2>(3)<3_D!e e
0, t <O0.

Fe(N) = [1+/0 Ny (t
o

troviamo prima

Dopo alcuni calcoli otteniamo I'espressione finale

f(t) = g(t) + /OOO {7(157 T) + dlﬂl(tL - T) + /0 d\n\(t - ’%)7(72’ T) dr g(T) dr
|k|—1

+ Z; Cs {ds(t) + /0 t Y+ (t — T)ds(T)} dr, (5.5)

dovet > 0, v(t,7) € il nucleo risolvente in (2.14) &, c1, - - - , ¢|x—1 SONO para-
metri della soluzione.
Abbiamo dimostrato il seguente risultato (enunciatozper 1).

Teorema 5.1 Supponiamo la condizior(&.3) e siax I'indice del simbolo. Allora

(a) Sex = 0, 'equazione(2.1) ha la soluzione unicgf € L*(0,00) per
qualsiasig € LP(0, o).
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(b) Sex > 0, 'equazione(2.1) ha soluzioni inL?(0,c0) se e solo se sono
verificate le condizion{5.3). In tal caso la soluzione unica.

(c) Ser < 0, I'equazione(2.1) ha almeno una soluziong € L*(0,c0) per
qualsiasig € L*(0,00). La corrispondente equazione omogenea|hja
soluzioni linearmenti indipendenti if? (0, co).

Esercizi

1. Una matrice di ToeplitZ’, = (a;—;);5-, Si dicea bandaseq; = 0 peri < —m
e peri > n.

(a) Dimostrare che il simbole una funzione razionale.

(b) Se questa funzione razionali non ha ze&ripoli suT, sviluppare un metrodo
analitico per calcolarne la fattorizzazione di Wiener-Hopf.

2. Supponiamo che il simbolo della matrice di Toeplifz e strettamente
positiva suT.

(a) Descrivere le conseguenze della posiéiviel simbolo per i coefficienti;
della matrice di Toeplitz.

(b) Dimostrare I'esistenza di una successiong:>, in ¢*(Z, ) con corrispon-
dente simbol@(z) tale chelé(z)|* = a(z) per ogniz € T.

3. Risolvere esplicitamente I'equazione di Wiener-Hopf

C

-5 [ I ds =g, 0<t< i,
0
dovec € (0, 1). Per quak ¢ € C esiste la soluzione unica e peéth
4. 1l trasferimento della luce non polarizzata in un atmosfera omogeneo con
scattering isotropo e diametro ottico infinito viene descritto dalla cosidetta equa-
zione di Schwarzschild-Milne

oo 1
05 [ Ble=rhre)ir= [ e odn o<t < oo,

2
dove0 < a < 1 & l'albedo di scattering singoldy; (t) = [~ e /I (dz/z) &
la funzione integrale esponenzialee(:) € l'intensié della luce che arriva alla
frontiera superiore in una direzione che fa I'angal@cos ;+ con il normale al
bordo. Per quale esiste la soluzione unica e peéth

24



Riferimenti bibliografici

[1] I.C. Gohberg and I.A. FeldmarConvolution Equations and Projection
Methods for their SolutionsTransl. Math. Monographs, Vofll, Amer.
Math. Soc., Providence, 1974 [Nauka, Moscow, 1971, in Russian].

[2] .M. Gelfand, D.A. Raikov, and G.E. ShiloGommutative Normed Rings
Chelsea Publ., New York, 1964 [Nauka, Moscow, 1960, in Russian].

[3] I. Gohberg, S. Goldberg, and M.A. KaashoéKkasses of Linear Opera-
tors, Vol. 11, Birkhauser OT63, Basel-Boston, 1993.

[4] M.G. Krein, Integral equations on the half-line with kernel depending
upon the difference of the argumentsspehi Mat. Nauk.13(5), 3—-120
(1958) (in Russian); AMS Translation®2, 163—-288 (1962).

[5] N.Wiener and E. HopfUber eine Klasse singater Integralgleichungen
Sitzungsberichte der Berliner Akademie der Wissenschaften, 696—706
(1931).

25



