
Cap II: Equazioni di Toeplitz e Equazioni
Integrali di Wiener-Hopf

1 Sistemi lineari di Toeplitz

In questo paragrafo discutiamo i sistemi lineari (semi-infiniti) di Toeplitz

∞∑
j=0

ai−jxj = bi, i = 0, 1, 2, . . . , (1.1)

dove(xi)
∞
i=0, (bi)

∞
i=0 ∈ `p(Z+) per qualchep ≥ 1 e (ai)i∈Z ∈ `1(Z). In forma

matriciale si ha

T a

x0

x1
...

 =

b0

b1
...

 , (1.2)

doveT a = (ai−j)i,j∈Z è lamatrice(semi-infinita)di Toeplitz

T a = (ai−j)i,j∈Z+ =



a0 a−1 a−2
...

a1 a0 a−1 a−2
. ..

a2 a1 a0 a−1 a−2
...

... a2 a1 a0 a−1
...

... .. . a2 a1 a0
...

... .. . ... ... ... ...


. (1.3)

Consideriamo prima i sistemi lineari (bi-infiniti) di Laurent

∞∑
j=−∞

ai−jxj = bi, i = · · · ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . , (1.4)
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dove(xi)i∈Z, (bi)i∈Z ∈ `1(Z) e (Ti)i∈Z ∈ `1(Z). In forma matriciale si ha

La(xi)i∈Z = (bi)i∈Z, (1.5)

doveLa è la matrice (bi-infinita) di Laurent

La = (ai−j)i,j∈Z. (1.6)

L’equazione (1.5) si pùo scrivere nella forma

(ai)i∈Z ∗ (xi)i∈Z = (bi)i∈Z,

dove∗ è il prodotto convoluzione. Introducendo le trasformate di Fourier discrete

x̂(z) =
∑
i∈Z

zixi, b̂(z) =
∑
i∈Z

zibi, â(z) =
∑
i∈Z

ziai,

otteniamo l’equazione algebrica

â(z)x̂(z) = b̂(z), z ∈ T.

Seè verificata la condizione

â(z) 6= 0, z ∈ T, (1.7)

risulta

x̂(z) =
b̂(z)

â(z)
, z ∈ T.

Applicando il Teorema di Wiener segue l’esistenza dic ∈ `1(Z) tale che

ĉ(z) =
1

â(z)
, z ∈ T.

Ciò implica che

xi =
∞∑

j=−∞

ci−jbj, i = · · · ,−2,−1, 0, 1, 2, · · · .

Se si verifica la condizione (1.7), l’equazione (1.4) ha la soluzione unica(xi)i∈Z ∈
`1(Z) per qualsiasi(bi)i∈Z ∈ `1(Z). Lo stesso risultato segue se(bi)i∈Z ∈ `p(Z) e
(ai)i∈Z ∈ `1(Z) e si richiede(bi)i∈Z ∈ `p(Z). In tal caso, il fatto che il prodotto

2



convoluzione tra una successione in`1(Z) e una successione iǹp(Z) è una suc-
cessione iǹ p(Z), conduce ad una soluzione unica(xi)i∈Z ∈ `p(Z) per qualsiasi
(bi)i∈Z ∈ `p(Z). La funzioneâ(z) si chiama ilsimbolodella matrice di Toeplitz
T a.

Studiamo ora l’equazione di Toeplitz (1.1) sotto la condizione (1.7). In tal
caso non si pùo ridurre il sistema lineare semi-infinito ad una equazione algebrica,
poich́e la moltiplicativit̀a della convoluzione vale soltanto iǹ1(Z), non per le
successioni semi-infinite.

Estendiamo (1.1) ad una equazione per tutti gli indici interi, introducendoxi e
bi peri = · · · ,−2,−1. Infatti, ponendo

xi = −
∞∑

j=0

ai−jxj, bi = 0, i = · · · ,−2,−1, (1.8)

arriviamo all’equazione (1.1) valida per ognii ∈ Z, ma dove gli ignoti sonoxi

peri ∈ Z.
Consideriamo ora l’equazione di Toeplitz (1.1) per(xi)

∞
i=0 e (bi)

∞
i=0 in `1(Z+),

indicando le modifiche per(xi)
∞
i=0 e (bi)

∞
i=0 in `p(Z+) dopo. Si vede subito che1

`1(Z) = `1(−N)+̇`1(Z+) = `1(Z−)+̇`1(N) = `1(−N)+̇C+̇`1(N). (1.9)

Definiamo le immersioni naturaliı+ : `1(Z+) → `1(Z) e ı− : `1(−N) → `1(Z)
con{

(ı+x)i = xi, i = 0, 1, 2, · · · ,

(ı+x)i = 0, i = · · · ,−2,−1,

{
(ı−x)i = 0, i = 0, 1, 2, · · · ,

(ı−x)i = xi, i = · · · ,−2,−1,

dovex = (xi)
∞
i=0, e le ”proiezioni” naturaliπ+ : `1(Z) → `1(Z+) eπ− : `1(Z) →

`1(−N) con {
(π+x)i = xi, i = 0, 1, 2, · · · ,

(π−x)i = xi, i = · · · ,−2,−1,

dovex = (xi)i∈Z. Ovviamenteπ+ı+ è l’operatore unit̀a su`1(Z+), π−ı− è l’ope-
ratore unit̀a su`1(−N), ı+π+ è la proiezione dì 1(Z) su`1(Z+) lungo`1(−N), e
ı−π− è la proiezione dì 1(Z) su `1(−N) lungo `1(Z+). L’equazione di Toeplitz
(1.1) si pùo rappresentare nella forma

π+(a ∗ ı+x) = (bi)
∞
i=0,

1Notazioni:N interi positivi,−N interi negativi,Z+ interi non negativi,Z− interi non positivi.
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dovex = (xi)
∞
i=0.

Introducendo le trasformate di Fourier discrete

x̂+(z) =
∞∑
i=0

zixi, b̂+(z) =
∞∑
i=0

zibi, b̂−(z) =
−1∑

i=−∞

zibi, â(z) =
∞∑

i=−∞

ziai,

si trova ilproblema di Riemann-Hilbert

â(z)x̂+(z) + x̂−(z) = b̂+(z), z ∈ T. (1.10)

Le funzioni x̂+(z) e b̂+(z) sono continue per|z| ≤ 1 e analitiche per|z| < 1.
D’altra parte la funzionêx−(z) è continua per|z| ≥ 1, tende a zero sez → ∞
ed è analitica per|z| > 1. Supponiamo ora che esista unafattorizzazione di
Wiener-Hopf canonica

â(z) = â−(z)â+(z), z ∈ T, (1.11)

dove i fattoriâ±(z) hanno le seguenti proprietà:

(a) Esistono le successioni(w+
i )∞i=0 ∈ `1(Z+) e (w−

i )0
i=−∞ ∈ `1(Z−) tali che

â+(z) =
∞∑
i=0

ziw+
i , â−(z) =

0∑
i=−∞

ziw−
i ;

dunque la funzionêa+(z) è continua per|z| ≤ 1 e analitica per|z| < 1, e la
funzioneâ−(z) è continua per|z| ≥ 1, tende a zero sez →∞ edè analitica
per|z| > 1.

(b) â+(z) 6= 0 per|z| ≤ 1 e â−(z) 6= 0 per|z| ≥ 1 e nel limite sez →∞.

Il Teorema di Wiener implica l’esistenza di(ui)
∞
i=0 ∈ `1(Z+) e(`i)

0
i=−∞ ∈ `1(Z−)

tali che

â+(z)−1 =
∞∑
i=0

zi`i, â−(z)−1 =
0∑

i=−∞

ziui.

Sostituendo (1.11) in (1.10) e dividendo perâ−(z) arriviamo all’uguaglianza

â+(z)x̂+(z) + â−(z)−1x̂−(z) = x̂−(z)−1b̂+(z), z ∈ T, (1.12)
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dove

x̂−(z)−1b̂+(z) =
∞∑

i=−∞

zi

[
∞∑

j=−∞

ui−jbj

]

=
∞∑
i=0

zi

[
∞∑
j=i

ui−jbj

]
+

−1∑
i=−∞

zi

[
∞∑

j=0

ui−jbj

]
. (1.13)

Separando (1.12) in un termine analitico nel disco unitario e un termino analitico
fuori del disco unitario e nullo all’infinito, si trovano

â+(z)x̂+(z) =
∞∑
i=0

zi

[
∞∑
j=i

ui−jbj

]
, â−(z)−1x̂−(z) =

−1∑
i=−∞

zi

[
∞∑

j=0

ui−jbj

]
.

Togliendo le trasformate di Fourier discrete si arriva all’espressione

xi =
i∑

r=0

`i−r

∞∑
j=r

ur−jbj, i = 0, 1, 2, · · · . (1.14)

Abbiamo dimostrato il seguente risultato (vedi [4]).

Teorema 1.1 Se il simbolôa(z) ha una fattorizzazione di Wiener-Hopf canonica,
allora per qualsiasi(bi)

∞
i=0 ∈ `1(Z+) il sistema di Toeplitz(1.1) ha la soluzione

unica

xi =
∞∑

j=0

γi,jbj, i = 0, 1, 2, · · · , (1.15)

in `1(Z+), dove

γi,j =

min(i,j)∑
r=0

`i−rur−j.

Il teoremaè stato dimostrato soltanto perp = 1, ma la formula risolvente
(1.15) ci d̀a una soluzione(xi)

∞
i=0 ∈ `p(Z+) per qualsiasi(bi)

∞
i=0 ∈ `p(Z+).

ScriviamoL = (`i−j)
∞
i,j=0 e U = (`i−j)

∞
i,j=0, dove`−1 = `−2 = · · · = 0 e

u1 = u2 = · · · = 0. Allora L è la matrice di Toeplitz sottotriangolare con simbolo
â+(z)−1, U è la matrice di Toeplitz sovratriangolare con simboloâ−(z)−1 e vale
la rappresentazione moltiplicativa

(T a)
−1 = LU. (1.16)
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SiccomeL−1 = (w+
i−j)

∞
i,j=0 è la matrice di Toeplitz sottotriangolare con simbolo

â+(z) [dovew+
−1 = w+

−2 = · · · = 0] e U−1 = (w−
i−j)

∞
i,j=0 è la matrice di Toeplitz

sovratriangolare con simbolôa−(z) [dovew−
1 = w−

2 = · · · = 0], abbiamo infatti
la cosiddettafattorizzazioneUL

T a = U−1L−1, (1.17)

doveU−1 è sovratriangolare eL−1 è sototriangolare. Il nostro compito, in ri-
solvere l’equazione di Toeplitz (1.1),è di calcolare le inverse dei fattori in una
fattorizzazioneUL della matrice di Toeplitz del sistema (1.1).

Consideriamo ora il caso particolare in cuib0 = 1 e b1 = b2 = · · · = 0. In tal
caso, see è il vettore colonna semi-infinito(1, 0, 0, 0, · · · )T , risultaU−1e = u0e.
Quest’ultimo seque dal fatto che la colonna zero-esima diU−1 è(u0, 0, 0, 0, · · · )T .
Quindi la soluzionex = (xi)

∞
i=0 del corrispondente sistema di Toeplitz (1.1) viene

espressa come

x = (T a)
−1e = LUe = L(u0e) = u0Le = u0(`i)

∞
i=0.

Quindi per trovare la fattorizzazione di Wiener-Hopf canonica diâ(z), resta da
risolvere il sistema di Toeplitz

∞∑
j=0

ai−jxj =

{
1, i = 0,

0, i = 1, 2, · · · ,
(1.18)

trovarex0, fattorizzarex0 = `0u0 sex0 6= 02, e calcolarè i (i = 0, 1, 2, · · · ) dalla
formula

`i =
xi

x0

, i = 0, 1, 2, · · · . (1.19)

I coefficientiu−i (i = · · · ,−2,−1, 0) si trovano nella stessa maniera dalla solu-
zione del sistema di Toeplitz [come esattamente?]

∞∑
j=0

aj−ixj =

{
1, i = 0,

0, i = 1, 2, · · · .
(1.20)

2Questo passaggiòe un p̀o arbitrario. Se non esiste la soluzione di (1.18) o se esiste ex0 = 0,
allora la fattorizzazione di Wiener-Hopf canonica del simbolo non esiste.
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2 Equazioni integrali di Wiener-Hopf

In questo paragrafo discutiamo le equazioni integrali di Wiener-Hopf, cioè quelle
del tipo

f(t)−
∫ ∞

0

k(t− s)f(s) ds = g(t), 0 ≤ t < ∞, (2.1)

dovef, g ∈ Lp(0,∞) per qualchep ≥ 1 e k ∈ L1(R). Lo sviluppo della teoria
di queste equazioni integraliè iniziata nel lavoro fondamentale di Wiener e Hopf
(vedi [5]). I risultati di base si trovano nel lavoro di Krein (vedi [4]) e nel libro di
Gohberg e Feldman (vedi [1]).

Consideriamo prima l’equazione di convoluzione sull’intera retta, cioè

f(t)−
∫ ∞

−∞
k(t− s)f(s) ds = g(t), t ∈ R, (2.2)

dovef, g ∈ L1(R) e k ∈ L1(R). Utilizzando il prodotto convoluzione inL1(R),
l’equazione (2.2) si pùo scrivere nella forma

f − (k ∗ f) = g.

Introducendo la trasformate di Fourier

f̂(λ) =

∫ ∞

−∞
eiλtf(t) dt, ĝ(λ) =

∫ ∞

−∞
eiλtg(t) dt, k̂(λ) =

∫ ∞

−∞
eiλtk(t) dt,

e applicando il teorema delle convoluzioni3, otteniamo l’equazione algebrica

f̂(λ)− k̂(λ)f̂(λ) = ĝ(λ), λ ∈ R.

Seè verificata la condizione

1− k̂(λ) 6= 0, λ ∈ R, (2.3)

otteniamo ovviamente

f̂(λ) =
ĝ(λ)

1− k̂(λ)
, λ ∈ R.

Applicando il Teorema di Wiener segue l’esistenza di` ∈ L1(R) tale che

1 +

∫ ∞

−∞
eiλt`(t) dt =

1

1−
∫∞
−∞ eiλtk(t) dt

, λ ∈ R.

3Perf1, f2 ∈ L1(R) si haf1 ∗ f2 ∈ L1(R) e ˆf1 ∗ f2(λ) = f̂1(λ)f̂2(λ) per ogniλ ∈ R.
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Dunquef̂(λ) = [1+ ˆ̀(λ)]ĝ(λ) perλ ∈ R. Ciò implica chef = g +(`∗g) oppure

f(t) = g(t) +

∫ ∞

−∞
eiλtg(t) dt, λ ∈ R.

Di consequenza, se si verifica la condizione (2.3), l’equazione (2.2) ha la solu-
zione unicaf ∈ L1(R) per qualsiasig ∈ L1(R). Lo stesso risultato segue se
g ∈ Lp(R) e k ∈ L1(R) e si richiedef ∈ Lp(R). In tal caso, il fatto che il
prodotto convoluzione tra una funzione inL1(R) ed una funzione inLp(R) appar-
tiene aLp(R) conduce ad una soluzione unicaf ∈ Lp(R) dell’equazione (2.2) per
qualsiasig ∈ Lp(R). La funzione1 − k̂(λ) si chiama ilsimbolodell’equazione
(2.2).

Studiamo ora l’equazione di Wiener-Hopf (2.1) sotto la condizione che il sim-
bolo verifichi (2.3). In tal caso non si può ridurre l’equazione integrale ad un’e-
quazione algebrica, poiché il teorema delle convoluzioni non vale sulla semiretta.

Estendiamo l’equazione (2.1) ad un’equazione sull’intera retta, introducendo
f(t) eg(t) pert < 0. Infatti, ponendo

f(t) =

∫ ∞

0

k(t− s)f(s) ds, g(t) = 0, t < 0, (2.4)

si vede che l’equazione (2.1) vale pert ∈ R q.o. Inoltre, le funzionif(t) e
g(t) estese all’intera retta appartengono aLp(R) se partiamo daf, g ∈ Lp(0,∞).
Purtroppo, il termine integrale noǹe un prodotto convoluzione sull’intera retta e
quindi non ammetta una riduzione ad un prodotto algebrico tramite la trasformata
di Fourier.

Consideriamo ora l’equazione di Wiener-Hopf perf, g ∈ L1(0,∞), indicando
le modifiche necessarie per il casof, g ∈ Lp(0,∞) dopo. Si vede subito che vale
la decomposizione come somma diretta

L1(R) = L1(−∞, 0)+̇L1(0,∞). (2.5)

Definiamo ora gli operatori lineariπ± e ı± dalle espressioni{
π+ : L1(R) → L1(0,∞),

(π+f)(t) = f(t), t > 0,

{
π− : L1(R) → L1(−∞, 0),

(π−f)(t) = f(t), t < 0,
ı+ : L1(0,∞) → L1(R),

(ı+f)(t) = f(t), t > 0,

(ı+f)(t) = 0, t < 0,


ı− : L1(−∞, 0) → L1(R),

(ı−f)(t) = f(t), t < 0,

(ı−f)(t) = 0, t > 0.
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In altre paroleı± sono le immersioni naturali diL1(0,∞) eL1(−∞, 0) in L1(R)
[ambedue isometrie] eπ± sono le ”proiezioni” naturali diL1(R) su L1(0,∞) e
L1(−∞, 0). Ovviamente,π+ı+ sono gli operatori unit̀a suL1(0,∞) eL1(−∞, 0),
rispettativamente, eı+π+ è la proiezione diL1(R) suL1(0,∞) lungoL1(−∞, 0)
eπ−ı− è la proiezione diL1(R) suL1(−∞, 0) lungoL1(0,∞).

L’equazione di Wiener-Hopf (2.1) ha la forma

f+ − π+(k ∗ ı+f+) = g+. (2.6)

In altre parole, l’effetto dell’applicazione della convoluzione sulla semirettaè pri-
ma di immergeref+ ∈ L1(0,∞) in L1(R) (cioè, di passare daf+ a ı+f+ ∈
L1(R)), poi di applicare la convoluzione conk ∈ L1(R) (arrivando ak ∗ (ı+f+))
e infine di proiettare ”indietro” suL1(0,∞) (arrivando aπ+(k ∗ ı+f+)). Le
definizioni (2.4) ci consentono a scrivere l’equazione (2.6) nella forma

(ı+f+) + (ı−f−)− (k ∗ ı+f+) = g, (2.7)

dove f+ = π+f ∈ L1(0,∞) e f− = π−f ∈ L1(−∞, 0). Introducendo le
trasformate di Fourier

f̂+(λ) =
∫∞

0
eiλtf(t) dt,

f̂−(λ) =
∫ 0

−∞ eiλtf(t) dt,

ĝ+(λ) =
∫∞

0
eiλtg(t) dt =

∫∞
−∞ eiλtg(t) dt,

arriviamo al cosiddettoproblema di Riemann-Hilbert[
1− k̂(λ)

]
f̂+(λ) + f̂−(λ) = ĝ+(λ), λ ∈ R. (2.8)

Nel problema di Riemann-Hilbert (2.8), la funzionêf+(λ) è continua per
Im λ ≥ 0, tende a zero seλ → ∞ nel semipiano superiore chiuso edè anali-
tica in Imλ > 0. La funzionef̂−(λ) è continua in Imλ ≤ 0, tende a zero se
λ → ∞ nel semipiano inferiore chiuso edè analitica in Imλ < 0. Supponiamo
ora che esista una cosiddettafattorizzazione di Wiener-Hopf canonica

1− k̂(λ) = W−(λ)W+(λ), λ ∈ R, (2.9)

dove i fattoriW±(λ) hanno le seguenti proprietà:
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(a) Esistono le funzioniw+ ∈ L1(0,∞) ew− ∈ L1(−∞, 0) tali che

W+(λ) = 1−
∫ ∞

0

eiλtw+(t) dt, W−(λ) = 1−
∫ 0

−∞
eiλtw−(t) dt;

dunque,W+(λ) è continua in Imλ ≥ 0, tende ad1 seλ →∞ nel semipiano
superiore chiuso ed̀e analitica in Imλ > 0. D’altra parteW−(λ) è continua
in Im λ ≤ 0, tende ad1 seλ → ∞ nel semipiano inferiore chiuso ed̀e
analitica in Imλ < 0;

(b) W+(λ) 6= 0 nel semipiano superiore chiuso eW−(λ) 6= 0 nel semipiano
inferiore chiuso.

Il Teorema di Wiener implica l’esistenza diγ+ ∈ L1(0,∞) eγ−(−∞, 0) tali che

W+(λ)−1 = 1 +

∫ ∞

0

eiλtγ+(t) dt, W−(λ)−1 = 1 +

∫ 0

−∞
eiλtγ−(t) dt.

Sostituendo (2.9) in (2.8) e dividendo perW−(λ) otteniamo

W+(λ)f̂+(λ) + W−(λ)−1f̂−(λ) = W−(λ)−1ĝ(λ), λ ∈ R, (2.10)

dove

W−(λ)−1ĝ(λ) =

∫ ∞

−∞
eiλt

[
g(t) +

∫ ∞

−∞
γ−(t− s)g(s) ds

]
=

∫ ∞

0

eiλt

[
g(t) +

∫ ∞

t

γ−(t− s)g(s) ds

]
dt

+

∫ 0

−∞
eiλt

[∫ ∞

0

γ−(t− s)g(s) ds

]
dt. (2.11)

Separando (2.10) in un termine analitico nel semipiano superiore e un termine
analitico nel semipiano inferiore, otteniamo

W+(λ)f̂+(λ) =

∫ ∞

0

eiλt

[
g(t) +

∫ ∞

t

γ−(t− s)g(s) ds

]
,

W−(λ)−1f̂−(λ) =

∫ 0

−∞
eiλt

[∫ ∞

0

γ−(t− s)g(s) ds

]
dt.
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Quindi for t > 0 troviamo (togliendo la trasformata di Fourier)

f(t) = g(t) +

∫ ∞

t

γ−(t− τ)g(τ) dτ

+

∫ ∞

0

γ+(t− s)

[
g(s) +

∫ ∞

t

γ−(s− τ)g(τ) dτ

]
ds. (2.12)

Abbiamo dimostrato il seguente risultato (vedi [4]).

Teorema 2.1 Se il simbolo1 − k̂(λ) ha una fattorizzazione di Wiener-Hopf ca-
nonica del tipo(2.8), allora per qualsiasig ∈ Lp(R) l’equazione di Wiener-Hopf
(2.1)ha la soluzione unicaf ∈ Lp(R)

f(t) = g(t) +

∫ ∞

0

γ(t, s)g(s) ds, t > 0, (2.13)

dove
γ(t, s) = γ+(t− s) +

∫ s

0

γ+(t− τ)γ−(τ − s) dτ, t > s > 0,

γ−(t− s) +

∫ t

0

γ+(t− τ)γ−(τ − s) dτ, s > t > 0.
(2.14)

Il teoremaè stato dimostrato soltanto perp = 1, ma la formula risolvente
(2.13) ci d̀a una soluzionef ∈ Lp(R) per qualsiasig ∈ Lp(R).

Supponiamo che esista una fattorizzazione canonica (2.9) del simbolo. Se
g(t) = k(t) (dove k̂(λ) = 1 − W−(λ)W+(λ)), allora il problema di Riemann-
Hilbert (2.10) si riduce all’equazione

W+(λ)f̂+(λ) + W−(λ)−1f̂−(λ) = 1−W−(λ)W+(λ), λ ∈ R.

Si trova la soluzione

f̂+(λ) = W+(λ)−1 − 1, f̂−(λ) = 1−W−(λ).

Quindi f(t) = γ+(t) set > 0. In altre parole, la funzioneγ+(t) si pùo calcolare
come la soluzione dell’equazione di Wiener-Hopf

f(t)−
∫ ∞

0

k(t− s)f(s) ds = k(t), t > 0.

La funzioneγ−(t) si trova dalla soluzione dell’equazione di Wiener-Hopf

f(t)−
∫ ∞

0

k(s− t)f(s) ds = k(−t), t > 0;

infatti, f(t) = γ−(−t) set > 0.
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3 Fattorizzazioni di Wiener-Hopf

Precedentemente abbiamo definito due tipi di fattorizzazione di Wiener-Hopf ca-
nonica, uno per certe funzioni sul cerchio unitario e un altro per certe funzioni
sulla retta reale. Per fornire una definizione più generale, siaΓ una curva chiusa,
semplice e rettificabile nella sfera di Riemann (cioè, nel piano complesso più il
punto all’infinito) con un orientamento che divide il piano complesso esteso in un
apertoΩ+ e un apertoΩ− tali cheΩ+ ∪Ω− ∪Γ = C∞ è una partizione della sfera
di Riemann. Supponiamo cheΩ+ si trovi alla sinistra diΓ e Ω− alla destra diΓ.
Si vede subito cheΓ e Ω± = Ω± ∪ Γ sono sottoinsiemi compatti della sfera di
Riemann.

Per esempio, siaΓ = T il cerchio unitario con l’orientamente nella direzione
di crescita dell’argomento diz ∈ T. Allora Ω+ = {z ∈ C : |z| < 1} e Ω− =
{z ∈ C : |z| > 1}∪ {∞}. SeΓ = R∪{∞} con l’orientamento nella direzione di
crescita diλ ∈ R, alloraΩ+ = {λ ∈ C : Im λ > 0} eΩ− = {λ ∈ C : Im λ < 0}.

SiaA un’algebra di Banach di funzioni complesse continue suΓ tale che

max
z∈Γ

|f(z)| ≤ ‖f‖A, f ∈ A. (3.1)

AlloraA si diceR-algebrasulla curvaΓ se l’insieme di tutte le funzioni razionali
con poli fuori della curvaΓ è denso inA. Ora scegliamo due punti fissi:ω± ∈
Ω±

4.

Lemma 3.1 SiaB un’algebra di Banach con unità e e sianoB± due sottoalgebre
di Banach chiuse diB tali cheB++̇B− = B. SiaP la proiezioni diB suB+ lungo
B−. Se

‖a‖ <
1

max(‖P‖, ‖I − P‖)
, (3.2)

allora l’elementoe− a ammette la fattorizzazione

e− a = (e + b−)(e + b+) (3.3)

in fattori invertibili in B±, doveb± ∈ B± e (e + b±)−1 − e ∈ B±.

Dimostrazione. Consideriamo l’equazione

x− P (ax) = e

4SeΓ = T, si scelgonoω+ = 0 eω− = ∞. SeΓ = R ∪ {∞}, si scelgonoω± = ±i.
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perx ∈ B. Siccome‖P (ax)‖ ≤ ‖P‖ ‖a‖ ‖x‖ e‖P‖ ‖a‖ < 1, esiste la soluzione
unicax ∈ B ex = e + x+ per qualchex+ ∈ B+. In modo simile si dimostra che
l’equazione

y − (I − P )(ya) = e

per y ∈ B ha la soluzione unica inB e chey = e + x− per qualchex− ∈ B−.
Ponendob− = −(I − P )(ax) e b+ = −P (ya) ne consegue che{

(e− a)(e + x+) = x− P (ax)− (I − P )(ax) = e + b−,

(e + x−)(e− a) = y − (I − P )(ya)− P (ya) = e− P (ya) = e + b+.

Quindi

(e + b+)(e + x+) = (e + x−)(e− a)(e + x+) = (e + x−)(e + b−).

Siccomeb+ + x+ + b+x+ = x− + b− + x−b− ∈ B+ ∩ B− = {0}, risulta

(e + b+)(e + x+) = (e + x−)(e + b−) = e.

Se l’algebra di BanachB fosse commutativa, il lemma sarebbe già stato dimostra-
to.

Nel caso non commutativo, consideriamoe − λa al posto die. Sea è come
prima e se|λ| < 1/(‖a‖max(‖P‖, ‖I − P‖)), allora si trovanob±(λ) ∈ B±
tali che e + b±(λ) sono invertibili, e + x−(λ) = (e + b±(λ))−1 − e ∈ B± e
e− λa = (e + b−(λ))(e + b+(λ)). Inoltreb±(λ) ex±(λ) sono funzioni analitiche
di λ. Quindi perε > 0 abbastanza piccolo gli elementie + b±(λ) sono invertibili
e quindi

ϕ((e + x+(λ))(e + b+(λ))) = ϕ((e + b−(λ))(e + x−(λ))) = ϕ(e), |λ| < ε,

per ogni funzionali lineare continuoϕ sullo spazio di BanachB. Grazie all’unicit̀a
della continuazione analitica, quest’uguaglianza vale anche per|λ| ≤ 1. Siccome
ϕ è arbitrario, risulta l’invertibilit̀a di e + b± in B. 2
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Dalla dimostrazione seguono le seguenti stime:

‖x+‖ ≤
∞∑

j=1

(‖P‖ ‖a‖)j =
‖P‖ ‖a‖

1− ‖P‖ ‖a‖
,

‖x−‖ ≤
∞∑

j=1

(‖I − P‖ ‖a‖)j =
‖I − P‖ ‖a‖

1− ‖I − P‖ ‖a‖
,

‖b+‖ ≤
∞∑

j=1

‖x+‖j =
‖P‖ ‖a‖

1− 2‖P‖ ‖a‖
,

‖b−‖ ≤
∞∑

j=1

‖x−‖j =
‖I − P‖ ‖a‖

1− 2‖I − P‖ ‖a‖
,

dove le stime perb± valgono soltanto se‖a‖ < 1/2 max(‖P‖, ‖I − P‖).
SiaΓ una curva chiusa, semplice, rettificabile e orientata inC, e siaw(z) una

funzione complessa continua suΓ senza zeri. Se facciamo esattamente un giro
lungo Γ nella direzione positiva,log(w(z)) rimane invariante o cresce da2πiκ.
Il numero interoκ si chiama l’indicedi w rispetto aΓ. SeΓ è una curva chiusa,
semplice, rettificabile e orientata inC ∪ {∞} che passa per il punto all’infinito,
l’indice di una funzione complessa continuaw(z) senza zeri suΓ si definisce nella
stessa maniera, ma si parte dall’infinito e si torna all’infinito.

Sew(z) è analitica in un aperto che contiene la curvaΓ, allora l’indice si pùo
calcolare dall’espressione

κ =
1

2πi

∫
Γ

w′(z)

w(z)
dz.

Sew(z) è meromorfa (ciòe, è il rapporto tra due funzioni analitiche) sul dominio
Ω+ alla sinistra della curvaΓ, allora l’indiceè uguale al numero di zeri meno il
numeri di poli della funzionew(z) in Ω+.

Teorema 3.2 SiaA unaR-algebra di funzioni continue sulla curva chiusa, sem-
plice, rettificabile e orientataγ in C ∪ {∞}, e sianoω± ∈ Ω±. Se l’algebraA si
scompone nella somma diretta

A = A++̇A−, (3.4)

doveA+ è l’algebra di tutte le funzioniW ∈ A che hanno un’estensione ad una
funzione continua inΩ+ e analitica inΩ+ eA− è l’algebra di tutte le funzioni
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W ∈ A che hanno un’estensione ad una funzione continua inΩ−, analitica inΩ−
e zero inω−, allora ogniW ∈ A che non si annulla suΓ, si pùo fattorizzare nella
forma

W (z) = W−(z)

(
z − ω+

z − ω−

)κ

W+(z), z ∈ Γ, (3.5)

dove i fattori e il numeroκ hanno le seguenti proprietà:

(a) W+ è continua inΩ+ e analitica inΩ+ e non si annulla inΩ+;

(b) W− è continua inΩ− e analitica inΩ− e non si annulla inΩ−;

(c) W+ eW−1
+ appartengono aA+;

(d) W−(·)−W−(ω−) eW−(·)−1 −W−(ω−)−1 appartengono aA−;

(e) κ è un numero intero uguale all’indice diW rispetto aΓ.

Dimostrazione. Consideriamo prima il caso in cuiΓ è limitato.
SiaR(z) una funzione razionale senza poli nè zeri suΓ tale che la funzione

B = [W −R]R−1 = WR−1 − 1 soddisfa la stima

‖B‖A <
1

max(‖P‖, ‖I − P‖)
,

doveP è la proiezione diA suA+ lungoA−. Tale R esiste, poich́e A è una
R-algebra. Allora

W (z)R(z)−1 = B−(z)B+(z), z ∈ Γ,

doveB+, B−1
+ ∈ A+ e B−(·) − B−(ω−), B−(·)−1 − B−(·)−1 ∈ A−. Secondo il

Teorema di Rouch́e5, la funzione razionaleR(z) ha lo stesso indiceκ rispetto aΓ.
Quindi resta da fattorizzareR(z). Ma R(z) ha la fattorizzazione

R(z) = R−(z)

(
z − ω+

z − ω−

)κ

R+(z), z ∈ Γ,

doveR±(z) sono funzioni razionali con tutti i loro poli e zeri inΩ∓ e un limite
finito e non zero all’infinito. Di consequenza,

W (z) = B−(z)R−(z)

(
z − ω+

z − ω−

)κ

R+(z)B+(z), z ∈ Γ;

5Che afferma che:SeW1 e W2 sono due funzioni continue suΩ± e analitiche suΩ± tali che
W1(z) 6= 0 per z ∈ Γ e |[W1(z) − W2(z)]W1(z)−1| < 1 per ogniz ∈ Γ, W1 e W2 hanno lo
stesso numero di zeri inΩ±.
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quest’ultima fattorizzazione implica (3.5).
SeΓ passa per il punto all’infinito, si faccia una trasformata di Möbius per

ridurre il teorema ad un caso in cui la curvaè limitata. 2

Nel caso in cui la curvàe la retta reale, la trasformata di Möbiusz = (λ −
i)/(λ + i) ci consente a ridurre il teorema al caso del cerchio unitario.

Discutiamo due esempi.

(a) Sia Γ = T con Ω+ = {z ∈ C : |z| < 1}. SiaA = `1(Z). Allora
A si scompone come in (3.4), doveA+ = `1(Z+) eA− = `1(−N). Le
proiezioniP e I − P di A suA± lungoA∓ hanno ambedue la norma1. Se
scegliamoω+ = 0 eω− = ∞, si arriva alla fattorizzazione

W (z) = W−(z)zκW+(z), z ∈ T. (3.6)

Nel casoκ = 0 la fattorizzazione riduce alla definizione di una fattorizza-
zione di Wiener-Hopf canonica del paragrafo 1.

(b) SiaΓ = R conΩ+ = {λ ∈ C : Im λ > 0}. SiaA = C × L1(R) l’algebra
di Wiener continua. Scegliamoω± = ±i. Allora A+ = C × L1(0,∞) e
A− = {w = (c, f) ∈ C × L1(−∞, 0) : ŵ(−i) = 0}. Le proiezioniP
e I − P di A suA± lungoA∓ hanno ambedue la norma1. Si arriva alla
fattorizzazione

W (λ) = W−(λ)

(
λ− i

λ + i

)κ

W+(λ), λ ∈ R. (3.7)

Nel casoκ = 0 la fattorizzazione si riduce alla fattorizzazione di Wiener-
Hopf canonica del paragrafo 2.

Continuiamo il paragrafo 3 con una proposizione importante.

Proposizione 3.3SeW = W−W+ = Z−Z+ sono due fattorizzazioni canoniche
(cioè, fattorizzazioni di Wiener-Hopf con indiceκ = 0) della stessa funzione,
allora esiste una costantec 6= 0 tale cheW+ = cZ+ eZ− = cW−.

Dimostrazione. Le due fattorizzazioni implicano che

W+(z)Z+(z)−1 = W−(z)−1Z−(z), z ∈ Γ.

La parte a sinistràe continua inΩ+ e analitica inΩ+ e la parte a destràe conti-
nua inΩ− e analitica inΩ−. Queste due parti insieme definiscono una funzione
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analitica sull’intero piano complesso ed all’infinito. Una tale funzione deve es-
sere costante, secondo il Teorema di Liouville. Facciendo lo stesso gioco con
l’equazione

Z+(z)W+(z)−1 = Z−(z)−1W−(z), z ∈ Γ,

si scopre che questa costanteè diversa da zero. 2

Diamo ora alcune condizioni necessarie per l’esistenza di una fattorizzazione
canonica (κ = 0)

Teorema 3.4 SiaΓ = T (conΩ+ il disco unitario) o Γ = R (conΩ+ il semipiano
superiore). SiaA un’algebra di Banach di funzioni continue suΓ che si scompone
coe in(3.4). Allora una funzioneW ∈ A ha una fattorizzazione di Wiener-Hopf
canonica inA se si verifica almeno una delle seguenti condizioni:

(a) W (z) è positiva per ogniz ∈ Γ,

(b) W (z) ha una parte reale positiva per ogniz ∈ Γ,

(c) |1−W (z)| < 1 per ogniz ∈ Γ.

Dimostrazione. Facciamo correrelog(z) lungo la curva chiusa{W (z) : z ∈
Γ} nel piano complesso. Nel caso (a), si produce un sottoinsieme di(0,∞), nel
caso (b) si rimane nel piano destro aperto, e nel caso (c) si rimane all’interno del
disco di raggio1 e centro1. In nessuno di questi tre casi si passa per lo zero o si
gira intorno allo zero. Quindiκ = 0. 2

Nel caso (a), si pùo sempre produrre una fattorizzazione canonica, dove

W−(z) = W+(z), z ∈ Γ.

4 Sistemi di Toeplitz con indice arbitrario

In questo paragrafo risolviamo l’equazione di Toeplitz (1.1), dove il simbolo
verifica la condizione (1.7), ma ha una fattorizzazione di Wiener-Hopf

â(z) = â−(z)zκâ+(z), z ∈ T, (4.1)

con l’indiceκ diversa da zero. Sostituendo (4.1) in (1.10) e dividendo perâ−(z),
arriviamo all’uguaglianza

zκâ+(z)x̂+(z) + â−(z)−1x̂−(z) = â−(z)−1b̂+(z), z ∈ T, (4.2)
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dove [vedi (1.13)]

P
[
â−(z)−1b̂+(z)

]
=

∞∑
i=0

zi

[
∞∑
j=i

ui−jbj

]
.

Si distinguono i tre casiκ = 0 (discusso nel paragrafo 1),κ > 0 eκ < 0.

Il caso κ > 0. In tal caso si separano il termine analitico nel disco unitario e
il termine analitico fuori e zero all’infinito. Risulta

zκâ+(z)x̂+(z) =
∞∑
i=0

zi

[
∞∑
j=i

ui−jbj

]
.

Da questa equazione si può raccoglierêx(z) soltanto se la parte a destra ha uno
zero di ordineκ in z = 0. Senza questa condizione non esiste alcuna soluzione
dell’equazione di Toeplitz (1.1). Dividendo daâ+(z) si ottiene prima

zκx̂+(z) = â+(z)−1

∞∑
i=0

zi

[
∞∑
j=i

ui−jbj

]
.

Utilizzando (1.14) si arriva all’uguaglianza

zκx̂+(z) =
∞∑
i=0

zi

(
i∑

r=0

`i−r

∞∑
j=r

ur−jbj

)
.

Una soluzione di (1.1) esiste se e solo se si annullano i coeffienti dizi per i =
0, 1, · · · , κ− 1, cioè se e solo se si verificano le condizioni

i∑
r=0

`i−r

∞∑
j=r

ur−jbj = 0, i = 0, 1, 2, · · · , κ− 1. (4.3)

In tal caso la soluzione (unica) ha la forma

xi =
i+κ∑
r=0

`i+κ−r

∞∑
j=r

ur−jbj, i = 0, 1, 2, · · · . (4.4)
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Il caso κ = −|κ| < 0. Consideriamo prima lo sviluppo di Taylor della
funzioneâ+(z)x̂+(z) in z = 0:

â+(z)x̂+(z) =

|κ|−1∑
s=0

zscs + O(z|κ|), z → 0, (4.5)

e scriviamo (4.2) nella forma

â+(z)x̂+(z)−
|κ|−1∑
s=0

zscs

z|κ|
+ â−(z)−1x̂−(z) +

|κ|−1∑
s=0

zscs

z|κ|
= â−(z)−1b̂+(z), (4.6)

dovez ∈ T. Separando il termine analitico nel disco dal termine analitico fuori e
zero all’infinito, si trova

â+(z)x̂+(z)−
|κ|−1∑
s=0

zscs

z|κ|
=

∞∑
i=0

zi

[
∞∑
j=i

ui−jbj

]
. (4.7)

Quindi

x̂+(z) = â+(z)−1

|κ|−1∑
s=0

zscs + z|κ|
∞∑
i=0

zi

(
∞∑
j=i

ui−jbj

) .

Sostituendôa+(z)−1 =
∑∞

i=0 zi`i otteniamo infine

x̂+(z) =

|κ|−1∑
i=0

zi

i∑
j=0

`i−jcj +
∞∑

i=|κ|

zi

i−|κ|∑
r=0

`i−|κ|−r

∞∑
j=r

ur−jbj.

In altre parole, abbiamo trovato tutte le soluzioni:

xi =



i∑
j=0

`i−jcj, i = 0, 1, · · · , |κ| − 1,

i−|κ|∑
r=0

`i−|κ|−r

∞∑
j=r

ur−jbj, i = |κ|, |κ|+ 1, · · · ,

(4.8)
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dovec0, c1, · · · , c|κ|−1 sono parametri arbitrari. Quindi la versione omogenea del-
l’equazione di Toeplitz (1.1) (doveb0 = b1 = b2 = · · · = 0) ha |κ| soluzioni
linearmente indipendenti.

Abbiamo dimostrare il seguente risultato (enunciato perp ≥ 1).

Teorema 4.1 Supponiamo la condizione(1.7)e siaκ l’indice del simbolo. Allora

(a) Seκ = 0, l’equazione(1.1) ha la soluzione unica(xi)
∞
i=0 in `p(Z+) per

qualsiasi(bi)
∞
i=0 in `p(Z+).

(b) Se κ > 0, l’equazione(1.1) ha soluzioni in`p(Z+) se e solo se sono
verificate le condizioni(4.3). In tal caso la soluzionèe unica.

(c) Seκ < 0, l’equazione(1.1)ha almeno una soluzione(xi)
∞
i=0 in `p(Z+) per

qualsiasi(bi)
∞
i=0 in `p(Z+). La corrispondente equazione omogenea ha|κ|

soluzioni linearmenti indipendenti iǹp(Z+).

Partendo dalla fattorizzazione di Wiener-Hopf (4.1) del simbolo, si può fatto-
rizzare la matrice di ToeplitzT a nella forma

T a = T a−T zκT a+ , (4.9)

doveT a− = U−1 è la matrice di Toeplitz con simbolôa−(z), T zκ è la matrice
di Toeplitz con simbolozκ, e T a+ = L−1 è la matrice di Toeplitz con simbolo
â+(z). La matriceT a+ = U−1 è sovratriangolare e invertibile6 e la matrice di
ToeplitzT a+ = L−1 è sottotriangolare e invertibile7. La matrice di ToeplitzT zκ

ha la forma

[T zκ ]i,j =

{
1, i− j = κ,

0, i− j 6= κ.

QuindiT zκ ha sempre l’elemento1 sul diagonale delle posizioni(i, j) coni−j =
κ e zeri in tutte le altre posizioni.̀E chiaro che l’invertibilit̀a della matrice di Toe-
plitz T a e la risolubilit̀a dell’equazione (1.1) vengono determinate completamente
dalle propriet̀a della matrice di ToeplitzT zκ.

La matriceT zκ è la matrice unit̀a semi-infinita seκ = 0, e uno spostamento
perκ posizioni seκ 6= 0. L’equazione (1.1) ha la seguente forma:

xi−κ = bi, i = max(0, κ), max(0, κ) + 1, · · · . (4.10)
6Sia come operatore lineare da`p(Z+) in se stesso, sia come elemento dell’algebra di Banach

`1(Z+).
7Sia come operatore lineare da`p(Z+) in se stesso, sia come elemento dell’algebra di Banach

`1(Z−).
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Per κ > 0 risulta xi = bi+κ sotto la condizione necessaria cheb0 = b1 =
· · · = bκ−1 = 0. Perκ < 0 risulta xi = bi−|κ| (i = |κ|, |κ| + 1, · · · ), dove
x0, x1, · · · , x|κ|−1 sono arbitrari.

5 Equazioni integrali di Wiener-Hopf con indice ar-
bitrario

In questo paragrafo risolviamo l’equazione integrale di Wiener-Hopf nel caso in
cui viene verificata la condizione (2.3), ma non esiste la fattorizzazione canonica
del simbolo. In altre parole, abbiamo la fattorizzazione di Wiener-Hopf

1− k̂(λ) = W−(λ)

(
λ− i

λ + i

)κ

W+(λ), (5.1)

dove κ ∈ Z \ {0}. La soluzione dell’equazione (2.1) perκ = 0 è gìa stata
presentata nel paragrafo 2. Sostituendo (5.1) in (2.8) e dividendo perW−(λ)
arriviamo all’uguaglianza(

λ− i

λ + i

)κ

W+(λ)f̂+(λ) + W−(λ)−1f̂−(λ) = W−(λ)−1ĝ+(λ), λ ∈ R, (5.2)

dove [vedi (2.11)]

P
[
W−(λ)−1ĝ+(λ)

]
=

∫ ∞

0

eiλt

[
g(t) +

∫ ∞

t

γ−(t− s)g(s) ds

]
dt.

Discutiamo ora i due casi non presentati prima:κ > 0 eκ < 0.

Il casoκ > 0. Separando il temine analitico nel semipiano superiore da quello
analitico nel semipiano inferiore e zero all’infinito, otteniamo(

λ− i

λ + i

)κ

W+(λ)f̂+(λ) =

∫ ∞

0

eiλt

[
g(t) +

∫ ∞

t

γ−(t− s)g(s) ds

]
dt.

Quindi la parte deve avere uno zero di ordineκ in λ = i. In tal caso la soluzione
unica dell’equazione (2.1) ha la forma

f̂+(λ) =

(
λ + i

λ− i

)κ

W+(λ)−1

∫ ∞

0

eiλt

[
g(t) +

∫ ∞

t

γ−(t− s)g(s) ds

]
dt.
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Sostituendo

eiλt = e−t

∞∑
j=0

(1 + iλ)j tj

j!
,

otteniamo le seguentiκ condizioni sug(t) affinch́e esista la soluzione:∫ ∞

0

tj

j!
e−t

[
g(t) +

∫ ∞

t

γ−(t− s)g(s) ds

]
dt = 0, j = 0, 1, · · · , κ− 1. (5.3)

Il casoκ = −|κ| < 0. Ponendo

W+(λ)f̂+(λ) =
∞∑

s=0

(
λ− i

λ + i

)s

cs,

otteniamo dal problema di Riemann-Hilbert (5.2)(
λ + i

λ− i

)|κ| W+(λ)f̂+(λ)−
|κ|−1∑
s=0

(
λ− i

λ + i

)s

cs


+ W−(λ)−1f̂−(λ) +

(
λ + i

λ− i

)|κ| |κ|−1∑
s=0

(
λ− i

λ + i

)s

cs

= W−(λ)−1ĝ+(λ). (5.4)

Quindi (
λ + i

λ− i

)|κ| W+(λ)f̂+(λ)−
|κ|−1∑
s=0

(
λ− i

λ + i

)s

cs


=

∫ ∞

0

eiλt

[
g(t) +

∫ ∞

t

γ−(t− s)g(s) ds

]
dt.

In altre parole,

f̂+(λ) = W+(λ)−1

|κ|−1∑
s=0

(
λ− i

λ + i

)s

cs

+

(
λ− i

λ + i

)|κ| ∫ ∞

0

eiλt

(
g(t) +

∫ ∞

t

γ−(t− s)g(s) ds

)
dt

]
,
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dovec0, c1, · · · , c|κ|−1 sono costanti arbitrarie. Quindi la corrispondente equazio-
ne di Wiener-Hopf omogenea [g(t) ≡ 0] ha |κ| soluzioni linearmente indipenden-
ti. Quindi

f̂+(λ) =

[
1 +

∫ ∞

0

eiλtγ+(t)

]|κ|−1∑
s=0

cs

(
λ− i

λ + i

)s

+

(
λ− i

λ + i

)|κ| ∫ ∞

0

eiλt

(
g(t) +

∫ ∞

t

γ−(t− s)g(s) ds

)
dt

]
.

Utilizzando l’espressione∫ ∞

0

tm

m!
eiλte−t dt =

(
i

λ + i

)m+1

,

troviamo prima (
λ− i

λ + i

)m

= 1 +

∫ ∞

0

eiλtdm(t) dt,

doved0(t) = 0 e perm = 1, 2, · · ·

dm(t) =


m∑

s=1

(−2)s

(
m

s

)
ts−1

(s− 1)!
e−t, t > 0,

0, t < 0.

Dopo alcuni calcoli otteniamo l’espressione finale

f(t) = g(t) +

∫ ∞

0

[
γ(t, τ) + d|κ|(t− τ) +

∫ t

0

d|κ|(t− τ̂)γ(τ̂ , τ) dτ̂

]
g(τ) dτ

+

|κ|−1∑
s=0

cs

[
ds(t) +

∫ t

0

γ+(t− τ)ds(τ)

]
dτ, (5.5)

dovet > 0, γ(t, τ) è il nucleo risolvente in (2.14) ec0, c1, · · · , c|κ|−1 sono para-
metri della soluzione.

Abbiamo dimostrato il seguente risultato (enunciato perp ≥ 1).

Teorema 5.1 Supponiamo la condizione(2.3)e siaκ l’indice del simbolo. Allora

(a) Seκ = 0, l’equazione(2.1) ha la soluzione unicaf ∈ Lp(0,∞) per
qualsiasig ∈ Lp(0,∞).
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(b) Seκ > 0, l’equazione(2.1) ha soluzioni inLp(0,∞) se e solo se sono
verificate le condizioni(5.3). In tal caso la soluzionèe unica.

(c) Seκ < 0, l’equazione(2.1) ha almeno una soluzionef ∈ Lp(0,∞) per
qualsiasig ∈ Lp(0,∞). La corrispondente equazione omogenea ha|κ|
soluzioni linearmenti indipendenti inLp(0,∞).

Esercizi

1. Una matrice di ToeplitzT a = (ai−j)
∞
i,j=0 si dicea bandaseai = 0 peri < −m

e peri > n.

(a) Dimostrare che il simbolòe una funzione razionale.

(b) Se questa funzione razionali non ha zeri nè poli suT, sviluppare un metrodo
analitico per calcolarne la fattorizzazione di Wiener-Hopf.

2. Supponiamo che il simbolo della matrice di ToeplitzT a è strettamente
positiva suT.

(a) Descrivere le conseguenze della positività del simbolo per i coefficientiai

della matrice di Toeplitz.

(b) Dimostrare l’esistenza di una successione(ci)
∞
i=0 in `1(Z+) con corrispon-

dente simbolôc(z) tale che|ĉ(z)|2 = â(z) per ogniz ∈ T.

3. Risolvere esplicitamente l’equazione di Wiener-Hopf

f(t)− c

2

∫ ∞

0

e−|t−s|f(s) ds = g(t), 0 < t < +∞,

dovec ∈ (0, 1). Per qual’̀e c ∈ C esiste la soluzione unica e perché?
4. Il trasferimento della luce non polarizzata in un atmosfera omogeneo con

scattering isotropo e diametro ottico infinito viene descritto dalla cosidetta equa-
zione di Schwarzschild-Milne

f(t)− a

2

∫ ∞

0

E1(|t− τ |)f(τ) dτ =

∫ 1

0

e−t/µϕ+(µ) dµ, 0 < t < +∞,

dove0 < a ≤ 1 è l’albedo di scattering singolo,E1(t) =
∫∞

1
e−z/|t| (dz/z) è

la funzione integrale esponenziale eϕ+(µ) è l’intensit̀a della luce che arriva alla
frontiera superiore in una direzione che fa l’angoloarccos µ con il normale al
bordo. Per qualea esiste la soluzione unica e perché?
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