Cap. I: Algebre di Banach

1 Definizioni e esempi principali

Un’algebra di Banacke uno spazio di Banach compled8an cui e stata definita
una moltiplicazione (tra vettori) con le seguenti progiePer ognic,y, z € B e
A€ Csiha

(a) (zy)z = x(yz) [associativig],
(b) z(y +2) =2y + 2z e (y + z)x = yx + zz [distributivita],
(€) Mzy) = Az)y = 2(Ny),

(d) llzyll < {l] {lyll-

Siricorda che la norma i € completa nel senso che ogni successione di Cauchy
in B & convergente i8. E chiaro, in vista della propriat(d), che le operazioni
algebriche su3 [cioé, I'addizione(x,y) — x + y, la moltiplicazione tra vettori
(z,y) — xy, € la moltiplicazione scalarg\, z) — Ax] sono continue. Sey =
yx perognix,y € B, 'algebra si dicecommutativa

Un elementa: € B si diceelemento uné selje|| = 1 eex = xe = x per ogni
x € B. In tal casoB si dicealgebra con uné.

Esercizio. SiaB un’algebra di Banach senza umitSia3; = B x C con le
seguenti operazioni:

(@A) + (v, 1) = (x+y, A+ p),
V(z,A) = (yz,7A),
(2, (Y, 1) = (zy + px + Ay, A,
[[(z, M| = [lz]] + Al

Si dimostri che3; € un’algebra con urat(quale?) e che — (z,0) € un'immer-
sione isometrica dB in B;.



Una sottoalgebrad dell'algebra di Banacl8 € un sottospazio lineare dello
spazio di Banacli cheé chiuso per la moltiplicazione (tra vettori) B In altre
parole, ser,y € A, alloraxy € A. Unasottoalgebra chiusai un’algebra di
BanachB & una sottoalgebra @i cheé chiuso rispetto alle operazioni e la norma
di 5.

Concludiamo questo paragrafo con alcuni esempi di algebre di Banach.

(a) Sia K uno spazio compatto di Hausdorff e Sig K) l'insieme di tutte

le funzioni continuef : K — C. Allora C'(K) & un’algebra di Bana-
ch commutativa con uratrispetto alle seguenti operazioni e alla seguente

norma:
(f+9)(t) = F(t) +9@), teK,
(Af)(E) = Af(1), te K,
(fa)(t) = ft)g(t), te K,

I} = maxiere |£(2)]-
Qual’e 'elemento un&? Perch la normae completa?
(b) Sia X uno spazio di Banach complesso e SigX) l'insieme di tutti gli

operatori lineari limitati suX'. Allora £(X') & un’algebra di Banach rispetto
alle operazioni e alla norma

(T'+ S)xr =Tx + Sz, r € X,
(ANT)z = \T'z, x € X,
(T'S)x =T (Sz), xr € X,

1Tl = supozeex (1T]|/[l]]).

Qual'e I'elemento un&? Dimostrare ch&(X )none commutativa séim X
>2.

(c) Sial'(Z) 'insieme di tutti le successioni complesge, ),.cz tali che la se-
rie )., ©n & assolutamente convergente. Alldf4Z) € un’algebra di
Banach commutativa con uaitispetto alle operazioni e alla norma

r
(fn)neZ + (yn)nEZ = (wn + yn)neZ7
A(xn)neZ = (Axn)n€Z>
(ajn)nEZ(yn)nEZ = (Zn)nela Zp = Z TrYn—k,
kEZ
(@n)nezll =) lanl.
L neL



Quindi la moltiplicazione tra vetto® il cosiddettgprodotto convoluzione
L'algebra¢!(Z) si chiama lalgebra di Wiene(discretd. Domanda: Qua&
il suo elemento unit?

(d) SiaL'(R) linsieme di tutte le funzioni sommabilf : R — C rispetto alla
misura di Lebesgue Allora L'(R) & un’algebra di Banach commutativa
senza und rispetto alle operazioni e alla norma

(f +9)() = f(t) + g(t), teRq.o.,
(ML) = Af(2), teRgq.o.,
(f9)(t) f f(s)g(t —s)ds, teRq.o.,
||f|| = [2 |f ()] dt.

La moltiplicazione (tra vettori) si chiama il prodotto convoluzione (spesso
indicata conf * g). All'algebra L' (R) si aggiunge I'elemento uritnella se-
guente maniera. Consideriamg = C x L'(RR) con le seguenti operazioni

e la seguente norma:

(¢, f)+(d,g) = (c+d, f+9g),

Ae, f) = (Ae, Af),

(¢, /)(d, g) = (ed,df + cg + (f *g)),
(e, HII = lel + (I £]-

Allora W & un’algebra di Banach commutativa con I'dntl,0) che si
chiama lalgebra di Wiene{continug.

(e) Sia S un sottoinsieme compatto del piano comple§soon parte interna
non vuota (per esempio, il disco unitafa € C : |z| < 1}). Allora
I'insieme A(SS) di tutte le funzioni continug : S — C, che sono analitiche
all'interno di S, & un’algebra di Banach commutativa con anispetto alle
operazioni e alla norma

(f +9)(t) = f() +9(t), teS,
(AN(E) = Af(1), tes,
(f9)(t) = F()g(1), tes,

1/ = maxies [f(t)]-

E evidente ched(S) & una sottoalgebra chiusa@(S).

lidentifichiamo due funzionf, g : R — C tali che l'insieme{t € R : f(t) # g(t)} ha misura
nulla. In tal caso si dice chg(t) = ¢(¢) quasi ovunquéq.o.).
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(f) Unamatrice complessax n, A = (a;;);;_,, Sl dicematrice circolantese
a;; = a;—; (cioe, a;_; dipende soltanto dalla differenza- j) e a;, = a;
(j = —n,--- ,n). Pern = 5 si ottiene una matrice del tipo

ap aip Gz a3z da4
a4y apg a1 Gz ag
A=las a4 ap ar as |,
Gz a3 a4 Qap ai
a; az az a4 Qg

dovea, (j = 0,1, 2, 3,4) sono numeri complessi. Per> 1 arbitrario si ha

Gy a1 Az - Gp—2 Qdp—1
ap—1 GG a1 -+ Gp-3 0Ap-2
A= ,
as as ap ai
aq ag - ap—1 Qo
dovea; (j = 0,1,---,n — 1) sono numeri complessi. Scriviamb =
C(ag,ay,- -+ ,a,_1). Sivede facilmente che
z
22 | =5 22 n_
C<a0aa'la”' 7an—l) —(I(Z) ) Z = 17
Zn—l Zn—l

dovea(z) = ag + za; + 2%as + -+ + 2" 'a,_;. Quindi gli autovettori
della matrice circolant€’'(ao, ay, - - - ,a,—1) Sono i valoria(z) del polino-

mio a(z) calcolati per gliz per cuiz" = 1. Ne consegue che le matrici
circolanti di ordinen costituiscono un’algebra di Banach (rispetto a qual-
siasi norma matriciale) commutativa con @nitimitatamente alla struttura
algebrica (ci@ senza tener conto della norma e delle corrispondenti pro-
prieta topologiche) essa puessere identificata con@-modulo quoziente
C[z]/(=™ — 1) ootenuto identificando polinomi complessi la cui differenza
sia divisibile perz™ — 1.



2 Proprieta principali

Un sottoinsiemé di un’algebra di Banacl si diceidealein B seZ € un sotto-
spazio lineare dello spazio di BanaBle sexra e ax appartengono ad per tutti i
vettoria € 7 ex € B. Un idealeT in B si dicenon banaleseZ # {0} eZ # B.
Si dimostra facilmente che la chiusura di un ideal®ia un ideale irs5.

Discutiamo alcuni esempi (che corrispondono ai precedenti esempi di algebre
di Banach).

(a) Linsieme di tutte le funzioni inC'(K') (essendds uno spazio compatto di
Hausdorff) che assumano il valore zero sul sottoinsieme non Vikiptdi
K, & unideale iC'(K). Questo ideale noé banale se e solo 96 noné
un sottoinsieme denso i [perche?].

(b) L'insieme di tutti gli operatori inC(X) di rango finito (ci@, con un imma-
gine che ha dimensione finit&) un ideale in(X). Questo ideale nog
banale se e solo s€ ha dimensione infinifa

(c) Siccome ogni successioe, ),z conduce ad una serie assolutamente con-
vergente) ., x,, anche la sua trasformata di Fourier discreta

z(2) = Z 2" Ty, zeT,

ne”L

dove T il cerchio unitario inC, & una serie assolutamente convergente.
Infatti,

#(2)] = | 2"

ne”

<3 [aal = [@anezll,  z€T.

neL

Si dimostra che, per ognie T, i vettori (x,,),cz in (*(Z) per cuii(z) =0
costituiscono un ideale chiuso e non banalé'{z).

(d) Perogniw = (¢, f) € W = C x L*(R) ('algebra di Wiener continua), si
definisce la sua trasformata di Fourier

W(\) =c+ /OO eMf(t) dt, A ER.

o0

. 2Anche gli operatori compatti Si costituiscono un ideale i6(X). Questo idealé chiuso.
E non banale se e solo 3£ha dimensione infinita.



Siccomef € L'(R), la funzionew € continua in\ € R e w(\) — c se

A — 4oo (in visto del Lemma di Riemann-Lebesgue). Si dimostra che, per

ogni A € R, tutti i vettoriw = (¢, f) in W per cuiw(A) = 0 costituiscono
un ideale chiuso e non banale . Anche{(0,f) : f € L'(R)} € un
ideale chiuso e non banale .

(e) Sia S un sottoinsieme compatto del piano comple€soon parte interna
non vuota e sid, un sottoinsieme non vuoto di. Allora I'insieme di tutte
le funzioni in A(S) che si annullano per ogni punto 8, € un ideale in

A(S).
(f) Siaz una radicer-esima dell'unia (cice, siaz™ = 1). Allora l'insieme di
tutte le matrici circolantiC'(ag, a1, . ..,a,_1) per cuia(z) = ag + za; +

-4 2" 1a,_; = 0, & un ideale non banale nell'algebra di Banach delle

matrici circolanti di ordinen.
SiaZ un ideale chiuso nell'algebra di BanaBh Datox € B, I'insieme
2] ={x+m:meTl}

si chiama illaterale che contiene:. Ovviamente, pet,y € B si halz] = [y] se
e solo ser — y € Z. La famiglia di tutti i laterali si scrive3/Z. Le operazioni
algebriche in3/Z si definiscono nella seguente maniera:

]+l =le+yl, Al =[], [ally] = [ay],

dove le definizioni hanno senso. Infatti, g¢ = [z1] e [y] = [1], alloraz —
i,y —y € Zedunque(r +y) — (o1 —y) = (x —x1) + (y —y1) € I,
Az —Az1)=Nax—x1)€Ze

ry — iy = (. — )y +a1(y — 1) € I;

l'ultima unita segue dal fatto chgé un ideale in3. L'insiemeB/Z & un’algebra,
la cosiddettalgebra quoziente

La proposizione seguente mostra come estendere in modo natiitAleusa
struttura di algebra di Banach.

Proposizione 2.1SiaZ un ideale chiuso nell’algebra di Banadh Poniamo
|l[z]|| = dist(z,Z) = inf{||z — m]| : m € T}.

Allora B/Z con questa norma un’algebra di Banach.
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Dimostrazione. Prima dimostriamo ché[zy]|| < ||[z]|| ||[y]|| per ogniz,y €
B. Infatti, per ogniu, v € Z abbiamo(x —u)(y —v) = xy —w per qualchev € 7.
Dunque

Il2]ly]ll = Nyl = dist(zy, ) < [[zy — wl|
Iz —u)(y — o)l < [lz = ullly — vl

Cercando I'estremo inferiore flic — u|| peru € Z e I'estremo inferiore dijly — v||
perv € Z, si trova
ITz] [l < =] Ty

Bisogna ora dimostrare la completezza della norma/ih. Sia([z,])>>, una
succesione di Cauchy /7. Allora esistono indich, tali chel|[z,,,, —z,,]| <
2%, Per ognir, € [z,,] esistev, € [z,,] tale che

[or = val| < 2f|zn, — @, .

Costruiamo induttivamente una successitngy” , in B tale chey, € [z, ] (k €
N) e
Hvk - vk+1H <2 ||‘T"nk - xnk+lH < Qi(kil)'

Ovviamente (perd?) (v;)%>, € una successione di Cauchyire quindi esiste
v € B tale chel|lvy — v|| — 0 sek — oo. Di conseguenza,

llzn,] = [0l = [[Tox] = W]} = lI[ox = ]| < lJox — vl =0

sek — oo. Abbiamo dimostrato che qualsiasi successione di Cadehy)>°; in
B/T ha una sottosuccessione convergent8 /i@ e quindie convergente i /Z.
In altre parole, abbiamo dimostrato la completezza della nornsgin O

Se BB e un’algebra di Banach con uait, alloraB/Z & un’algebra di Banach
con uniti seZ # B. Infatti, basta dimostrare che il suo elemento aifif ha
normal in B/Z. In prima luogo si vede che = |le|| > dist(e,Z) = ||[¢]||. E
poi chiaro che|[e]||? > ||[¢?]|| = ||[e]|| # 0, dove||[e]|| = 0 viene escluso poieh
implicherebbe che € 7 e dunque ch& = B.

SeL(X) e lideale chiuso di tutti gli operatori compatti if(X') (essendoX
uno spazio di Banach complesso di dimensione infinita), allora I'algebra quozien-
te £L(X)/K(X) si chiama lalgebra di Calkin Questa algebra un’algebra con
unita.



3 Elementi invertibili

Sia B un’algebra di Banach con uait. Allora x € B si dice esser@vertibile
in B se esiste iun elemenipc B tale chery = yx = e. In tal casoy si chiama
I"inversodi x e si scrivey = 27 1.

Teorema 3.1 Ogni elementa: di un’algebra di Banach3 con unit e tale che
lle — z|| < 1 & invertibile. Inoltre I'insieme di tutti gli elementi invertibili i8 &
aperto inB.

Dimostrazione. Siaz € Btale che|le —z|| < 1. Poniamauy = e, u; = e—x,
up,=e+ (e—x)+ (e—x)?+ -+ (e — z)". Allora (u,)2, & una successione
di Cauchy inB. Infatti, perm > n si ha

m

Z (e —x)’

j=n+1

m ) o n+1
< Z H€_35||J<w7

Jj=n+1

[tm — un| =

dovelle — z|| < 1. Quindi esistey € B tale che|lu, — y|| — 0 sen — oo.
Prendendo il limite nella relazione

(e — 2)uy, = up(e —x) = upyy — e,

risulta(e — z)y = y(e — x) = y — e e quindizy = yx = e. Di consequenza; &
invertibile ex~! = v.

Sia oraz invertibile e siay € B tale chel|z — y|| < (1/|lz7|)). In tal caso
le =z y|| = |la7 (z — y)|| < [|=7 ||z —y[| < 1 e quindiz~'y & invertibile.
Evidentemente € invertibile. O

Dall'ultima parte della dimostrazione consegue facilmente che

Iz~ %Mz —
= llz= [z =yl

Iz =y M <l [ (e — a7 @ —y) 7 < 5

SiaB un’algebra di Banach con uait e siax € B. Allora lo spettroo(z) di =
e l'insieme di tutte le\ € C tali che e—x noneé invertibile inB. Il risolventep(x)
e l'insieme di tutte le\ € C tale che\e —z e invertibile inB. Evidentemente ()
e p(z) sono insiemi complementari i@d. Chiaramente I'insiemg(z) & aperto in
C e la funzione\ — (Ae — x)~! & analitica inp(z).



Teorema 3.2 Lo spettro di un elemento di un’algebra di Banachn sottoinsieme
compatto e non vuoto del piano complesso.

Dimostrazione. Ovviamentep(z) = {\ € C : Xe — z invertibile} e aperto.
Infatti, seX € p(z) e quindile — = & invertibile, allorgue — = & invertibile se

1= Al = [l(ne = 2) = (Ae = )| < [|(he — 2)7"].

Inoltre la serie

f: A= (+1) 4

Jj=0

& totalmente convergente (éioé convergente la serig_ ™" [A|"U*V|27]) se
|A| > ||z||. D’altra parte, si vede subito che la somma della serie rappresenta
(Ae —x)~", poicke (Ae — 2) 377y AUzl = ¢ — A=(mHgnHl quest'ultima
espressione tende adsen — oo. Quindio(x) & contenuto nella palla di raggio
||z|| e centro zero.

Resta da dimostrare cl&x) none vuoto. Supponiamo per assurdo efie)
sia vuoto. In tal cas®(\e — x)~!, ) € una funzione analitica per ogni funzionale
lineare continug; questa funzione tende a zero|ag— oo. Secondo il Teorema
di Liouville3, risulta {((Ae — 2)~!,¢) = 0 per ogniA € C ey € B'. Dunque
(Ae — z)~! = 0% una contraddizione. Di conseguenzéy) # 0. O

Corollario 3.3 [Teorema di Gelfand-MazliSe 5 € un’algebra di Banach con
unita e e ogni vettore diverso dallo zero i & invertibile, alloraBB = {\e : A\ €
C}.

Dimostrazione. Siaxz € B. Secondo il teorema 3.2, esiste uno scakareC
tale che\e — x noneé invertibile in B3 e quindi, nelle attuali ipoteshe — = = 0.
Quindiz = Xe. O

Siccome lo spettrer(z) € compatto e no® vuoto, esiste il valore(x) =
maX.co(z) |t| Che viene dettoaggio spettraledi z. Ovviamenter(x) < ||| per
ognix € B.

3Che afferma chegni funzione analitica e limitata sull'intero piano compless@ostante
Vedi Ist. Anal. Sup. Mod. 2.

4Secondo il Teorema di Hahn-Banach, i funzionali lineari continui su uno spazio di B&hach
"separano” i punti diX.



Proposizione 3.4In un’algebra di Banach con urdtil raggio spettrale dic viene

dato dalla formula
r(z) = lim |ja"|"/".

Dimostrazione. L'uguaglianza
ple —a" = (pe —x)y = y(pe —x),  y=p"le+p" w4 a2

implica chey™ € o(2™) sep € o(x). Quindi|u|* < r(z™) < ||z"||. Siccome
w € o(x) e arbitrario, si ha

r(z) <inf Hx””l/”

Per dimostrare il viceversa, scegliamo un funzionale lineare confirawo3
e consideriam@(\) = f((Ae — x)~!). Allora ¢ € analitica sul risolventg(x) e
per|A| > ||z]| si ha

o= (( - ;)) -3 s,

n=0

Siccomeg € analitica petA| > r(x), la serieé assolutamente convergente per
|A] > r(z). Dunque il suo termine generale deve tendere a zero se co e

quindi
] —)\niB

Secondo il Teorema di Banach-SteinHass ha

sup < +00.

neN

my = sup < +00.

neN

n
—X
)\n

Ne conseguéz™|*/" < |A|mY" pern € N, per cuilimsup,, . ||z"|*" < r(z).

a

Discutiamo ora alcuni esempi.

51l Teorema di Banach-Steinhaus (detto anche il "Principio della limitatezza uniforme”, affer-
ma che:Se(T,) € una famiglia di operatori lineari limitati su uno spazio di Banaghtali che
(ITwx|) sia limitata per ogniz € X, allora la famiglia delle normé||T,,||) € limitata Definendo
gli operatoriTy, sullo spazio dual&’ conT,(f) = f(z4), cid implica; Se(x,,) & una famiglia di
vettori in uno spazio di BanacK e (f(z,)) € limitata per ogni funzionale lineare continyosu
X, allora (||z.||) € limitata
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(a)

(e)

SiaK uno spazio compatto di Hausdorff. Consideriamo 'algebra di Banach
C(K). Sef € C(K) e invertibile eg € C(K) e il suo inverso, allora
f(t)g(t) = g(t)f(t) = 1 perognit € K e quindif(t) # 0 per ognit € K.

In tal caso la funziong ! definitadaf ~(t) = (1/f(t)) (t € K) & continua

e quindi appartiene &'(K). In altre parole,f € C(K) e invertibile se e
solo sef(t) # 0 per ognit € K. E facile dimostrare che, pef € C(K)
qualsiasig(f) = {f(t): t € K}.

SeB = L(X) per uno spazio di Banach, allora lo spettro dii” € £(X)

nel senso descritto prima coincide con lo spettr@’diome descritto nel
corso di Ist. Fis. Mat. Mod. 1.

SiaB = (Y(Z). Se(z,)nez € invertibile int*(Z) e (y,)nez € il suo inverso,

risulta
Z " B 1, n = 07
kYn—k 0, n 0.

keZ
Calcolando la trasformata discreta di Fourier, risulta

2(2)g(z) =1,  z€T,

e quindiz(z) # 0 per ogniz € T e una condizione necessaria affiach
il vettore (z,,),cz Sia invertibile in¢'(Z). In seguito vedremo che questa
condizioneé anche sufficiente. Dimostreremo anche efiér,,),cz) =
{2(2) : z € T}.

SiaW = C x L'(R) l'algebra di Wiener continua. Se = (¢, f) € W

e invertibile, allora esistéd, g) € W tale che(cd,df + cg + (f * g)) =

(e, f)(d,g) = (1,0). In tal casoc # 0 ed = (1/¢). Inoltre, calcolando la
trasformata di Fourier si ottiene

:h:%+/md“ﬂﬂﬁ}P+/femmwﬁy A €ER,

—00 o0

cio che comporta che per ogni € R, w(\) # 0. Di conseguenza, se
w = (¢, f) € W & invertibile, allorac # 0 e w(\) # 0 per ogniA € R.
Quest’ultima condizione anche sufficiente per l'invertibifitdiw = (¢, f)

in WW. Dimostreremo anche chdw) = {w(\) : A € R} U {c}.

Sia S un sottoinsieme compatto @ con parte interna non vuota. Allora
f € A(S) e invertibile in A(S) se e solo se(t) # 0 per ognit € S
[lasciato come esercizio per il lettore].
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(f) Se la matrice circolanté'(ag, a4, - -- ,a,_1) ha una inversa cheé una ma-
trice circolante (diciama@’(by, by, - - - , b,—1)), allora

a(z)b(z) =1, 2" =1

Quindi C(ag, a1, -+ ,a,—1) € invertibile nell’algebra delle matrici circo-
lanti di ordinen se e solo se il polinomia(z) non ha alcuna radice-
esima dell’'unié tra i suoi zeri. In tal caso I'inverse la matrice circolante
C(by, by, -~ ,bn_1), dovea(z)b(z) — 1 & divisibile daz™ — 1 (in C[z]). Da
cio consegue facilmente (pe&? che

o(C(ag,ay, - ,an41)) ={a(z) : 2" =1}.

4 Funzionali lineari moltiplicativi

Un funzionale lineare» definito su un’algebra di Banadhsi dicemoltiplicitivo se
¢ none il funzionale zero e se(zy) = ¢(z)p(y) per ogniz,y € B. Ovviamente,
seB ha l'unitae, si hap(e) = 1.

Proposizione 4.10gni funzionale lineare moltiplicativo su un’algebra di Banach
B con unitie & limitato e ha normd.

Dimostrazione. Al contrario, sep e un funzionale lineare moltiplicativo 48
e se, per assurdy(z)| > 1 per qualche: € B con||z|| = 1, allorap(z)e — x €
invertibile in B e p(¢(z)e — x) = 0. Quindi

1 =¢(e) = plp(r)e — z)o((p(r)e — 7)) =0,

una contraddizione. Pertanfef(z)|| < 1 sex € B conl|z|| = 1. Siccome
p(e) = 1, otteniama||¢|| = 1. O

Un idealeM in B si dicemassimalese M # B e non esistond@ in BtraM e
5.

Proposizione 4.2Sia B un’algebra di Banach commutativa con umit. Allora

gli ideali massimali in3 coincidono con i nuclei dei funzionali lineari moltiplica-
tivi in B.
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Dimostrazione. Sia M un ideale massimale i. SiccomeM # B, M non
contiene elementi invertibili i3. M & anch’esso un ideale che, padichi ha
{rx € B:|le— x| < 1} N M = (), non coincide con tutt¢s. Pertantal/ = M.

L'algebra quozient& /M & un’algebra di Banach commutative con anifia
[z] € B/M diverso da zero. Consideriamo l'insiemig= {zy +z:y € B,z €
M?}. Allora J, e un ideale inB che contienel/ e none uguale adV/ (poiché
x ¢ M). DunqueJ, = B e quindi esistong, € Bez; € M talichee = zy; + 2.
Di conseguenzdy|[y:] = [e], che dimostra I'invertibili& di [z] in B/M.

Abbiamo dimostrato che ogni vettore BY M diverso dallo zer@ invertibile.
Secondo il Teorema di Gelfand-Mazur, abbiaBa\/ = {\[e] : A € C}. In altre
parole, per ognic € B esiste un unico scalare € C tale chele — z € M. La
funzionex — X ovviamente2 un funzionale lineare moltiplicativo con nucléo.

Il contrarioe piu facile da dimostrare. Sia un funzionale lineare moltiplica-
tivo e continuo e sid/ = {z € B : p(z) = 0}. Allora M & un ideale chiuso in
B che non coincide coB. Siccomep(x)e — x € M, si vede che, rispetto atl,
[z] = ¢(x)[e] per ogniz € B. La non esistenza di ideali non banaliGhimplica
cheM & massimale. O

SiaB un’algebra di Banach commutativa con @nit Utilizzando il Lemma
di Zorn, si dimostra che ogni idealein 5 diverso daB (per esempio, l'ideale
zero) pw essere esteso ad un ideale massimalg iQuindi gli ideali massimali
in B (e di conseguenza i funzionali lineari moltiplicativi ) esistono.

Nel futuro identificheremo gli ideali massimali e i funzionali moltiplicativi su
un’algebra di Banach commutative con @nfi, utilizzando la notazioné per
entrambi. Per esempio, I'insieme di tutti i funzionali massimali viene spesso detto
lo spazio degli ideali massimali

Teorema 4.3 Un elementg, in un’algebra di Banach commutativa con wunis €
invertibile se non esiste alcun funzionale lineare moltiplicativale chep(y) =
0. Dunque si har(z) = {¢(x) : ¢ € M} per ognix € B.

Dimostrazione. Sey € invertibile inB, alloral = p(y)e(y~') per ognip €
M. Dunquep(y) # 0 per ognip € M.

Sey non & invertibile in B, si pw estendere l'ideale pipiccolo in B che
contiene I'elementg (e che non coincide coB, poicke y none invertibile) ad un
ideale massimale i8. Sey € il funzionale lineare moltiplicativo con quest’ideale
massimale come nucleo, si bgy) = 0. O
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Corollario 4.4 SiaBB un’algebra di Banach commutativa con umitAllora, per
ogniz € B,

o(z) ={p(x): p € M}

Discutiamo ora alcuni esempi.

(a)

SiaB = C(K), dove K & uno spazio compatto di Hausdorff. Allora, per
ognit € K, le valutazionif — f(¢) sono funzionali lineari moltiplicativi
suC(K). Se esistesse un altro funzionale lineare moltiplicativo M che
non fosse una valutazione, allora per ognt K esisterebbe; € C(K)
tale chep(fs) = 0 e fs(s) # 0. Quindi per ognis € K esisterebbe un
intorno apertoU, di s in K sul qualef, non assume il valore zero. La
compattezza dk' implicherebbe I'esistenza di, - - - , s, € K tale che

=D @)

Siag = (1/f). Allorag € C(K), fg=ce

L=o(fg) = <Z fskf_%g> Z p(fs)e(fs)e(g) = 0,
k=1

una contraddizione. Quindi tutti gli eIementh sono valutazioni.

Consideriama3 = ¢*(Z). Ognip € M e certamente un funzionale linea-
re continuo sullo spazio di Bana¢h(Z) e quindi esiste una successione
complessa limitatéh,, ),z tale che

xn nGZ Z hnxn7 (In)nGZ S El (Z)

neL
La sua moltiplicativi& implica che

> b wrynok = [Z hnxn] [Z hmym] ,

neZ kEeZ ne” meZ

dove (z,)nez, (Yn)nez € (1(Z), che implicahyy; = hihy perk,l € Z.

Siccomeh,, = 0 per qualche: implicherebbeh,, = hih,_,, = 0 per ogni
n € Z, si hah,, # 0 per ognin € Z. Inoltre h,, = (hy)~" e la limitatezza
della succession@, ),cz implicano cheh; € T. Ponenda: = h, (tale che
h, = 2") otteniamop((x,)nez) = > ,cz 2"¥n = @(2). In altre parole, i
funzionali moltiplicativi su/! (Z) sono le valutazioniz,,),cz — (z), dove
ze€T.
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(d) SiaB =W = CxL'(R) I'algebra di Wiener continua. Allora le valutazioni
w = (¢, f) — w(A) (perA € R) ew = (¢, f) — ¢ sono funzionali lineari
moltiplicativi.

L'algebra di BanachV si pw interpretare coméd.!(R U {cco}), dove la
misurae quella di Lebesgue dH e valel per il punto "infinito” co. In
tal caso, i funzionali lineari continui si possono rappresentarg kQnh),
doveh,, € Ceh € L>*(R); 'azione del funzionale

o0

w=(c, [) — choo +/ h(t)f(t)dt.

—0o0

La moltipliticita del funzionale s§0} x L'(R) implica che
h(t+ s) = h(t)h(s) q.o.

Si pw dimostrare che esistec R tale cheh(t) = ¢ g.0. Quindi non ci
sono altri funzionali lineari moltiplicativi siV.

(f) SiaB l'algebra di Banach delle matrici circolanti di ordine Allora le
funzioni C(ag,as,- - ,a,-1) — a(z), dovez" = 1, determinana: suoi
funzionali lineari moltiplicativi diversi. Siccome un polinomio di grade-

1 viene determinato in modo unico dai suoi valoriipunti diversi (i punti

z conz" = 1), questi funzionali sono linearmenti independenti. Siccome
lo spazio lineare delle matrici circolanti di ordinéha dimensione., i suoi
funzionali lineari (moltiplicativi e non moltiplicativi) sono esattamente le
combinazioni lineari dei funzionali'(ag, a1, -+ ,a,—1) — a(z) (2" = 1).
Non ci sono altri funzionali lineari moltiplicativi sull’algebra delle matrici
circolanti di ordinen.

Il Teorema 4.3 ha alcune implicazioni importanti. Applicando il Teorema 4.3
alle algebre’! (R) e W = C x L'(R) si trovano i seguenti teoremi (vedi [4]).

Teorema 4.5 [N. Wiener, 193BSia(z,),cz Una successione complessa tale che
Y onez |Tn] < 00. Sex(z) = >, ., 2"z, # 0 perogniz € T, allora esiste una
successione comples$g, ).cz con) . |y,| < oo tale chey(z) = (1/2(2))

per ogniz € T.

Sia

?0 + ; a, cos(nd) + by, sin(nb)]
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una serie di Fourier totalmente convergente nel senso che

| o
7+; (|an| + |bn]) < o0.

Sew(0) # 0 per ognif € [—m, ], allora esistono due successioni complesse
(pn>n o€ (qn)oo tali che

[e.o]

‘po‘
n=1

p o0
) + ; P cos(nd) + g, sin(nd)], 0 € [—m, .

Infatti, ponendo: = €”, ¢y = (ag/2), ¢, = L(a, —ib,) €c_, = L(a, + ib,) per
n € N, otteniamow(¢) = >, ., c,2", con

o

5 el < 257 Gl o) <237 e
n=1

keZ keZ

Teorema 4.6 [N. Wiener, 193BSianoc € Ce f € L'(R). Sec # 0 ew(\) =
c+ [T e f(t)dt # 0 perognil € R, allora esiste una funziong € L'(R)
tale che

1 1 =i
= — “o(t)dt AeR

o0

5 Latrasformata di Gelfand

SiaB un’algebra di Banach commutativa con @nit Sia M l'insieme dei suoi
funzionali lineari moltiplicativi. AlloraM noneé vuoto. Ad ognir € B si associa
una funzione complessasu.M, la cosiddettarasformata di Gelfangdefinita da

T(p) = (), e M.

La stima|z(p)| = |¢(z)| < ||=| implica chet & una funzione complessa limitata
SuUM.

Per dimostrarne la continaiintroduciamo suV una topologia, la cosiddetta
topologia di Gelfandper la qualeM & uno spazio compatto di Hausdorff:ec
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C' (M) per ogniz € B. Latopologia di Gelfand si definisce come la topologia pi
debole rispetto a cui ogri € continua suM. In altre parole, tutti gli insiemi del
tipo

N(w;mb e 7xn7€> = ﬁ?:1 {¢ eEM: ‘551(90) - jjl(w” < 6}
=iy {Y e M :p(x;) — ()] < e},

dovey € M, z4,--- ,x, € Bee > 0, costituiscono una base di questa topologia.
In particolare, la topologia di Gelfargldi tipo Hausdorff. Lo spazio topologico
cog definito si chiama Iepettro di Gelfandli B. Rispetto a questa topologia ogni
z : M — C e ovwiamente continua.

Teorema 5.1 Lo spettro di Gelfand di un’algebra di Banach commutativa con
unita € uno spazio compatto di Hausdorff.

Dimostrazione. SiaM lo spettro di Gelfand dB. Perz € B, siaC, = {\ €
C: A < ||z} e siaS = [],c5 C. con la topologia prodotto. Siccome ogni
C, & uno spazio compatto di Hausdorff,dcancheS®. Ora osserviamo che ogni
¢ € M corrisponde ad un singolo punto fitramite p — (¢(x)).en, poicke
lo(x)| < ||z|| per ogniz € B. Inoltre si ricorda che gli insiemi

N(hvxb 7xn7€) = r_]?:1 {g €5 ’h(mz) _g(xl)‘ < 8}7

doveh € S, x1,--- ,z, € B ee > 0, costituiscono una base della topologia
prodotto diS. Quindi la topologia di Gelfand dM coincide con la topologia di
M come sottospazio topologico i Quindi, per dimostrare la compattezza di
M, basta dimostrare ch#&1 & chiuso inS.

Sia h nella chiusura diM in S. Datie > 0 ex,y € B, esistep € M N
N (h;x,y, 2y, e, ), dovee € 'unita di B. Dunque

h(zy) = h(@)h(y)] < [h(zy) — p(zy)] + [o(@)e(y) = h(@)h(y)]
<e+ |(p(x) = h(@))e(y)| + |h(x)(e(y) — h(y))]
<e+elyll+ellzll = e+ flzfl + llyl),
[i(e) — 1] = [h(e) — ple)] <e.
Siccomes > 0 € arbitrario, si ha(zy) = h(z)h(y) e h(e) = 1. In modo simile

(conAx + py al posto dixy) si dimostra che € lineare. Quindh € M. In altre
parole, M e chiuso inS. O

5per il Teorema di Tychonoff, il prodotto topologico arbitrario di spazi comgattbmpatto.
Questo teorema equivalente all’'assioma di scelta.
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Sia M lo spettro di Gelfand di un’algebra di Banach commutativa coraunit
B. Allora la mappa
r':B—C(M), e =z,

si chiama larappresentazione di Gelfardl B. Ovviamentel™ e lineare e molti-
plicativa, cieI'(zy) = I'(z)['(y). Cid consegue infatti dalle uguaglianze

zy(p) = @(ry) = p(r)e(y) = 2(0)J(p) = (29)(p), peM.

Una trasformazione lineare moltiplicativa tra algebre si diceomorfismali
algebre; unsomorfisma un omomorfismo iniettivo.

Proposizione 5.2La rappresentazion& di un’algebra di Banach commutativa
con unit e un omomorfismo e si ha inoltre

[Pz = lim "'/ < [].
Dimostrazione. SiaM lo spettro di Gelfand dB. Allora

F = T = 7 = == t:
Tzl = ll2ll = max |#(p)] = max |o(2)| = max [t] =r(z),

dover(x) & il cosiddetto raggio spettrale di Utilizzando la Proposizione 3.4 si
conclude la dimostrazione. O

Ci sono casi in cui la rapprasentazione di Gelfahd B — C(M) none
iniettiva. Sel'x = 0 per qualcher € B, si ha

0=Tz(p) = 2(p) = p(), p e M,

e quindiz appartiene all'intersezione di tutti gli ideali massimaliin Si pw
anche dire che (z) = {0} (ciog, chex & un elemento quasi nilpotente ). Si
ha dunque I'equivalenza

[z =0 <= p(z) =0perognip € M <= r(z) =0 <= o(x) = {0}.
Discutiamo alcuni esempi.

(a) SiaB = C(K) per lo spazio compatto di Hausdo#f. Allora M = {¢; :
t € K}, dovep(f) = f(t) perognif € C(K). Quindi

L(f)(r) = @e(f) = f(1).
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La mappan : K — M definita darn(t) = ¢, € ovviamente surgettiva; la
sua iniettivie. segue dal fatto che per ogni paio di punti diveyst,; € K
esisteg € C(K) tale chey(t,) # g(t,)’. Siccome

N N (e i fane)] = Moy {t € K2 [ fi(to) —5(1)] <&},

dovey,, € M, f1,---,f, € C(K) ee > 0, & aperto inK, segue che &
continua. Infatti;; € un omeomorfisnib Utilizzandor per identificareM
e K,sivedechd : C(K) — C(M) e lafunzione und. Pi precisamente,
L(f)(n@)) = ft) perf e C(K)et € K.

(c) SiaB = ('(Z). Allora M consiste delle valutazioni delle trasformate di-
screte di Fourier. In altre parole, per ogne T esiste un elemento, € M

tale che
0((Tp)nez) = 2(2) = Z 2,

La rappresentazione di Gelfafid ¢*(Z) — C'(M) € la seguente:

F((xn)nez)(‘ipz) = sz((xn)nel) = i‘(z) = Z 2"Tp.

neL

Siccomen : T — M definita dan(z) = ¢, € un omeomorfismo [vedi
nota 8],I" manda una successione 4hZ) nella sua trasformata discreta
di Fourier. Quindil’ e iniettiva e la sua immagine densa. @ consegue
dall'esistenza di funzioni continue sut che non si possono rappresentare
come unasomma_ . 2"c,, dove)_ . |c,|. Per esempio,

o

1 1
=—) — (" —z" =1
IO =52 mogay ™~
(d) SiaB =W = C x L'(R) 'algebra di Wiener continua. Allora1 consiste
delle valutazioni della trasformata di Fourier. Quindise= (c, f) € W,

allora i funzionali lineari moltiplicativi son@..((c, f)) = ce

[e.9]

oxl(c, ) =c+ / N F (1) dt

—00

“Per dimostrarlo si utilizzi il fatto che ogni spazio compatto di Hausdorformale. Il Lemma
di Urysohn afferma cha uno spazio normal& esiste, per ogni punte fuori di un sottoinsieme
chiusoF, una funzione continug: X — [0, 1] tale cheg(x) = 0 eg[F] = {1}.

8Una funzione continua da uno spazio compatto su uno spazio di Hausdoridmeomorfis-
mo.
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per) € R. Coni solitiargomenti si dimostra chef € uno spazio omeomor-
fo alla compattificazione di Alexandrov della retta reale €ciR U {oco});
questa compattificazione topologicamente equivalenteTa(tramite I'o-
meomorfismo: = (A —i)/(A + 7)). La rappresentazione di Gelfand viene
data dalla formula

c+ [T eMf(t)dt, XeR,

c, A = 00.

L(e, () = oal(e. [)) = {

Come nell’esempio (d), si dimostra cliee iniettiva, ma nore surgettiva.
Esistono funzioni complesse continyét) suR che tendono a zero per

t — +o0o, che non si possono esprimere come la trasformata di Fourier di
una funzione inL!(R).

(f) SiaB l'algebra delle matrici circolanti di ordine. Allora gli elementi di
M sono le mappe

QOZ<O(CL0, Ay, ,an—l)) - &(Z) = Qo +za1+ -+ Zn_lan—la

dovez € una radicer-esima dell’'unid. Quindi la rappresentazione di Gel-
fand ha la forma

I'(Clag, a1, ,ap-1))(¢.) = a(2) = ap + za; +--- + 2" a,

dove:z" = 1. Lo spettro di Gelfand\M si pw identificare con l'insieme
finito delle radicin-esime dell’'unid dotato dalla topologia discreta (&io
quella per cui ogni sottoinsieme dello spagian aperto e quindi anche un
chiuso).

6 Algebre ditipo C*

SiaB un’algebra di Banach. Uirvoluzionee una mappa : B — B, x — x* che
gode delle seguenti propréet
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SeB ha l'unitae, risulta
e =e'e=¢€"(e") = (e'e)" = ()" =e.

Un’algebra di Banacls con un’involuzionex si dicealgebraC* se||z*z|| = ||z||?
per ognix € B.
Consideriamo alcuni esempi.

(a) Se K e uno spazio compatto di Hausdorff, l'algeltd/K’) e di tipo C*.
Linvoluzionee f +— f.

(b) Se’H e uno spazio di Hilbert complesso, I'algebfd?) & di tipo C*.
L'involuzione & la mappd” — T, dove

(Tz,y) = (x,T"y), xyeH.
In tal caso, s¢jz|| = 1 si ha
|IT2|? = (T2, Tx) = (T"Tw,z) < |T*T| < |TIIT*]| = |T]*

Prendendo I'estremo superiore al variare dei vettariH tali che||z|| = 1,
risulta||T||* < ||[T*T| < ||T|?, e quindi||T*T|| = ||T||*.

Proposizione 6.1Sia B un’algebraC* con unit. Allora ||z| = ||z*| per ogni
x € B.

Dimostrazione. Perxz € B si ha
]| = llz*z| < [la*]] |, ¥ ||* < [[(z*) || = [Jea*]] < |2 [|2*],
e quindi||z| = ||z*]. 0

Teorema 6.2 In un’algebra di Banach commutativa di tipo C* con unit si ha
r(z) = ||z|| per ogniz € B5.

Dimostrazione. Facciamo il seguente calcolo:

2" = 1l(2*)"2*|| = [[(z"z) (@"2)|| = ="2]* = [l=]",
e quindi||z?|| = ||z||*>. Applicando la Proposizione 3.4 per= 2*, si ha
e 1% = T = = (P = e
e quindir(z) = ||x||. O
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Proposizione 6.3Sia B3 un’algebraC* con unié. Si ha

(a) sex & invertibileinBex~! = z* allorac(z) C T,
(b) sex* = x, allorac(z) C R,

(¢) ¢(x*) = ¢(x) per ogni funzionale lineare moltiplicativp su 5.

Dimostrazione. (@) Sex & invertibile inB ez~! = z*, si haz*z = z2* = e.

Allora 1 = |e|]| = |lz*z| = ||z||* = ||z*||?, quindi||z| = ||z~!|| = 1. Secondo
il Teorema 6.2;7(z) = ||z|]] = 1 er(z™!) = ||[z7!|| = 1. Dall'espressione
AMle—z7t= X1z (\e — z) segue che(z!) = {\7' : X\ € o(x)}. Quindi
o(z) C T.

(b) Siaz* = z. Perc > ||z|| I'elementoy = (z — cie)(z + cie) ™! € invertibile
e soddisfay~! = y*. Quindic(y) C T. Dall'espressione

A —ic 2ic

— — , -1 —
Nt Y (x +ice)” (Ne —x)

A+ ic

segue ché(\ —ic)/(A +ic)) € o(y) se e solo s& € o(z). Quindic(z) € R.
(c) Siaz € B. Ponendqy = ;(z + 2*) ez = 5-(z — 2*), si vede chg/* = y
ez* = z, quindio(y) Uo(z) C R. Intal casop(y) € R ep(z) € R per

ogni funzionale lineare moltiplicativg su 8. Dunquei(y(z) + ¢(z*)] € Re

+lp(z) — ¢(z*)] € R. Quindip(z*) = ¢(z). O
Dimostriamo ora il Teorema di Gelfand-Naimark.

Teorema 6.4 [Gelfand-Naimark Sia B un’algebra di Banach commutativa con
unita e di tipoC*. Allora la rappresentazione di Gelfar&biunivoca(e e infatti
un’isometrig.

Dimostrazione. Abbiamo visto che I'insieme dei vettarie B per cuil'z = 0
e I'insieme dei vettori quasi nilpotenti, @dadei vettoriz conr(xz) = 0. Ma tal
vettori soddisfandz|| = r(x) = 0, quindiz = 0.
Ovviamente, per € B si ha

[Tz = [l2] = r(x) = |,

e dunqud” & un’isometria da& in C'(M).
SiccomeI'[B] & necessariamente chiuso (M), basta dimostrare che
denso inC'(M). Prima osserviamo [vedi il Teorema 6.3(c)] che

(Tz")(p) = ¢(a") = p(z) = (Tz)(p) = T2)(p) = (F2))(p),  pEM,
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dove l'ultimo asterisco riguarda I'involuzione naturgle— f suC(M). Dunque
['(z*) = (I'z)* per ogniz € B. Inoltre si vede subito ch@¢)(p) = p(e) = 1
per ognip € M e quindi chd'e = 1, I'elemento uni& in C'(M). Si conclude che
{T'z : = € B} & un sottospazio lineare di(M) chiuso rispetto alla moltiplica-
zione tra vettori (quindi una sottoalgebra(diM )) che contiene tutte le funzioni
costanti suM e & chiuso rispetto al coniugip — f. Inoltre, per ogni paio di pun-
ti distinti z, y € B esistep € M tale chep(z) # ¢(y). Altrimenti, o(z —y) =0
per ognip € M, dunquer(z —y) = 0, e dunqué|z — y|| = 0 ez = y. Poi-
cheI' e iniettiva, per ogni coppia di punti diversiy € B (e quindil'z # T'y)
esistep € M tale che(I')(¢) # (I'y)(y); quindi gli elementi d{l'z : x € B}
"separano” i punti diM. Secondo il Teorema di Stone-WeierstPadwlgebra
{T'z : x € B} @densairC'(M). Essendo anche chiusalif{.M), deve coincidere
conC(M). Di conseguenzd, e surgettiva. O

Il Teorema di Gelfand-Naimark dimostra che tutte le algebre di Banach com-
mutative con und e di tipoC* sono isometricamente isomorfe alle algebfa1),
dove M e lo spettro di Gelfand. @iimplica che, per due spazi compatti di Haus-
dorff K e Ky, C(K;) e C(K,) sono isometricamente isomorfe se e soldsee
K5 sono topologicamente equivalenti.

Nel 1933 Wiener ha dimostrato due teoremi fondamentali sulle trasformate di
Fourier. Il teorema relativo al caso discreto ermsgjato pubblicato nel 1932 [Ann.
Math. 33, 1-100 (1932)]. Questi due teoremi sono stati generalizzati da Gelfand
[Dokl. Akad. Nauk SSSR3, 430-432 (1939)25, 570-572 (1939)]. Il Teorema
di Gelfand-Naimark si trova in un lavoro di Gelfand e Naimark [Matem. Sbornik
12, 197-213 (1943)] sulle algebre*.

La teoria di Gelfand (1939) non ceda struttura delle algebre di Banach com-
mutative con uné che non sono di tip6@*. La teoria di Gelfand ci consente di
“tradurre” molte propriai algebriche e funzionali delle algebre di Banach com-
mutative con und in propried topologiche e algebrico-topologiche di opportuni
spazi compatti di Hausdorff. Questa teoéistata generalizzata alle algebre di
Banach commutative senza unima in tal caso gli spazi localmente compatti di
Hausdorff prendono il posto degli spazi compatti di Hausdorff. Certi risultati si
possono anche trasportare alle algebre di Banach non commutative. Tuttavia in tal
caso non esiste una teoria generale, solo una teoria per particolari classi di algebre.

9Che recita: Sia K uno spazio compatto di Hausdorff. Allora un’algeh#adi funzioni in
C(K) & denso inC(K) se(i) contiene tutte le funzioni costan(ii) & chiusa rispetto al coniugio

f— fel(ii) separai punti diK (cioé perz,y € K diversi esistef € A tale chef(x) # f(v)).
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Esercizi

1. SiaB = C'[0, 1] con la normd| f|| = || fllec + ||/ |lsc- Si dimostri che:
(a) C'0,1] € un'algebra di Banach commutativa con apitna nore di tipo
C*.
(b) Le valutazionit — f(t), t € [0, 1], sono gli unici funzionali lineari molti-
plicativi.
(c) Larappresentazione di Gelfand C'[0,1] — ([0, 1] & continua e iniettiva,
ma none surgettiva.

2. SiaB = (*(Z,), doveZ, sono gli interi non negativi. Dimostrare quanto
segue:

(a) ¢*(Z,) con le operazioni e la norma presedéZ) & un'algebra di Banach
commutativa con urét

(b) Perogni(z,)>, € ¢*(Z,) poniamo

(e 9]

2(z) = Z 2"y, |z| < 1.

n=0

Le mapp€gz,,)°, — #(z) sonoifunzionali lineari moltiplicativi irf'(Z., ),
qualunque sia con|z| < 1. Non ci sono altri funzionali lineari moltiplica-
tivi 10,

(c) Lo spettroM di ¢*(Z,) & topologicamente equivalente al disco unitario
chiuso nel piano complesso.

(d) Se(z,)y>, & una successione complessa tale ¥hg , |z,| < oo e tale
chez(z) # 0 per|z| < 1, allora esiste una successione compléssge
cond > |ya| < oo tale che

1 o0
< - Z Znyna ’Z‘ <1
.%'(Z) n=0
3. SiaB = C x L'(0,00) con la normal|(c, f)|| = lc| + [;°|f ()] dt.

Dimostrare che:

10Si sfrutti il fatto che la successione comple$s@)_, & limitata se e solo se| < 1.
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(a) B é un'algebra di Banach commutativa con anit
(b) Tutte le mappe

(¢, f) — c+/oo e f(t) dt, Im\ >0,
0

(come pure la mappg, f) — ¢) sono funzionali lineari moltiplicativi su
B.

(¢) Non ci sono altri funzionali lineari moltiplicativi s

(d) Sec#0, f € L'(0,00) ec+ [, e f(t) dt # 0 per ImX > 0, allora esiste
g € L'(0,00) tale che per Im\ > 0

1 1 oo
= = ——l—/ eMg(t) dt.
c+/ M F(t) dt ¢ Jo
0

4. Sia K uno spazio di Tychonoff; siaB = BC(K) lo spazio vettoria-
le di tutte le funzioni complesse continue e limitate /Sucon la normd)| f|| =
sup,cx | f(t)|. Dimostrare che:

(a) BC(K) & un’algebra di Banach commutativa con andi tipo C*. Se
inoltre K & uno spazio compatto di Hausdorff, allds&’'(K') = C(K).

(b) Pert € K, le mappep;(f) = f(t) definiscono funzionali lineari moltipli-
cativi suBC(K).

(¢) La mappay : K — M, (t) = ¢, & iniettiva e continuakE surgettiva se e
solo seK e uno spazio compatto di Hausdorff.

(d*) n € un'immersione diK nello spazio compatto di Hausdoufft e n[K] &
denso inV%3,

5. SiaB = L>(0,1). Dimostrare che:

(a) L*(0,1) & un’algebra di Banach commutativa con ardi tipoC*.

1si sfrutti la seguente propriétSeh € L>(0,0), h(t) # 0 q.0. eh(t + s) = h(t)h(s) g.0.,
allora esiste\ con Im\ > 0 tale cheh(t) = et

12Ad esempio, uno spazio metrico non compatto.

13 M coincide con la compattificazione Giech-Stone3K di K. Per il Teorema di Gelfand-
Naimark si haBC(K) ~ C(BK).
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(b) Le valutazionif — f(t), pert € (0, 1), non sono funzionali lineari molti-
plicativi suL>(0,1). Percle?

(c) Per il Teorema di Gelfand-Naimark, si #a°(0, 1) ~ C'(M)4,

Lo stesso discorso vale #= L*°(FE, du), doveu € una misura qualsiasi su uno
spazio di misura. Soltanto le valutazioni — f(t), dove{t} & pu-misurabile e
w({t}) > 0, sono funzionali lineari moltiplicativi S&>°(E, dp).

A Funzioni analitiche

Nel presente corso faremo uso di alcune proprida discutere in questo paragra-
fo) delle funzioni analitiche, la cui teoria [1] si studia nel corso di Istituzioni di
Analisi Superiore.

Siaf : G — C, doveG e un aperto inC. Allora f si diceanalitica see
derivabile rispetto alla variabile compless& G e la sua derivatg’ € continua.
In altre parole, per ogni € G esiste un numero complesgiw) tale che

f(2) = f(w) + (z —w) [f'(w) + £(2)],

dovele(z)] — 0 se|z —w| — 0 perz € G, inoltre, la funzionef’ : G —

C e continua. Una funzione analiti@acontinua. Inoltre valgono le regole per
I'analiticita della somma, del prodotto e della composta di due funzioni analitiche
analoghe quelle che valgono per le funzioni derivabili in una variabile reale.

Siaf : G — C unafunzione definita su un aperton C chee rappresentabile
come la somma di una serie di potenze avente raggio di convergenza positiva in
ogni puntow € G. Cide, per ogniv € G esistono coefficientja, (w)}°, ed un
numero positivak(w) tali che

f2) =) aw)(z—w)",  |z—w|< R(w). (A1)

n=0
In tal casof e analitica indefinitamente derivabile:

FPE) =3 k) (n+k=1) - (4 Dansn(w)(z—w)",  |z=uw] < R(z),
n=0
14 M risulta uno spazio compatto di Hausdorff dhestremamente sconnesso.
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mentrea, (w) = f™(w)/(n!). D'altra parte, una funzione analitiga: G — C
si pw scrivere nella forma (A.1) per un opportufdw) > 0 per oghiw € G.

Siaf : G — C una funzione analitica su un apertbin C. All'aperto G C
C facciamo corrispondere un aperdd C R? tale che(z,y) € G se e solo se
z+iy € G. Ora definiamas, v : G — R dalla formula

flo+iy) = ulz,y) +iv(z,y), (v,y)€q.

Allora u, v : G — R sono differenziabili (nel senso del corso di Analisi Matema-
tica Il), esiste un numero infinito di derivate parziali successive €iv rispetto
adx edy, e valgono le cosiddetieguazioni di Cauchy-Riemann

ou Ov ou B ov

— = — — = - A.2
or Oy’ oy Ox (A-2)
In tal caso, abbiamo

*u  0%u 0%v 0% v 0% Pu  O%*u
0z? * Jy?>  0xdy Oyox 0 + + 0. (A.3)

o2 oy Oxdy  Oyox

Usando 'uguaglianza (simbolic&) +iv)(dx +idy) = (udz — v dy) +i(v dz +
udy), si vede facilmente (dalla (A.2)) che le forme differenzializx — vdy e
vdz + udy sono ambedue chiuse. Quindi, §e(oppureG) & semplicemente
connesso, queste due forme differenziali sono esatte. Di conseguenZag se
semplicemente connesse @ una curva chiusa e rettificabile (éiadi lunghezza
ben definita e finita) irt~, allora

/(udm—vdy):& /(vdquudy):O,

¥ ¥

dovey = {(z,y) € R? : z + iy € v}. Cio implica che
/f(z)dz:/(udm—vdy)+z’/(vdx+udy):O. (A.4)
¥ v ¥

L'affermazione (A.4) si chiama iTeorema di CauchyE il risultato pil importante
della teoria delle funzioni analitiche. Osserviamo che purtroppo il ragionamento
seguito nore una dimostrazione esaustiva e quindi completamente rigorosa.

Enunciamo adesso due altri importanti teoremi (collegati al precedente).
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Teorema A.1 Sia{f,}>>, una successione di funzioni analitiche sull'apeo
che converga ad una funzionfe: G — C uniformemente i € K per un
gualunque compatt& in G. Allora f e analitica.

Teorema A.2 Sia{f,}>2, una successione di funzioni analitiche sull’ape€o
tale che la serie di funzioni

Z fa(2)

n=1

converga uniformemente inc K per un qualunque compatt@ in GG. Allora la
sua somma rappresenta una funione analiticazsu

Ora discutiamo due risultati semplici ed importanti per le funzioni analitiche.

Teorema A.3 Sianof,g : G — C due funzioni analitiche sull'aperto connesso
G taliche f(z) = g(z) per ogniz € E, doveE & un sottoinsieme d¥ con almeno
un punto di accumulazione all'interno di. Allora f(z) = g(z) per ogniz € G.

In particolare, applicando il Teorema A.3 pglz) = 0, si vede facilmente
che una funzione analiticA # 0 ha un numero finito di zeri oppure i Suoi zeri Si
accumulano sulla frontiera di.

Adesso enunciamo il fondamentdleorema di Liouville

Teorema A.4 Sia f : C — C una funzione analitica definita sull'intero piano
complesso. Allorg € non limitata oppure costante.

La dimostrazion@ abbastanza facile. Ne diamo lo schema qui di seguito. Sia
f : C — C una funzione analitica e s{@ il cerchio di centrd) e raggioR in C
con orientamento positivo. Allor@ri)~! [, (2 —w) 'dz = 1 perw € C con
lw| < R (lo si controlli') implical® che
1
flw)=— Mdz7 lw| < R.

21 Jop, 2w

Cio comporta [percd?] che

'w—l —f(z) dz w| < R
f'(uw) /C _dz, || <R

T omi (z —w)

15Si scrivaf(z) = f(w) + [f(z) — f(w)] e si osservi chéf (z) — f(w)]/(z — w) & analitica in
z € C. Poi si applichi il Teorema di Cauchy.
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Di conseguenza, 3¢ (z)| < M perz € C, risulterebbe

1 M
") < —2TR ——— R > |w|,
)] £ 52 R s, [l
e quindi f'(w) = 0. Siccomew € C e arbitrario, f deve essere una funzione
costante.
Come corollario si afferma che una funzione analiticaC — C con limite
zero perjz| — +oo deve annularsi in ogni € C.

Definiamo ora le funzioni meromorfe e discutiamo le loro singdarit

In primo luogo una funzione analitich: G — C con f # 0 ha un numero
finito o un’infinita numerabile di zeri. Un numero complessosi dice zero di
ordinem per f sef(z) = (z — z0)"g(z) perg : G — C una funzione analitica e
g(z0) # 0. In altri termini, z, € uno zero di ordine: se e solo s¢(zy) = f'(zy) =
= [ (z) = 0 f)(20) # 0.

SeG @ un aperto irC, w € G e f & analitica suG \ {w}, il puntow si dice
polo di ordinem se esiste una funzione analitiga G — C cong(w) # 0 tale
chef(z) =g(z)/(z —w)™ perz € G\ {w}.

SiaG un aperto inC. Una funzionef si dicemeromorfasu G se esiste un
sottoinsieme finito oppure numerabitedi G senza punti di accumulazione al-
I'interno di G tale chef sia analitica inG' \ E ed ogni punto d¥ sia un polo della

f

Teorema A.5 [Principio dell’'argomentd Sia f una funzione meromorfa nell’a-
pertoG. Sia~y una curva chiusa, semplice e rettificabileGhche non passa per
i poli e per gli zeri di f, con un orientamento tale che il sottodomirfdodi G
racchiuso day si trova alla sinistra diy. Allora

o [ L a2y N -y PO

2mi J., f(2)

Jj=1

dovezy,- -, z, sono gli zeri inQ, py,--- , p, SONO i poli inQ, N(z) & l'ordine
dello zeroz;, e P(p;) & l'ordine del polop;.

Dimostrazione. Posta




doveg(z) € una funzione meromorfa i che non ha zeri@poli in €2, si ha

f() 5~ N 5= P | o)
2k Dj

N g9(z)’

fle) o e =1 7T
doveg'(z)/g(z) & continua in2 U v e analitica inf2. Il teorema segue quindi dal
Teorema di Cauchy. O

Corollario A.6 [Teorema di Roudj Sianof e g funzioni meromorfe nell’aperto
G. Siay una curva chiusa, semplice e rettificabile@@che non passa per i poli e
per gli zeridi f e g, con un orientamento tale che il sottodomifia@li G racchiuso
da~ si trova alla sinistra diy. Se

|f(z) —g9(x)| <lg(2),  z€n, (A.5)
allora
Zy — Py = 24— Py,

doveZ; e P; sono il numero degli zeri e dei poli dellain 2 e Z, e P, sono |l
numero degli zeri e dei poli dellain €.

Dimostrazione. Lipotesi (A.5) implica chef/g manday nella palla{w €
C : |w — 1| < 1}. In questa palla si pudefinirelog(w) come funzione analitica
tale chelog(w) — 0 sew — 1. Intal caso,(log(f/9)) = (f/9)/(f/g9) =
(f'/f)—(d'/g). Quindi, utilizzando il Teorema di Cauchy e il Teorema A.5, si ha

1 (ﬂ@ g'(2)

211 .

f(2) g(z))dzz(zf_Pf)_(Zg—Pg).

O
Usando il Teorema di Rouéhsi trova facilmente una dimostrazione del Teo-
rema Fondamentale dell’Algebra. S$ig) = 2" +a,2" "' +- - - +a, un polinomio

complesso di grada e con coefficiente principale Applichiamo il Teorema di
Roucte perf(z) = p(z) eg(z) = z". Siccome esist& > 0 tale che

‘ﬂﬁ—4=ﬁ+ﬂ+m+%<d, 2| = R,

9(z) z 2"

si pw applicare il Teorema di Rouélpery = {z € C: |z| = R} eQ = {z €
C: |z| < R}. AbbiamoZ, = n e P; = P, = 0. Quindi Z; = n; di conseguenza

p(z) han zeri nel dominio2 = {z € C : |z| < R}.
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