V. PROBLEMI AL CONTORNO E FUNZIONI SPECIALI

0. INTRODUZIONE.

In questo capitolo vengono studiati i problemi al contorno per le equazioni di tipo
ellittico, ed in particolare, le equazioni di Laplace, di Poisson, delle onde e di Schro-
dinger nello spazio e nel piano. La separazione delle variabili in tali equazioni conduce
molto spesso a certe equazioni differenziali ordinarie in un intervallo della retta di tipo
Sturm-Liouville, in particolare, le equazioni di Bessel e di Legendre. Per questo motivo
vengono anche studiate alcune cosiddette funzioni speciali, in particolare, le funzioni di
Bessel, le funzioni sferiche ed alcuni polinomi ortogonali come quelli di Legendre e di
Hermite.

Se non si fanno esplicite riserve, la regione GG € supposta limitata e la sua frontiera
S & supposta regolare a tratti. Denotiamo con G 'esterno di G, G; = R" \ G. Nel
caso unidimensionale abbiamo G = (a, b) dove a,b € R.

1. PROBLEMI AGLI AUTOVALORI

A. IMPOSTAZIONE DEL PROBLEMA DEGLI AUTOVALORI. Consideriamo il seguente
problema al contorno omogeneo lineare per un’equazione di tipo ellittico:

—div (pgrad u) + qu = Au, xz € G, (1.1)
ou

— =0. 1.2

au + on 0 (1.2)

Supponiamo che

p € CY(@Q), q € C(G); p(x) >0, q(z) € R, T € G,
a e C(S), B e C(S), (1.3)
a(z) >0, B(x) > 0, a(z) + B(x) > 0, z€S.

Sia Sop = {z € S : min(a(x), B(z)) > 0}. In alcuni casi supponiamo inoltre che g(x) > 0
per z € G. Notiamo i seguenti casi particolari:

a(z) =1, pB(z) =0, quindiu=0, z € S, [Problema di Dirichlet]

a(z) =0, B(z) =1, quindi g_u =0, x €8S, [Problema di Neumann)].
n

11 problema (1.1)-(1.2) consiste nel trovare una funzione u(z) di classe C2(G) N
C(G) che soddisfi 'equazione (1.1) in G e le condizioni (1.2) sulla frontiera S. Eviden-
temente, il problema (1.1)-(1.2) ha sempre la soluzione nulla, e questa soluzione non ha
alcun interesse. Percio il problema (1.1)-(1.2) deve essere considerato come un problema
agli autovalori per ’operatore

L = —div (grad ) + g¢.
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Tutte le funzioni f di classe C?(G)NC(G) che soddisfano le condizioni al contorno (1.2)
e la condizione Lf € Ly(G) costituiscono il dominio M, dell’operatore L. Siccome lo
spazio vettoriale D(G) di tutte le funzioni di classe C*°(G) di supporto compatto (cioe,
che si annullano fuori di un compatto contenuto in G) & denso in Ly(G) ed € contenuto
in Mp, My, & denso in Ls(G).

In generale, il dominio My, di L non & abbastanza grande per trovare tutte le auto-
funzioni. Per questa ragione bisogna estendere ’operatore L ad un dominio abbastanza
grande per contenere le autofunzioni.

B. FORMULE DI GREEN. Se u € C%(G) N CY(G) e v € C1(G), & valida la prima
formula di Green:

", Ov du ou
Ludzx = dx — —dS dzx. 14
o= [ 03 Gt [ fpumae s

Per dimostrare la formula (1.4) prendiamo una regione arbitraria G’ con frontiera
S’ una superficie regolare a tratti tale che G’ C G. Visto che u € C*(G), si ha anche
u € C%(G') e, di conseguenza,

/ v Ludz :/ v[=div (pgrad u) + qu| dz

:—/ div(pvgradu)da:—{—/ pz dv Ou

d dx.
/ i—1 3:122 8$Z :L'—}_/l quvar

Utilizzando il teorema della divergenza (di Gauss) si ottiene

", Ov Ou ou
/’ vLudx:/’pZ 9%, o7, dm—/SI pv%dS'—l-/, quu dx,
i=1

dove S’ ¢ la frontiera di G’. Facendo tendere G’ a G nell’uguaglianza ottenuta ed
utilizzando il fatto che u,v € C1(G), concludiamo che il limite del secondo membro
esiste. Quindi esiste anche il limite del primo membro ed ¢ valida I'uguaglianza (1.4). In
questo caso l'integrale del primo membro della (1.4) deve essere considerato improprio.
I limiti non dipendono della maniera in cui G’ tende a G, poiche gli integrali nelle parte
a destra della (1.4) sono assolutamente convergenti.

Se u,v € C%(G) N C(G), & valida la seconda formula di Green:

/G(vLu—uLv) dx:[gp(ug—z —v%) ds. (1.5)
Per dimostrare la formula (1.5), scambiamo u e v nella (1.4):
" Ou Ov ov
Lvdx = dx — —dS d 1.6
/Guva: /Gpizzlaxiaxia: /Spuan +/quu:1:, (1.6)



e sottraiamo 'uguaglianza ottenuta della (1.6). Come risultato, si ottiene la seconda
formula di Green (1.5).

In particolare, per p(z) =1 e g(x) =0, le formule (1.4) e (1.5) di Green si trasfor-
mano nelle seguenti uguaglianze:

v ou ou

A = — — —y— - 1.

LU udx /S(uan Uan) dS-I—/SUandS, (1.7)
ou ov

Au—uA = — —u— . 1.

L(v u—uAv)dx /S <U8n u8n> as (1.8)
C. PROPRIETA DELL'OPERATORE L. L’operatore L é hermitiano:

(Lf,g)=(f,Lg), f.g€Mr. (1.9)

Infatti, visto che f,g € My, si ha Lf € Ly(G) e Lg = Lg € Lyo(G). In tal caso la
seconda formula di Green (1.5), per u = f e v = g, assume la forma

_ — dg _0
wro- (2= [ @r-rTpde= [ p(r52-g3 Y as. )
G S n on
Inoltre, le funzioni f e g soddisfano le condizioni al contorno (1.2):
of _ 599
| = =1 =0. 1.11

Per I'ipotesi (1.3), a(z)+3(z) > 0 per z € S. Percid per ogni x € S il sistema omogeneo
di equazioni algebriche lineari (1.11) ha una soluzione non nulla (a(z), 3(x)) e quindi il
suo determinante si annulla, cioe

;Y
on| (.05 _Of\| _
det oy _(fan gan)S—O.
™
n

Tenendo conto dell’'uguaglianza ottenuta, dalla formula (1.10) si ottiene I'uguaglianza
(1.9), la quale significa che 'operatore L & hermitiano.

Sia f € M. Ponendo v = f e v = f nella prima formula di Green (1.4) e tenendo
conto del fatto che f € Ly(G), si ottiene

o7
w5.0)= [ sl [ pr3las+ [ asPan (112
G s n G
Dalla condizione al contorno (1.2) segue che
of «@
%__Ef7 ﬁ($)>0,f1§'€$,
f=0, B(x) =0, xz €8S.
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Sostituendo queste relazioni nell’uguaglianza (1.12), si ottiene I’espressione per la forma
quadratica

(Lf, f) = /G (plarad £ + ¢|fP?) do + /

p2If2dS,  fe My, (1.13)
s, B

dove Sy & la parte di S per cui min(a(z),B(z)) > 0. La forma quadratica (Lf, f),
f € My, & detta integrale d’energia.

In virtli delle ipotesi (1.3) pilt I'ipotesi che ¢q(x) > 0 per ogni z € G, nel secondo
membro della (1.13), tutti e tre termini sono non negativi. Per questa ragione eliminando
il secondo ed il terzo termine e stimando per difetto il primo termine, otteniamo la
disuguaglianza

(Lf, f) > / plgrad |2 dz > min p(z) / grad f|? de,
G zeG G

cioe

(Lf, f) = polllgrad f|ll3,  f e My, (1.14)
dove pg = min_ p(x); in virth del fatto che la funzione p & continua e positiva su G,
si ha pg > 0.

Dalla disuguaglianza (1.14) segue che l’operatore L & positivo se g(x) > 0 per ogni
x € G, e cioe in tal caso

(Lf. f)>0,  feMp. (1.15)

D. PROPRIETA DEGLI AUTOVALORI E DELLE AUTOFUNZIONI DELL'OPERATORE L.
Prima bisogna estendere il dominio dell’operatore hermitiano L. Per quello ci vuole una
teoria sugli operatori lineari autoaggiunti non limitati su uno spazio di Hilbert.

Sia H uno spazio di Hilbert complesso e sia T" un operatore lineare con dominio
D(T) in H. Allora T si dice chiuso se per ogni successione {z,} in D(T) tale che
|zn — z|| — 0 e | Tz, — y|| — 0 per opportuni =,y € H, si ha x € D(T) e Tz = y.
Allora T & un operatore chiuso se e solo se il grafico G(T) = {(z,Tx) : x € D(T)} & un
insieme chiuso in H & H (con norma ||(z,y)|| = /||z||? + ||y]|2). Per dimostrarlo, sia
T chiuso e sia {(z,,Tx,)} una successione in G(T') tale che ||(zn, Tz,) — (z,y)|| = 0
per qualche (z,y) € H @ H. In tal caso ||z, —z|| = 0 e || Tz, — y|| = 0 e, in virtu del
fatto che T & chiuso, risultano z € D(T) e Tz = y; quindi (z,y) € D(T). D’altra parte,
se G(T) & chiuso in H & H, sia {z,} una successione in D(T) tale che ||z, — z|| = 0 e
|Tz, — y|| — O per opportuni z,y € H. In tal caso {(z,,Tx,)} ¢ una successione in
G(T) tale che |[(zn, Tzy) — (z,y)|| = 0. Siccome G(T) & chiuso, risulta (z,y) € G(T),
equindi z € D(T) e Tz = y.

TEOREMA 1.1 [DEL GRAFICO CHIUSO| Sia T un operatore lineare chiuso definito
su uno spazio di Hilbert H. Allora T é limitato.

DIMOSTRAZIONE. Sia T chiuso con D(T) = H. Definiamo gli operatori lineari
II:H—-GT), lz=(z,Tz),
J:GT)—H, J((z,Tx))=Tx.
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Allora T = JII, dove ||J ((z,T2)) || = |T=|| < || ((z,T2)) || e 1T~} ((z, T2)) || = ||z]| <
| ((z, Tz)||- Quindi J e II~! sono limitati. Siccome G(T) & chiuso, G(T') & uno spazio
di Hilbert rispetto al prodotto scalare ((z1,Tz1), (z2, Tx2)) = ((x1,22)) + ((Tx1, Txz2)).
In virtu del teorema dell’operatore inverso [il Teorema I 1.4], 'operatore II & limitato.
Di consequenza, T' = JII e limitato. |

Ora definiamo gli operatori autoaggiunti. Sia H uno spazio di Hilbert complesso e
sia T un operatore lineare con dominio D(T') denso in H. Allora T si dice hermitiano
[oppure simmetrico| se (Tx,y) = (z,Ty) per ogni x,y € H. Per un operatore hermitiano
T, definiamo 'operatore T™ da

D(T*)={y € H:3c=c(y) > 0:|(Tz,y)| < cy)llzll, z € D(T)},
In tal caso Az € H : (Tz,y) = (x, z); Poniamo T*y = 2.

Un operatore lineare T si dice autoaggiunto se D(T) & denso in H, T & hermitiano
e T = T. Quindi T e autoaggiunto se 7" & hermitiano e il suo dominio & denso e
soddisfa D(T) = {y € H : 3¢ = ¢(y) > 0 : |(Tz,y)| < c(y)||z|l, z € D(T)}. Si vede
facilmente che un operatore autoaggiunto ¢ chiuso. Infatti, sia {z,} una successione in
D(T) tale che ||z, — z|| — 0 e ||Tx, — y|| — 0 per opportuni z,y € H. Prendendo
il limite se n — +oo nell’uguaglianza (Tz,z,) = (z,Tx,) valida per ogni z € D(T),
risulta (T'z,z) = (x,y) e quindi |(Tz,x)| < ||y||||2|| per ogni z € D(T). Di conseguenza,
x € D(T) e Tz =y, cosi dimostrando il fatto che T' & chiuso.

Ritorniamo adesso all’operatore di Sturm-Liouville L con dominio M. Allora
L & hermitiano su Ly(G) con dominio denso in Lz(G). Sotto certe condizioni che
non specificheremo,! esiste un’estenzione autoaggiunta unica L dell’operatore L. Le

autofunzioni del problema al contorno (1.1)-(1.2) si cercano nel dominio D(L).

Ritorniamo adesso agli autovalori e autofunzioni dell’operatore L. Infatti bisogna
discutere gli autovalori e le autofunzioni dell’estensione autoaggiunta L. In altre parole,
essi dipendono dalle condizioni al contorno (1.2), ma le autofunzioni non potrebbero
appartenere al dominio M, ma invece al dominio dell’estensione autoaggiunta L.

PROPOSIZIONE 1.2 Abbiamo le sequenti proprieta:

a) Tutti gli autovalori sono reali. Se q(x) > 0 per ogni x € G, gli autovalori sono non
negativi.

b) Le autofunzioni corrispondenti ad autovalori diversi sono ortogonali tra loro.

c) Le autofunzioni possono essere scelte reali.

d) Sia q(z) > 0 per ogni x € G. Affinché A = 0 & necessario e sufficiente che ¢(z) =0
ed a(x) = 0. In tal caso A = 0 & un autovalore semplice e 'autofunzione é costante.

DIMOSTRAZIONE. Per dimostrare la parte (a), sia f € D(L) tale che Lf = Af e

f#0. Allora (A= X)||fll2 = (Lf, f) = (f,Lf) =0, e quindi A = X ¢ reale. Inoltre, se
q(xz) > 0 per ogni z € S, dalla (1.13) segue che (Lf, f) > 0.

1 Certamente per o, 3 > 0 costanticona+3>0e S regolare.
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Per dimostrare la parte (b), consideriamo f, g € D(L) non banali tali che Lf = \f
e Lg = ug; in tal caso A\, € R. Si controlla facilmente che (A — u)(f,9) = (Lf,g) —
(f,Lg) =0 e quindi A = p oppure (f,g) = 0.

Per dimostrare la parte (c), se f & un’autofunzione, il fatto che il corrispondente
autovalore & reale implica che anche f & una autofunzione. Siccome le parti reale ed
immaginaria della f non si possono ambedue annullare quasi ovunque, una di queste
parte € un’autofunzione reale.

Infine, per dimostrare la parte (d), sia A = 0 un autovalore con correspondente
autofunzione f, mentre q(x) > 0 per ogni z € G. Allora dalla (1.13) segue p|grad f|?> =0
e quindi [p(z) > 0 sempre| f & costante e ¢f = 0.2 Se f fosse non nulla, ne seguirebbe
g(x) =0 perogniz € Ge f(x) =0 per ogni z € Sp. Quindi f=0eg=0. 1

2. PROBLEMA DI STURM-LIOUVILLE

Nel caso unidimensionale (n = 1, G = (0,4), S = {0,£}) il problema al contorno
(1.1)-(1.2) & detto problema di Sturm-Liouville. Ha la forma

Lu = —(pu') + qu = Mu, 0<z<{, (2.1)

hlu(O) - hz’U,I(O) = O, Hlu(ﬁ) + ng’(f) = 0, (22)

dove hi, ho, H1, H2 sono costanti non negative tali che hy + hy > 0 e H; + Hs > 0.
Assumiano che p € C1[0,/], p(z) > 0 per ogni = € [0,£], e ¢ € C[0,£] & reale. Come
dominio dell’operatore L prendiamo

u’ € LQ(O,E)
Mp=<{ueC?0,£)nC0,4: { hiu(0) — hyu/(0) =0
Hyu(f) + Hau/(£) =0

Se hg = Hy = 0 (cioé u(0) = u(£) = 0), abbiamo le condizioni di Dirichlet. Se
hi = Hy; = 0 (cioe u'(0) = u/(£)), stiamo parlando delle condizioni di Neumann. Gli
altri casi si dicono condizioni miste.

L’operatore L & hermitiano, cioe (Lf,g) = (f,Lg) per ogni f,g € My. Inoltre
esiste un’unica estensione autoaggiunta L di L. Le autofunzioni del problema di Sturm-
Liouville si cercano nel dominio di L (e non necessariamente in Mr).

L’espressione (1.13) per 'integrale d’energia assume la seguente forma:

¢ 12 2 ha o M1 2
@8.0)= [ G +alfP) do+ 300 7O + pOUFOF,  fe M,
0 2 2

dove gli ultimi termini del secondo membro si annullano per hs = 0 o per Hy = 0,
rispettivamente. Se ¢(z) > 0 per ogni z € [0,4], 'integrale d’energia (Lf, f) & non
negativo per ogni f € My. In particolare, se ¢(z) > 0 per z € [0,£], A = 0 non &
un autovalore del problema (2.1)-(2.2) e f ¢ la corrispondente autofunzione, si ottiene

2 Questo ne segue se f € M.



f' = 0,2 e quindi f & costante; affinche la funzione f sia non banale, ci vogliono le
condizioni di Neumann u'(0) = u/(¢) = 0.

A. LA FunzIONE DI GREEN. Supponiamo che A = 0 non sia un autovalore
dell’operatore L. Consideriamo il problema al contorno

Lu=—(pu) + qu = f(z), 0<z<{, (2.3)

hiu(0) — hou'(0) = 0, Hyu(f) + Hau'(¢) = 0, (2.2%)

dove f € C(0,4) N Ly(0,£). Dato che A = 0 non & un autovalore dell’operatore L, la
soluzione del problema al contorno (2.3)-(2.2*) nella classe My (e anche nella classe
D(L)) & unica. Costruiamo la soluzione di questo problema.

Siano vy e ve soluzioni non nulle (reali) dell’equazione omogenea Lv = 0 che sod-
disfano le condizioni

hiv1 (0) — hQ’Ull (0) =0, Hivqg (E) + Hz’l)é(f) =0. (24)

Dalla teoria delle equazioni differenziali lineari ordinarie segue che queste soluzioni esis-
tono ed appartengono alla classe C2[0, £]. Le soluzioni lineari v; e v2 sono linearmente
indipendenti. Infatti, in caso contrario vi(z) = cvy(z) per qualche 0 # ¢ € R e, di
conseguenza, in base alla (2.4) la soluzione v; soddisfa anche la seconda condizione al
contorno (2.2*). Cio significa che v; ¢ un’autofunzione dell’operatore L corrispondente
all’autovalore A = 0, contrariamente all’ipotesi; inoltre segue che in tal caso v; € M.
Percio il determinante Wronskiano vale

vi(z) wv2(x)

vi(z)  vs(z)

w(z) = det l ] #0, z € [0,4].

Siccome (pw)’(z) = 0, risulta I'identita
p(z)w(z) = p(0)w(0), xz € [0,4]. (2.5)

Cercheremo la soluzione del problema (2.3)-(2.2*) per mezzo del metodo della vari-
azione delle costanti,

u(z) = c1(z)v1(x) + ca(z)v2(x). (2.6)

Allora ¢ (z) e c¢4(z) soddisfano il sistema lineare

vi(z) wo(x ch(z 0

vi(z) va(e) ] [ () —f(x)/p(z)
con determinante w(z) # 0. Risolvendo questo sistema ed utilizzando I'identita (2.5),
si ottiene

4@ = Lo 29T 0w 28

3 Tra poco dimostreremo che 'autofunzione f € My, invece di f € D(L).
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Per soddisfare le condizioni al contorno (2.2%*), osserviamo che esistono due costanti
d’integrazione c; e cy tali che

v1(z)

_ ¢ _ v(x) 7
u(x)—Clvl(fﬂ)+C2'U2(5U)—p(0)w(0)/m f(y)va(y) dy pi(O)w(O)/O f(y)vi(y) dy.

Calcolando la derivata si trova

W@) = k@) + en(e) A0 [ gyt g B [ sy

Tenendo conto dalle condizioni (2.4), otteniamo
0= hlu(O) — h2ul(0) =C [h1’02(0) - hz’l)/2(0)] 3
0= Hlu(é) + H2’U,I(£) =C [Hl’l)g(f) + H2U’2(£)],

e quindi, in virtu del fatto che le espressioni tra parentesi quadrate non si annullano,
troviamo c; = c3 = 0. In altre parole,

u(z) = / G(z,y)f(y)dy, (2.9)

dove

G(z:4) = ~ p(0)w(0) va(z)v1(y), y<zx <UL (2.10)

La funzione G(z,y) & detta funzione di Green del problema al contorno (2.3)-(2.2*) o
dell’operatore L. Questo nucleo & reale, simmetrico e continuo. Inoltre, vale I'ugua-
glianza

1 {vl(m)v2(y), 0<z<y,

0G(y+0y) 9Gy+0y) _  wl) _ 1
oo o om0 SO0 @

Consideriamo 'operatore integrale G su L2(0,£) con nucleo G(z,y). Allora questo
nucleo & reale, simmetrico e continuo. Dunque G & un operatore lineare autoaggiunto
sullo spazio di Hilbert Lo(0,¢). Siccome u = Gf appartiene ad My, per ogni f €
C(0,£)N Ly(0,£), il dominio M, & strettamente contenuto nell’immagine dell’operatore
integrale G. Ne segue facilmente che I'immagine di G (cioe, {Gf : f € L2(0,£}) coincide
con il dominio dell’estensione autoaggiunta L di L, Infatti, L = G~1.

Nel caso in cui A = 0 € un autovalore del problema (2.3) (2.2*), bisogna scegliere
qualche 1 € R che non ¢ autovalore, e riscrivere (2.3)-(2.2%) nella forma equivalente

(L —plu=—(pu') + (¢ — p)u= f(x) — pu(z), 0<z<{¥, (2.3a)

hlu(O) — hQUI(O) = 0, Hlu(ﬂ) + ngl(g) = 0. (220,)



Partendo dalle due soluzioni v; e v dell’equazione omogenea (L— p)u = 0 che soddisfano
le condizioni (2.4) e quindi sono linearmente indipendenti, arriviamo ad una funzione
di Green G(z,y; 1) ed un operatore integrale G(u) dipendente di p tali che

u=G(p)[f— pu].

Quest’ultima si puo scrivere nella forma dell’equazione integrale di Fredholm

£l l
u(z) + u/o G(z,y; p)u(y) dy = /0 Gz, y;m)fly)dy, 0<z<L (2.12)

Il dominio dell’estensione autoaggiunta L di L [o di L — ul] coincide con I'immagine
dell’operatore integrale G(p).

Esempio 2.1. Consideriamo il problema di Sturm-Liouville
—u" = f(z), h1u(0) — hau'(0) = 0, Hiyu(f) + Hau'(£) = 0.

Le soluzioni v; e ve dell’equazione omogenea —u" = 0 che soddisfano le condizioni (2.4),
hanno la forma (tranne un fattore costante)

v1(z) = h1x + ha, vo(r) = Hi{ + Hy — Hyx,

e quindi w(z) = —hy(H1£ + Hy) — hoH; si annulla se e solo se hy = H; = 0 (ciog,
condizioni di Neumann in ambedue gli estremi). Se h; + H; > 0, si trova per la
funzione di Green

1 [hiz + z2][Hi(£ —y) + Ha], 0<z<y<Y,
G(z,y) =

hi(Hil + Ha) + heHy | [Hy (£ — 3) + Hal[hay + he], 0<z <y <L

Per trovare gli autovalori, cerchiamo le soluzioni vy (x, A) e va(z, A) dell’equazione
omogenea —u" = Au che soddisfano le condizioni (2.4), mentre A > 0. Otteniamo

v1(z, A) = haVA cos(zVA) + hy sin(zVA);
va(z, A) = HyV/A cos((£ — z)V/A) + Hysin((£ — z)V/A),
e quindi
w(z) = v1(0, \)vh(0, A) — v} (0, \)wz(0, A)
= VX [(hoHa\ — by Hy) sin(fV/X) — (hoHy + hy Ha) VA cos(£VN) | .

Un numero A > 0 & autovalore se e solo se w(z) = 0. Sotto le condizioni di Dirichlet
(ha = Hy = 0) e sotto quelle di Neumann (h; = H; = 0) segue

sin(/V/A) = 0.
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Quindi gli autovalori e le autofunzioni sono

. (NTT .
. (mr)2 n=123--, Un () = sin (7) , [Dirichlet]
n— \ 45 ’
Z TI,:O,]_,Q’--.’ un(m) = COS (#) . [Neumann]

Sotto le altre condizioni (cioe, se ha H; + h1 Hy > 0), A = 0 non & mai autovalore e A > 0
¢ autovalore se e solo se ¢ una radice positiva dell’equazione transcedente

hoHo) — h1Hy
(hoHy + hiHy)VA

C’¢ un numero infinito di tali radici (infatti, una successione crescente \,, che tende a
+0oc0) ed ogni radice corrispondente all’autofunzione

Un (2, \) = hg\/)Tn cos(x\/)Tn) + hy sin(a:\/g).

Le radici v/ A, si trovano piu facilmente nel modo grafico. Non ci sono autovalori fuori
dell’intervallo [0, +00).

cotg (LVA) =

B. RIDUZIONE DEL PROBLEMA DI STURM-LIOUVILLE AD UN’EQUAZIONE INTE-
GRALE. Facciamo vedere che il problema di Sturm-Liouville puo essere ridotto ad
un’equazione integrale di Fredholm con nucleo reale, simmetrico e continuo G(z,y).

TEOREMA 2.1 Il problema al contorno

Lu=Au+ f, u € D(L), f e C(0,£)N Ly(0,4), (2.13)

con la condizione che X = 0 non sta un autovalore dell’operatore L é equivalente
all’equazione integrale

L L
u(z) = )\/O G(z,y)u(y) dy-l—/o G(z,y)f(y)dy, u € Ly(0,4), (2.14)

dove G(x,y) é la funzione di Green dell’operatore L. Inoltre, le soluzioni u dei problemi
equivalenti (2.13) e (2.14) appartengono ad M.

DIMOSTRAZIONE. Se u(x) ¢ una soluzione del problema al contorno (2.13), allora

V4
u(z) = (G + f)(z) = / Ga,y)Duly) + fW)]dy, 0<z<,

cio¢ u(z) soddisfa I'equazione integrale (2.14).

Inversamente, supponiamo che la funzione uy € L2(0,£) soddisfi ’equazione inte-
grale (2.14). Se G denota l'operatore integrale con nucleo G(z,y), allora ug = G(Aug +
f) € D(L) e Lug = Aug + f. Dall’uguaglianza

¥4 T
(@) [ oalw)Nuo(w) + F)) dy + va(s) [ ) Puoly) + S )] dy
T 0
p(0)w(0)

10
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segue che ug € C]0,£], poiche le funzioni sotto il segno degli integrali appartengono ad
L1(0,4). In tal caso segue dall’equazione precedente che ug € C1[0,£] con derivata

Y’ x
| @) [ wa@)uol) + 1) dy+ v / o1 ()Mo (y) + F(u)] dy
Uo(@) =~ P(0)w(0) '

Da quell’ultima equazione segue che uy € C?[0,£]. Inoltre, dalla (2.4) segue che ug(z)
soddisfa le condizioni al contorno (2.2). Dunque ug € My. Di consequenza, Luy =
LUO = )\UO + f [ |

Applicando il teorema precedente al caso f = 0, concludiamo che ogni autofunzione
dell’operatore L (in principio appartenente a D(L)) appartiene ad My. Inoltre, tutte le
autofunzioni appartengono a C|0,£]. Quindi il problema al contorno per f = 0 (ciog, il
problema agli autovalori) ¢ equivalente a quello agli autovalori dell’equazione integrale

Omogenea
£
u(z) = A / G(w, y)uly) dy (2.15)

in C0, £] oppure in L4(0, ), a condizione che A = 0 non sia autovalore dell’operatore L.

Eliminiamo ora l'ipotesi che A = 0 non sia un autovalore dell’operatore L. Per
farlo, sia po € R un numero che non ¢ un autovalore. Allora p = 0 non ¢ un autovalore
del problema di Sturm-Liouville

Liu=—(pu) + (g — po)u = pu, (2.16)

hiu(0) — hou'(0) = 0, Hyu(¢) + Hyu'(£) = 0. (2.17)

Ma My, = My, e D(L) = D(Ly). Quindi il problema di Sturm-Liouville (2.1)-(2.2) &
equivalente all’equazione integrale

0
u(z) = (A — po) / G (, y)uly) dy, (2.18)

dove G1(z,y) & la funzione di Green dell’operatore L.

C. PROPRIETA DEGLI AUTOVALORI E DELLE AUTOFUNZIONI. Abbiamo dunque
stabilito ’equivalenza tra il problema di Sturm-Liouvville omogeneo ed il problema
agli autovalori per ’equazione integrale omogenea (2.18) con nucleo G (z, y) reale, sim-
metrico e continuo. Gli autovalori A del problema (2.1)-(2.2) sono collegati ai numeri
caratteristici del nucleo G;(z,y) con la relazione p = A — po, mentre le corrispondenti
autofunzioni coincidono. Quindi, per il problema di Sturm-Liouville sono validi tutti gli
enunciati della teoria delle equazioni integrali con nucleo continuo, reale e simmetrico.
In particolare, l’insieme degli autovalori {\x} di questo problema non é vuoto e non ha
punti di accumulazione finiti; gli autovalori sono reali e sono anche di molteplicita finita;
le autofunzioni possono essere scelte reali ed ortonormali ed appartengono a C?|0, £].

Il problema, di Sturm-Liouville ha alcune proprieta specifiche.
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1) Gli autovalori appartengono all’intervallo [Gumin, +00) dove quin = m[lne] q(z). In-
z€[0

fatti, per f € My, si ha

¢

LED = [ P +alrP) do+ O OF + O O > aminl 115
dove gli ultimi termini del secondo membro si annullano per hy = 0 o per Hy = 0,
rispettivamente. Quindi, se A & un autovalore di L con corrispondente autofunzione
u, allora u € Mg e A|ul|3 = (Lu,u) > gmin|lu||3, ¢ dunque A > guin-

2) L’insieme degli autovalori é infinito numerabile. Infatti, se quest’insieme fosse
finito, {A1,---, An}, il nucleo G; (z, y) sarebbe degenere:

N g0 —
=y T (2.19)
Pt )\k —|— 1
dove (1, - - -, g sono i corrispondenti autofunzioni ortonormalizzate. Siccome ¢y, €

C?]0, 4], risulta la seguente contraddizione con la (2.11):

0G1(y + 0,y) _ 0G1(y+0,y)
ox ox

=0, y € (0,2).

3) Ogni autovalore é semplice. Sia Ay un autovalore. Allora la corrispondente autofun-
zione u sofddisfa Lu = Agu e le due condizioni al contorno (2.4) [per v; = vy = u].
Ciascuna di queste condizioni definisce uno sottospazio di L2(0,¢) di dimensione 1.
Quindi ’autospazio corrispondente all’autovalore Ay non puo avere una dimensione
maggiore di 1.

Le condizioni al contorno (2.2) si dicono separate, poiché riguardano i valori e le
derivate della u in estremi diversi dell’intervallo (0,£). Piu generalmente, per u,v €
C?2[0, 4] risulta dopo due integrazioni per parti:

(Lu,v) — (u, Lv) = [p (w0’ — u'D)]g .

La parte a destra si annulla se u, v soddisfano le condizioni separate (2.2). Purtroppo
si annullano anche se consideriamo le condizioni non separate

VP(0) u(0) = ++/p(€) u(f), p(0)u'(0) = £+/p(£) u'(4),

per la u e per la v, dove bisogna scegliere il segno + due volte oppure il segno meno
due volte. In tal caso si puo introdurre il dominio My, ed estenderlo ad un dominio su
cui 'operatore differenziale L e autoaggiunto. Per esempio, consideriamo il problema
di Sturm-Liouville con condizioni periodiche

= Au, u(0) = u(f), u'(0) = u/(£).

12



In tal caso gli autovalori e le autofunzioni sono:

onm >
A'n:(T) ’ n:0a172""

2 2
ug = 1, Un () = ¢1 cos (%) + cosin ( ngr:c) , n=1,2,3,---

Tranne per ’autovalore Ay = 0, tutti gli autospazi hanno la dimensione 2. D’altra parte,
per il problema di Sturm-Liouville con condizioni antiperiodiche

—u" = lu, u(0) = —u(¥), u' (0) = —u/ ().

gli autovalori e le autofunzioni sono:

2
)\n:<(2n;1)7r> ’ n=1,2.3-

2n—1 2n—1
Un () = 1 cOS <%> + cg 8in (M) , n=1,2,3,---

In questo caso tutti gli autospazi hanno la dimensione 2.

Siano (A,)22; gli autovalori della L e (¢,)22, le corrispondenti autofunzioni orto-
normalizzate. Siccome il problema agli autovalori & equivalente a quello per un’equazione
integrale con nucleo continuo reale e simmetrico, il sistema dellle autofunzioni ¢ com-
pleto in Ly(0,£). In altre parole, ogni funzione f € L4(0, £) puo essere sviluppata in una
serie

F=>(f0n)ek (2.20)

dove

2

N
f(z) - Z (f, or)pr(z)| dx=0.
k=1

£

A3 = 1(F 00l lim
k=1

TEOREMA 2.2. Ogni funzione f € My, puo essere sviluppata in una serie (2.20)
uniformemente convergente in x € [0, £].

DiMOSTRAZIONE. Il problema di Sturm-Liouville non omogeneo € equivalente
all’equazione integrale (2.12), dove il termine noto appartiene all’immagine dell’ope-
ratore integrale con nucleo Gi(z,y). Quindi il teorema segue dal Teorema di Hilbert-
Schmidt. B

EsempPio 2.2. Consideriamo il problema di Sturm-Liouville con condizioni peri-
odiche
—u = du, u(0) = u(f), u'(0) = u/(£).
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Allora gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni ortonormalizzate sono:

2nmw 2
)\0:0, Ac:)\s - 7 ;

eole) = VE, ia) = @/ cos (20 i) = /7 sin (2,

dove n =1,2,3,---. Per f € Ly(0,4) risulta la serie di Fourier

nmwy 2nmx
n by, si ;
—i—Z(a cos< )—i— sm( 7 ))
dove

2 [ 2 [t 2 2 [t 2
= ;/0 flz)dz, a, = Z/o f(a:)cos( ngr:v) dx, b, = Z/O f(m)sin( n;rx) dzx.

3, FUNZIONI DI BESSEL.

Consideriamo ’equazione differenziale
22 + ou' + (2° — v?)u =0, (3.1)

detta equazione di Bessel. Ogni soluzione di quest’equazione non identicamente nulla e
detta funzione cilindrica. Osserviamo che i coefficienti dell’equazione (3.1) non soddis-
fano le condizioni del paragrafo precedente.

A. DEFINIZIONE E PROPRIETA SEMPLICI DELLE FUNZIONI DI BESSEL. Consideri-
amo, per v € R, la funzione

(—1)k 2k+v
Fk+u+1r(k+1) (5) ’ (3.2)

dove I'(z) & 'unica funzione analitica sul semipiano destro che soddisfa I'(z+1) = 2z I'(z)
e'(1) =1 [Vedila (A.3) nell’appendice|. Questa funzione pud essere rappresentata nella
forma

J, (2?) = z¥ f,(2?), (3.3)
dove f,(¢) & una funzione analitica su tutto il piano complesso,
= (=1)"¢*

1) = kz 26T (k + v+ )D(k+ 1) (3-4)

Infatti, la serie di potenze in (3.4) converge uniformemente su ogni compatto del piano
complesso, poiche il suo raggio di convergenza R = +o00. Quindi la sua somma definisce
una funzione analitica f,({) su tutto il piano complesso.
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Verifichiamo che la funzione J,(z) soddisfa 1'equazione (3.1). Utilizzando la rela-
zione I'(z + 1) = 2I'(2), si ottiene

22! () + zJ) (x) — V2], ()

- RI(2k +v)(2k +v —1) + (2k +v) — V2] [\ 2k+V
Z; L(k+v+1)(k+1) (5)
2 (—D)kk(k+v) gzt & (—1)* 2 2k+v
_,;)I‘k-l—u—}—l)r(k—}— 1) (§> :4;:1 T'(k+v)T(k) <§)
2 )k x 2k+v . 2
-7 Z k+u+ )Tk + 1 )(5) =z (2),

come dovevasi dimostrare. La funzione cilindrica J,(z) si dice funzione di Bessel di
ordine v, dove ¥ > 0 per = > 0. In particolare,

2 2
J 2k—|—1 — a4
1/2(2 V T 2k —I— 1)! X ST,

< h= (3.5)

[2 & [2
J—1/2($ ﬂ-mkzz;) 2k)' = Ecosx.

Se v > 0 non & intero, le funzioni J,(z) e J_,(x) sono linearmente indipendenti. Cio
segue dalla (3.2) in virtu del fatto che

v

T(@) = 261

[1+0(%)], =z—0 v#-1,-2,-3,---, (3.6)

poiche I'(v + 1) ¢ finito. Se, invece, ¥ = n & intero, si ha
J_n(x) = (=1)"Jp(2), (3.7)

e, quindi, le funzioni J,(z) e J_,(x) sono linearmente dipendenti. L’uguaglianza (3.7)
segue dal fatto che I'(—k) & infinito per £k = 0,1,2,--- [Vedi 'appendice| e quindi la
sommatoria nella serie (3.2) per J_, () inizia a k = n.

Notiamo che per v =n (n =0,1,2,---) la seconda soluzione linearmente indipen-
dente Y, (z) dell’equazione di Bessel (3.1) ha la seguente proprietd se x — 0%:

Y. () = { cnz "[1+0(1)], n>1 (3.8)
" colog|z|[1+0(1)], n=0. '

Quest’asserzione segue dalla formula Wronskiana

Qp

Yo (@) Jn(o) = Ya(@)Ja(o) = 2, an #0,
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da cuil

in modo che

Ty, d¢ :|
o §n(6)?]

Noi introdurremo la soluzione Y, (z) tra poco.
B. PROPRIETA DI ORTOGONALITA. Dimostriamo il seguente.

ProPOSIZIONE 3.1. Per a,3 > 0 con o+ B > 0, siano p1 e us zeri reali
dell’equazione

ady () + Bud, (1) =0, (3.10)
dovev > —1. Allora

0, u3 # w3,

I[J’(u)]2+1<1 Vz)J(u ), m=p
5y P el % 5 = 2.
2 ! 2 u3 ! !

/0 xdy (p1x)Jy (o) de = (3.11)

DIMOSTRAZIONE. Siano p1,pue € R. In virtu della (3.1), le funzioni J,(u1x) e
Jy, (p2x) soddisfano le equazioni

d [ dJ,(uiz) 9 v? B
% [xidx :| + (/1;1:[; - ; Jl/(,ulx) - 07

d [ dJ,(pex) 5 V2 B
@[“’Tx ]+<“2”"; T (22) = 0.

Molteplichiamo la prima di queste equazioni per J,(u22) e la seconda per J,(u1x), poi
sottraiamo termine a termine la prima dalla seconda ed integriamo da 0 a 1. Si ottiene

@ (1 dy (p2w) T}, (1) — pady, () I, (p2)]5 o
1 d dJ, (paz) dJ,(p1x)
[ Aot i)

Xz

1
= (4 — 117) / 2, (1), (p2) da.
0
Dalla (3.2) [Vedi anche la (3.6)] abbiamo per z — 07

T, () = 1“(%1—1) (B2)" 402, undy(ue) = ﬁ (45)" +ow"+),
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e percio
pad, (pex)J,, () — poad, (mx)J, (pox) = O@*+?), & — 0t

Quindi, grazie alla condizione v > —1, il primo membro della (3.13) si annulla per = 0
e si ottiene

! Ty () T, (1) — pady (1) J!
/ xJu(ﬂlx)Ju(/«’Qw) dr — M1 (Iu2) u(l";g Z; (H’l) U(Iu2) ) (314)
0 27 M1

Se 1 e pg sono zeri reali dell’equazione (3.10) dove o, 5 > 0 e a+ 3 > 0, il determinante
del sistema lineare

alty(p) + Burd, (u1) =0, aly(pz) + Buady(uz2) =0, (3.15)

per (a,3) si annulla, cioé il numeratore della frazione nella (3.14) si annulla. Di con-
seguenza, se u3 # pa, segue la proprietd di ortogonalitd (cioe, si annulla la parte a
sinistra della (3.14)).

Per dimostrare la (3.11) se g1 = o, si passi al limite per ps — w1 nella (3.14)
utilizzando la regola di De L’Hopital:

1 , B ,
/ zJ,(pz)?dr = lim pady(p2)dy (1) = pody(pa)d,, (1)
0

p2— i ps — 1

1 / 2 1 ! 7]
=3 [, (1)) — 2—MJV(M1) [, (1) + pady, (p1)]
_ 1y 2 1 o, V2
— S+ ) (125

Abbiamo dimostrato la (3.11). 1

C. RELAZIONI DI RICORRENZA. Sono valide le seguenti relazioni di ricorrenza:
, v v
J, () =J,—1(x) — EJ”(x) =—Jyr1(x) + EJ”(m)' (3.16)
Infatti, la prima formula (3.16) segue dalla (3.2):

I (@) = Jy-a(2)

oo ( k ) N 2k+v—1 (_ )k 1\ 2k+v—1
Z[ k+y+2)1-i_(k+1)<§) ' _r(k+y)1r(k+1)(§) ' ]

k=0

L re (—1)F r\2ktv v
- _Ekz:% T(k+v+ 1)T(k+1) (5) = (@)
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In modo analogo si stabilisce la seconda formula (3.16).
Le formule (3.16) si possono riscrivere nella forma

d

d v _ v
o [V J, ()] = 2" J,_1(x), o

(77T, (2)] = =2 Juq1(2). (3.17)
Infine, sottraendo le formule (3.16), si ottiene ancora una relazione di ricorrenza:
2v
Jyor1(x) — ?J,,(:U) +J,_1(z)=0. (3.20)

D. ZERI DELLE FUNZIONI DI BESSEL. Dimostriamo le seguenti proprieta degli zeri
dell’equazione (3.10) per v > —1. Per 8 = 0 quest’equazione definisce gli zeri delle
funzioni di Bessel.

TEOREMA 3.2. Gli zeri dell’equazione (3.10) per v > —1 sono reali, semplici, ad
eccezione, forse, dello 0; questi zeri sono simmetricamente disposte rispetto all’origine
e non hanno punti di accumulazione.

DIMOSTRAZIONE. Dalla (3.2), in virtu del fatto che «, 8 e I'(§) sono reali, per &
reali, si ottiene J,(z) = J,(Z). Quindi

aldy () + B, () = ady (1) + Bud, (k).

anche’esso uno suo zero.

Per questa ragione, se p € uno zero dell’equazione (3.10), i &
e u2 = [, si arriva ad una

Se u? # @2, applicando la formula (3.11) per p; = u
contraddizione:

1 1
0= / zJ, (px)J, (ix) dz = / o) J, (u) | da.
0 0

Cio significa che p? = fi?, cioé p & un numero reale o immaginario. Ma I'ultimo caso
non ha luogo, poiche, in virtl della (3.2) e del fatto che I'(€) > 0 per £ > 0 [Vedi la
(A.1)],sihaper0#a € R

8

. . s (1" a+ B(2k + v) a\ 2k
i)+ ity o) = (5 ) o 0D (2) 7O

k

Siccome p~" [ad, (@) + Bpd), ()] € una funzione analitica di g in tutto il piano
complesso, i suoi zeri non si possono accumulare ad un punto finito.

Dimostriamo la semplicita degli zeri. Sia g > 0 uno zero della (3.10) di molteplicita
2, in modo che

ady(po) + Brod,(po) =0,
2

v (3.21)
ady, (o) + BJ, (o) + Buod, (o) = =B (uo — %) Ju(po) + aJ},(po) = 0,
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in virtu dell’equazione (3.1). Dalla (3.21) [che & un sistema di equazioni lineari per
Ju(10) e J.,(po)] concludiamo che a) J, (po) = J/,(110) = 0, oppure b) o + 52 (u2 —v?) =
0. Il caso a) & impossibile grazie al teorema sull’unicitd della soluzione della (3.1),
poiché pg > 0 non & un punto singolare dell’equazione (3.1). Dimostriamo che & anche
impossibile il caso b). Per realizzare il caso b) ci vuole 8 > 0 e (a/8) = \/v2 — u3, dove
0 < po < |v|. Sostituendo quest’equazione nella (3.21) si ottiene

. (o))’ = (/T 1) (.

il che, in virtu della (3.11), porta all’'uguaglianza contraddittoria

/01 @, (poz)” do = % {[Jé(uo)F + <1 - :—;> Jy(u0)2} —0.

Il teorema e stato dimostrato. JJ

In base al teorema dimostrato si possono numerare gli zeri dell’equazione (3.10),
disponendole in ordine crescente:

0<pd < u) <pl) <. (3.22)

Se v > 0, J,(z) si annulla per z = 0.
Scriviamo senza dimostrazione 1’espressione asintotica per la funzione J,(x):

= E— - - = - .2
Jy(z) ”mc cos (a: 57 4) + O(x™>/%), T — 400 (3.23)
Ne segue la formula approssimativa per gli zeri di J, (x):

3
—W+Eu+k7r, k — 4o0.

)
P =7 ™5y

E. PROBLEMA AGLI AUTOVALORI PER L’EQUAZIONE DI BESSEL. Sia v > 0. Con-
sideriamo il problema al contorno

2

Lyu=—(zu') + Y u= Azu, 0<x<l, (3.24)
x
u(z) =0(z"), =0,  ou(l)+pu(1)=0, (3.25)

dove v = min(v,1), « > 0, 8 > 0, a+ 8 > 0. Sia My linsieme di tutte le funzioni
u € C?((0,1]) che soddisfano le condizioni al contorno (3.25) e la condizione z~ /2L, u €
Ly(0,1). Quest’insieme & denso in Ly(0,1). Dalla definizione segue che L,u € L2(0,1)
e zu'(z) — 0 per x — 07 se u € My . Non studiamo il dominio (contenente My ) su
cui la chiusura L, dell’operatore L, & autoaggiunta.

19



051

~05 L L L L L L L L
0 1 2 4 5 6 7 8 9 10

Le funzioni di Bessel J,(z), v = 0,1, 2. I grafici delle Jy(x), J1(z) e J2(x) sono le
rispettive curve continua, tratteggiata e punteggiata.

Dimostriamo ora che 'operatore L, € positivo. Infatti, nel prodotto scalare di
L5(0,1) si ha per u € My,

b luf?

1
(L,,u,u):—/ (a:u')'ﬂda:+u2/ ——dzx
0 0

T

1 up
:/ x|u’|2dx—[xu'ﬂ];:0+l/2/ —dz
0 0 T

! 2 2 ! |U|2 o 2
:/ ol da:-l—y/ M e+ S > 0.
0 o T g

Di conseguenza, tutti gli autovalori dell’operatore L, sono non negativi. Affinche A =0
sia un autovalore dell’operatore L,, & necessario e sufficiente che v = 0 ed o = 0 [con-
dizione di Neumann all’estremo z = 1]; a quest’autovalore corrisponde 'autofunzione
costante. Gli autovalori sono anche semplice; questo fatto si dimostra come per gli altri
problemi di Sturm-Liouville con condizioni al contorno separate.

Per dimostrare questi fatti, bisogna discutere la soluzione generale dell’equazione
di Bessel (3.1). Siccome la (3.1) non si cambia sotto la trasformazione v — —v, J,(x)
e J_,(z) sono soluzioni della (3.1). 1l loro Wronskiano W = W (J,,J_,) soddisfa
lequazione differenziale W'(z) = (1/z)W (z); quindi W(z) = cost.z. Per calcolare
questa costante, sfruttiamo 1’andamento delle funzioni J,(z) e J_,(z) per x — 07

10 = ey (3) +06 I = g () o
20) = s (3) 0, wl ) = s (5) 06,
e dunque
—2v —2v —2 sin(vm)

W (Jy, J_)(z) = +O(z) = - ,

z2Zl'(v + 1) (—v + 1) z2Zl'(v + 1)I(—v + 1) T
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dove abbiamo utilizzato la formula I'(1 + v)I'(1 — v) = vI'(¥)I'(1 —v) = il

sin(mv
Quindi J, (z) e J_, (x) sono linearmente indipendenti [cioe, il Wronskiano non si an(nul%a
per z # 0] se e solo se v non & un intero. Se v € Z, risulta [senza dimostrazione]
J_o(z) = (-1)"J,(z).

Per trovare una soluzione linearmente indipendente da J, (x) per v intero, definiamo
la funzione di Bessel di seconda specie

Ju(z) cos(vm) — J_,(x)

Yolo) = sin(v)

per v non intero. Siccome sia il numeratore che il denominatore sono funzioni analitiche
di v € C e (d/dv)sin(vr) = 7 cos(vm) # 0 per v = 0,1,2,---, il limite di Y, (z) per
v —n € NU{0} esiste ed ¢ uguale all’espressione

Yo (z) = % [a‘]a”if”)]yzn — (=1)" [3%71;(37)]”:”_

Calcolando la derivata della serie di potenza per J,(z) rispetto a v ed introducendo la
funzione ¥ (z) = I'(z)/T'(z) otteniamo

n—1

1 (n—k—1)! rz\2k-n
e ()
k=0
1 & )k (z/2)nt2k z 2 x
~ 2 log = — 1) — )] == log =
+m§:0: k,n+k (2108 4k +1) = p(k+n+1)] = ~J () log 3

n—1

1 (n— —1 o\2k—-n 1 & (—1)k(z/2)+2k
%kzo (5) ‘;g(k)!(ii,)c)! [W(k+1)+ 9k +n+1)],

dove z € [0, +00) e la prima sommatoria sparisce per n = 0. Quest’espressione conduce
alle rappresentazioni asintotiche

— log —, z—0,n=0

b

—) , r—=0,n=1,2,---
2
implicando che |Y,(z)| = 400 se z — 0.

Ritorniamo al problema al contorno (3.24)-(3.25), dove v > 0 e tutti gli autovalori
A sono non negativi (con A = 0 se e solo se v = a = 0). Discutiamo prima il caso A > 0.
In tal caso la (3.24) & lequazione differenziale con soluzione generale c.J,(vVAx) +
oY, (v/Az). Le sue uniche soluzioni che soddisfano la condizione (3.25) per z — 0F
sono i multipli della funzione J,(x). Questa soluzione soddisfa la condizione (3.25) per

z =1 se e solo se
a, (V) + BYATL(VA) =0,
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ciog, se e solo se 1 = v/A & una radice dell’equazione (3.10). Enumerando questi zeri

da 0 < p{) < pd o) —

[,u,(cu)]2 e le corrispondenti autofunzioni J,,(,u,(:)x) (k=1,2,--:). Perv =a =0 si

< ---, otteniamo gli autovalori (soltanto quelli diversi da 0) A

aggiunga ’autovalore )\(()0) = 0 con la corrispondente autofunzione costante.

F. PROBLEMA AL CONTORNO NON OMOGENEO. Supponiamo che A = 0 non sia un
autovalore dell’operatore L, , cioe v > 0, oppure @ > 0 per v = 0. Utilizzando il metodo
del paragrafo V.2, costruiamo la funzione di Green G, (z,y) dell’operatore L,,.

Sia v > 0. Il tal caso la (3.24) con A = 0 si riduce ad un’equazione di Eulero
con le soluzioni linearmente indipendenti ¥ e z=¥. La funzione v;(z) = 2¥ soddisfa la
condizione (3.25) per z — 07 e la funzione

ve(z) =az” + 27", a:gZ;Z,

soddisfa la condizione (3.25) per z = 1. Quindi, conformemente alla formula (2.10), la
funzione G, (z,y) ha la forma

crl(ay’+y"), 0<z<y<l
Gu(z,y) = { (3.29)

ay’(az” +z77), 0<y<z<l,

dove ¢, # 0 & un’opportuna costante.
Siano ¥ = 0 ed a > 0. In tal caso le funzioni 1 e In(z) sono soluzioni linearmente
indipendenti dell’equazione Lou = 0. Percio v1(z) =1, va(z) = —(8/a) + In(z) e

c()(—g—l—ln(y)), 0<zr<y<l1
Go(2,y) = (3.30)
co(—g—l—ln(x)), 0<y<zx<l,

dove ¢y # 0 € un’opportuna costante.
La soluzione del problema al contorno

Lyu=f(z), wueMyg, feC((0,1]), =z Y2f e Ly0,1), (3.31)

€ unica ed e espressa mediante la formula
1
u(@) = [ Gl ) 1) dy (3.32)
0

G. COMPLETEZZA DEL SISTEMA DI FUNZIONI DI BESSEL. In base ai risultati
del sottoparagrafo 3.f concludiamo che se A = 0 non e un autovalore dell’operatore
L,, il problema agli autovalori (3.24)-(3.25) & equivalente a quello agli autovalori per
I’equazione integrale omogenea

u(z) = A /0 Go(oy)yu()dy,  ueC(o,1]). (3.33)
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Passando ad una nuova funzione incognita v(z) = \/z u(x), riduciamo I’equazione inte-
grale (3.33) alla forma equivalente

oe) =X [ VAo womdy. e (o) (3.34)

In virtu delle (3.29) e (3.30), il nucleo /=y G, (z,y) # 0 & reale, continuo e simmetrico.
Per questa ragione si puo applicare la teoria di Hilbert-Schmidt all’equazione integrale

3.34). In particolare, esistono gli autovalori A¥) e le autofunzioni zJ, AW ,
k k

k € N. Come ’'abbiamo visto, gli autovalori )\,(c”) sono positivi e semplici e quindi le
autofunzioni sono ortogonali in L5(0,1). Inoltre, grazie alla (3.12), si ha

b (7

dove u,(:) =4/ )\,(cy) ¢ lo zero positivo k-esimo della (3.10).

2

T

1 A2 1 V2 v
=3 [7w)] +5(1—@> ()2, (3.35)

TEOREMA 3.3. Seu € My, la funzione \/z u(x) puo essere sviluppata nella serie
uniformememente convergente

(. )

2
|7 )|

Vau@) =Y ol Ve h(u z), ol = (3.36)
k=1

Inoltre, se \/xu(x) € Ly(0,1), risulta la serie (3.36), dove

N 2

u(@) =Y o T () @)

k=1

1
lim T
N—oo 0

dx = 0.

La dimostrazione di questo teorema & analoga a quella del Teorema 2.2. Se u €
My, , ne segue che L,u = f, dove f € C((0,1]) e z=Y2 f € Ly(0,1). Inoltre, vale la
formula (3.32), cioe

1
Viule) = [ Vamten L gy
0 v

Quindi y/z u(x) appartiene all’immagine dell’operatore integrale simmetrico su Ly (0, 1)
con nucleo /7y G, (x,y). Secondo il Teorema II 4.1 (quello di Hilbert-Schmidt), questa
funzione puo essere sviluppata in una serie uniformemente convergente rispetto alle
autofunzioni v/z J, (,u,(:) x).

Se, invece, A = 0 € un autovalore dell’operatore L, (cioe, per v = a = 0), in questo
caso e sufficiente considerare il problema al contorno

—(zu) + zu = (A + 1)zu, u(z) = O0(1), = — 0", u(1) = 0.
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H. ALTRE FUNZIONI CILINDRICHE. Insieme con le funzioni di Bessel J,(z), sono
importanti per le applicazioni altri tipi di funzioni cilindriche. Queste funzioni sono le
seguenti:

1. Le funzioni di Neumann o le funzioni di Bessel di seconda specie

(J,(x)cos(vm) — J_,(x) ‘7
sin(vm) ? v
Yl/(-’l;) = < l 8Jy(.’,13) o naJ_y(x) _ _ o
T 81/ ( ]‘) 8V V_ny V—’I’I,—07]_’27
\ (_1)nYn(_37)7 V=—"n= —1’—27...

Spesso si vede la notazione N, (z) invece di Y, (z).
2. Le funzioni di Hankel di prima specie

HM (z) = J,(z) +iY,(z)
e le funzioni di Hankel di seconda specie
H® (z) = J,(z) —i Y, (z).

3. Le funzioni di Bessel di argomento immaginario
I(z) = e *™i/2], (i), K,(z)= %Zeﬂ"i/m,gl)(m).

Le funzioni I,,(z) si chiamano funzioni di Bessel modificate di prima specie (”"mod-
ified Bessel functions of the first kind”) e le funzioni K, () si chiamano funzioni di
McDonald.

Utilizzando 1’espressione asintotica (3.23) per J,(z), si ottiene per z — +00

HOD(z) = W—Z ¢ (“”_ 2" Z> +O(z3/?), (3.37)
H (z) = \/% e‘i(””_ 2" Z) +O(z73/?), (3.38)
Y, (z) = W—Z sin (a: - gu - %) +O(z3/?), (3.39)
I,(r) = \/% [1+0@="h], (3.40)
K,(z)= % e [1+0(z™ ). (3.41)



Analogamente, utilizzando la (3.6), si ottiene per z — 07

1 21’ 1 2 2i 1
2.1 1
Yo(x)z—;lng, Ko(x)zln;

Troviamo ora le equazioni differenziali per le funzioni I,,(z) e K, (z). Sostituendo
x — iz nella (3.1), otteniamo 1’equazione differenziale
2?u" + v’ — (2% +v*)u = 0.

4. PoLINOMI DI LEGENDRE ED ALCUNE GENERALIZZAZIONI
A. PorinoMmI DI LEGENDRE. Consideriamo ’equazione differenziale

—[(1 = 2] (z) = du(z), -1 <z <41, (4.1)

sotto le condizioni iniziali che i limiti di u(z) per x — =1 esistano finiti. Questo
problema al contorno ha soluzioni polinomiali per A = [(l + 1) dove | = 0,1,2,---.
Verifichiamo se i polinomi

1 (d\
Pl(x):2l—l|(%> (x2_1)l7 l:071727"'7 (42)

soddisfano la (4.1) per A =[(l 4+ 1). Questi polinomi (di grado !) sono detti polinoms di
Legendre e la (4.2) si dice formula di Rodrigues. Infatti, ponendo Wi(z) = (2 — 1) e
derivando l'identita

(2 — D)W/ (z) — 2l aW; ()

[ + 1 volte, si ottiene
(2® — YWD (@) + 22W Y (@) — 10+ YW () = 0.
Dunque la funzione Wl(l)(a:) = 2/(1") () soddisfa I’equazione (4.1).

Si dimostra facilmente che i polinomi di Legendre sono ortogonali in Ly(—1,1).
Infatti, utilizzando la (4.1) si ha

Ml+1)—k(k+1)] /_1 Py(z) Py (z) dx

= /1 [P(k) [(1 = ) P] = Pu(a) [(1 = 2*) '] do

-1

- / [P (K)(1 — 2%)Pl(z) — Py()(1 — 2?)Fl(x)] dz =0,

-1
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1

dopo un’integrazione per parti. Quindi (P}, Py) = / P (z)Py(z)dr = 0sel # k. Per
1

trovare il fattore di normalizzazione, calcoliamo (P}, P;) tramite [ integrazioni per parti
consecutive. Otteniamo

1\l 1 21
(P, P) = 225.72!)2/_1(1:2_1)l (%) 1)

(2 1 ) @y TEri+1) 2

dove ¢ stata applicata la formula di duplicazione per le funzioni I' [Vedi la (A.4)
nell’appendice]. Quindi /I + 3 P(z) ha norma 1 in Ly(—1,1).

1
\

1Y
08f
.
LR
06F
LN

\
[
04r

I polinomi di Legendre di ordine 1, 2, 3 e 4. Si osservi che il numero degli zeri &
uguale al grado del polinomio.

Per trovare una formula di ricorrenza per i polinomi di Legendre calcoliamo prima
il prodotto scalare (P41, xzP;). Infatti, dopo [ + 1 integrazioni per parti consecutive e
utilizzando (z f)¢+D =z fEHD 4 (14 1) fO si ottiene

-1 I+1
(Frer, o) = oo -(((l)+ nHay

NGRS [a: () e e () - 1)1 da

_ 22(;117)15)2/1 (2 — 1)1 (%)m (2 — 1)} dz

-1

1 1 d\?
_ 2\ 1+1 2 l
= o2l (]1)2 /_1 (=% (%) (27 —1) dw

2n! TEre+2)  20+1)
21 ri+3) @+ 1DE+3)
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dove & stata applicata la formula di duplicazione per le funzioni I'. Siccome i polinomi
di Legendre sono ortogonali, essi sono linearmente indipendenti. Dunque

(2l +1)zP(x Zaj

dove a; = 0 per j > [+ 1 [poiche zP;(z) ha grado [ + 1]. Risultano (2 + 1)(z P}, P;)
(2l +1)(P,zP;) =0 per I < j — 1 [poiche zP;j(z) ha grado <[] e (20 + 1)($Pl,Pl) =
[poiche zP;(x)? & una funzione dispari]. Quindi

0

(2l + 1)zP(x) = aj41P+1(x) + a1 P—1 ().

Infine troviamo

20+ 1) (zP, Pia) = a1 (Brr, Pya) = a1 (2/(20 4 3));

@2+ 1) (xP 1, P) =a;1(P-1, 1) = ai-1(2/(21 - 1)).
Quindi a;41 =1+ 1 e a;—1 = [. Risulta la formula di ricorrenza

2+ 1)zP(x) =1+ 1)Py1(z) + 1 P_1(z), Py(z) =1, Pi(z)=z. (4.3)

Per induzione matematica si dimostrano facilmente

p1)=1,  R((-1)=(-1),  Pl-z)=(-1)'RA); (4.4)

~1<P(z)<+1, —-1<z<+1. (4.5)

Dimostriamo ora la formula generatrice

1
Y P(a)ht = . |h <1 (4.6)
P V1 —2xh + h?2

Infatti, scriviamo F'(z, h) per la parte a sinistra della (4.6). Per |h| < 1 & permessa la
derivazione termine a termine rispetto ad h, grazie alla (4.5). Si trovano facilmente le
seguenti espressioni:

Z(2l+ DzPy(z)h! = 2F(z, h) + 2xhz I Py(z)h'™t = 2F (x, h) +2$h?;:
=0 1=0

1 _ -1 _ -1 _
Y U+ )Pzt =) 1P =D 1P(z)h = o

> > OF
_ -2 -1 2
§ Py (z)h = h? l§_lj(1—1)P, 1(z)h +hl§1:Pl W(z)h "t =h o + hF(z, h).
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Applicando la (4.3) si ha

F
zF(z,h) = (1 — 2zh + h2)g—h + hF(z,h),

dove F(z,0) = Py(x) = 1. Oppure:

OF/0h _ z—h
F(z,h) 1—2xh+ h?’

F(z,0) =1.

La soluzione unica di questo problema di Cauchy & la funzione F(z, h) data dalla parte
a destra della (4.6).

5. PoLIiNOMI ORTOGONALI

A. DEFINIZIONE E PROPRIETA PRINCIPALI. Sia I un intervallo della retta reale,
sia limitato sia non limitato. Sia p(z) una funzione non negativa e misurabile su I tale
che [, p(z)dz < 400 e p(x) > 0 quasi ovunque. Sia Ly(I; p(x)dz) lo spazio di Hilbert
di tutte le funzioni misurabili (identificando le funzioni uguali quasi ovunque) f : I — C
tali che [; |f|?pdz < 400, con prodotto scalare

(f’g)p:/I f(x)g(x)p(z) dz.

Inoltre supponiamo che tutti gli integrali [, |z["p(z)dz < 4oco0 (n = 0,1,2,---).
Quest’ipotesi implica che tutti i polinomi appartengono ad Ly (I; p(x) dzx).

Partendo dalla successione {1,z,2% 23,---} di funzioni linearmente indipendenti,
possiamo applicare il processo di Gram-Schmidt, cioe lo schema ricorrente

n

€n4+1 — Z (en—l-lapj)ppj

P co P =0
0= T 1=
lleoll,” " - ’
llensr — Z (en—i-lapj)ppj”p
i=0
dove e;j(z) = z7 per j > 0, per costruire una successione {p,}5>, con le seguenti

proprieta:

1. I polinomi p,(z) sono reali.

2. 11 grado del polinomio p,(z) & uguale ad n.

3. 11 coefficiente principale di p,(z) (cioe, quello di ™) & positivo.
4. 1 polinomi sono ortonormali, cioe

(Prs D)y = / P (2)pm (@) () s = Sp .

4 Se I & limitato, quest’ipotesi vale automaticamente.
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Siccome l’insieme dei polinomi ¢ denso in Ly(I; p(x)dz) [Non lo dimostreremol],
risulta una base ortonormale dello spazio di Hilbert Lo(I; p(z)dz).

Esiste un’unica successione di polinomi p, (n = 0,1,2,---) con le proprieta (1)-(4).
Questi polinomi si chiamano i polinomi ortogonali rispetto al prodotto scalare (-,-),
(oppure rispetto al ”peso” p(x)).

LEMMA 5.1. Si ha (f,pn), = 0 per ciascun polinomio f di grado < n.

DIMOSTRAZIONE. Sia f un polinomio di grado < n. Allora f & una combinazione
lineare dei polinomi pg,p1,:-+,Pp—1. Siccome (pj,pn), = 0 per j = 0,1,---,n — 1,
risulta (f,pn), = 0. 11

TEOREMA 5.2. Gli zeri del polinomio p, sono tutti semplici e contenuti all’interno
dell’intervallo I.

DIMOSTRAZIONE. Sia I = (a,b) dove —o0 < a < b < 400. Supponiamo che p, ha
m (con m < n) zeri ay,--,Qy in (a,b) e n —m zeri in C\ (a,b). Allora p,, ammette
la rappresentazione
pn('@) = ('7j - 011) e (.’L’ - am)q(a:),
dove ¢ & un polinomio di grado n — m che non cambia segno in (a, b); dunque g(x) > 0
per z € (a,b). Consideriamo il polinomio f definito da

fl@) = (z =) (z = am).

Secondo il Lemma 5.1 risulta (f,pn), = 0. In particolare,

0= (f,pn)p=c / (& — )+ (& — am)Pa(@)pla) do,

I

dove la funzione sotto il segno dell’integrale & non negativa. Cid implica che ¢ || 1 l(z—
ai) -+ (x — am)]?q(z)p(x) = 0 quasi ovunque. Contraddizione. Si conclude pertanto
che tutti gli zeri di p,, appartengono ad (a,b).

Per escludere 'esistenza di zeri multipli di p,,, rappresentiamo p,, come

pn(z) = c(z = )™ - (x = B;)™,
dove (31, - -, 3, sono gli zeri distinti di p,, € m; + - - - +m, = n. Bisogna dimostrare che
r=mn,m;=---=my,=1ec>0. Se esiste un indice j con m; > 1, definiamo n; =0

se m; € pari e n; = 1 se m; & dispari (cioe, se m; = 3,5,7,--+). Poi consideriamo il
polinomio g definito da

g9(x) = (z = p0)™ -+ (z = Bj-1)"™ " (& = Bj)"™ (& = Bj2) ™+ -+ (2 = )™

Siccome il grado di g & strettamente minore di n, si ha (g,p,), = 0. In altre parole
0= C/ (z = Br)?™ - (& = Bj—1) ™ (@ = By) ™ (= Bijga) ™0t - (2 = Br) 2™,
I
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dove la funzione sotto il segno dell’integrale & non negativa.’ Quindi la funzione sotto
il segno dell’integrale si annulla quasi ovunque. Contraddizione. Si conclude che tutti
gli n zeri di p, sono semplici. i

I polinomi ortogonali soddisfano una relazione di ricorrenza a tre termini. Se si
conoscono i coefficienti in tale relazione, risulta un metodo veloce (in particolare, dal
punto di visto numerico) per calcolarli.

TEOREMA 5.3. Sia ap = (Prn+1,Pn)ps Cn = (TPn,Pn)p € —1 = 0. Allora
(37 - Cn)pn(-r) = anpn—l—l(-r) + an—lpn—l(x)a n=0,1,2,---.

DIMOSTRAZIONE. Siccome zp,(z) € un polinomio di grado n + 1, & una combi-
nazione lineare di pg,p1,- -, Pn, Pnt+1. Purtroppo

(5P D) = / pu(@) - apy(@)p(e) dz =0,  j<n—1,

poicheé zp;(z) con j < n — 1 & un polinomio di grado < n. Quindi zp,(z) & una
combinazione lineare di soltanto tre polinomi ortogonali: p,_1,Pn,Pnt1. Scriviamo

TPpn(x) = cnPn () + AnPry1(2) + Brpn-1(x),
dove non c’e il terzo termine nella parte a destra per n = 0. Si vede facilmente che

Qp = (xpnapn-l-l)p
/Bn = (xpnapn—l)p = (xpn—lapn)p = 0Op—1
Cp = (-Tpnapn)p-

Abbiamo dimostrato la tesi. §
B. EsSEMPI. Discutiamo alcuni esempi notevoli.

1. I = (=1,1), p(z) = 1. In tal caso i polinomi ortogonali sono proporzionali ai
polinomi di Legendre P, (x). Infatti, la normalizzazione f_ll P,(z)?dz =2/(2n+1)

implica
2n+1
pn(z) = \/ B Py (x),

dove Py(z) =1, Pi(z) =z e 2n+ 1)zP,(z) = (n+ 1) Pyi1(z) + nPp_1(x).
2. I =(-1,1), p(x) = (1—2%)™ dove m = 0,1,2, - - -. Le funzioni associate di Legendre
P™(z) hanno la forma [Vladimirov, p. 333]

P (z) = (1 — 2*)™2P" (),

® Si osservi che m; + n; & pari.
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dove | = m,m+1,m+ 2,--- e P/*(z) € un polinomio di grado [ — m tale che
PP(z) = PY(z) = Pi(z) & il polinomio di Legendre di grado I. Le funzioni associate
di Legendre soddisfano la relazione di ortogonalita

Y om pm 2 (I+m)
/_1pl (@)PP (@) do = 5 (o b

Quindi i polinomi ortogonali sono

pn(m):\/2n+2m+1 n! " ().

2 (n 4 2m)! "~ "™

. Applicando il binomio di Newton alla formula di De Moivre (cosz + isinz)" =
cos(nx) + isin(nz), separando la parte reale da quella immaginaria e utilizzando
(i)%* = (—1)*, si trovano le rappresentazioni

cos(nz) = ) n <7;’) (cos )7 (—1)=/2 (gin z)™

j=0."”’ .
n—j pari
_ n i 2 _ 1)(n=3)/2,
= Z . J(cosx)? ((cosz)* — 1) ;
J=0,--,n J
n—j pari

sin(nz) = Y (?)(COSx)j(_l)(n—j)/Z(Sinx)n—j—l

§=0,---,n
n—j dispari

- ¥ <7>(cosx)j((cosx)2—1)("—j—1)/2,

J

j=0,---,n
n—j dispari
sostituendo (sinz)? = 1—(cos x)? per trovare il terzo membro delle due uguaglianze.
Queste equazioni mostrano che cos(nx) e sin((n+ 1)x)/ sinz sono polinomi di cos z
di grado n con coefliciente principale positivo. Definiamo il polinomio di Chebyshev
di prima specie
T, (t) = cos(nx), t=cosz € [—1,1],

ed il polinomio di Chebyshev di seconda specie

sin((n + 1)z)

: t =cosz.
sin x

Un (t) =
Questi polinomi soddisfano le relazioni di ricorrenza

2T, (t) = o (Ta41(t) + Ta-1(2)) To(t) =1, Ti(t)=1,  Ty(t) =221

DO | =
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A1) = 3 Unia () + Una(®),  To()=1,  Ti(t) =2t

Queste relazioni seguono facilmente dalle formule di addizione per le funzioni tri-
gonometriche. Finalmente proviamo le relazioni di ortogonalita. Si ha (sostituendo
t =cosx)

/_1 T,.(t)T, ()\/j__t2 / cos(nx) cos(mx) dx = 2(1—|—(5n 0)0n,m;

/ VW (t)V1—t2dt = / sin((n + 1)z) sin((m + 1)z) = g(sn’m.

-1

In altre parole, i polinomi ortogonali per I = (—1,1) e p(t) = 1/v/1 — t2 sono

2-9

Pn (t) = Tn’o Tn (t) .

I polinomi ortogonali per I = (—1,1) e p(t) = v/1 — t? sono

Pa(t) = \/ 2 Un(t).

s
4. I = (=1,1), p(z) = (1 — 2)*(1 + x)P, dove o, 3 > —1. In tal caso i polinomi
ortogonali sono multipli dei polinomi di Jacobi plP )(a:)
5. I =R, p(z) = e~ . In tal caso i polinomi ortogonali sono multipli dei polinomi di
Hermite Hy(x).
6. I =(0,400), p(x) = 2%~ *, dove @ > —1. In tal caso i polinomi ortogonali sono i
polinomi di Laguerre L%a) (z).
I polinomi di Jacobi P,ﬁa’ﬁ ) contengono come casi particolari quelli di Legendre
(¢ = B = 0), di Legendre associato (&« = = m dove m = 0,1,2,---), di Chebyshev
di prima specie (o« = = —1/2) e di Chebyshev di seconda specie (a« = f = 1/2). 1
polinomi di Jacobi, Hermite e Laguerre si chiamano anche i polinomi ortogonali classici.
Queste classi di polinomi hanno le seguenti proprieta:

1. I polinomi di una certa classe (con «, 3 fissate) soddisfano una relazione di ricor-
renza a tre termini, come tutti i polinomi ortogonali con peso fissato. I polinomi
di Jacobi (con a = # > —1) e di Hermite soddisfano p,(—z) = (—1)"p,(z), poiche
I'intervallo I & simmetrico rispetto allo zero e p(x) & una funzione pari; quindi
¢n = (pn, pn), = 0 nelle loro relazioni di ricorrenza.

2. I polinomi di una certa classe ammettono una funzione generatrici facile:

Z PP (g)tm = 29PR"Y (1 —t+ R)™ (1 +t+ R)™ = V1 - 20t + %
n=0

Z e2t— tz’ Z L;a) (.T)tn _ (1 _ t)—a—le—a:t/(l—t).
n=0 n=0
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3. I polinomi di una certa classe soddisfano una formula di Rodrigues:

PEa) = SR = a1+ (1) [0 - o)+ 2

2 d\" 2 d\"
H — (_1\"p® _ -z, (a) _ .—a, T n4+a —z
n(.’L‘) ( ].) e (daj) e ; Ln (.'L') =T e (_d > (.’L‘ e )

4. T polinomi di una certa classe (con «, ( fissate) sono gli autovettori di un opportuno
operatore di Sturm-Liouville e quindi soddisfano un’equazione differenziale lineare
omogenea del secondo ordine. Esempi:

(1—zHu" +[B—a—(a+B+2)z]u' +n(n+a+p+1)u =0, u(z) = PP (z);

v’ — 2z’ + 2nu = 0, u(z) = Hy(z);
zu” + (a+1—2z)u' +nu=0, u(z) = L ().

Osserviamo che queste tre equazioni differenziali si possono riscrivere nella forma

Livaiv=— (1 =2 1+ 2" M) =n(n+a+6+1) (1 -2)*(1 +2) u;

Jacobi
2 ! 2
LHermite u=— (6 * ul> =2ne” " Uu;
L u=— (azaﬂe_‘”u')’ =nz% "u
Laguerre ¥ — - :

Grazie alle analoghie tra loro, i polinomi ortogonali classici vengono spesso studiati
insieme.

APPENDICE: LA FUNZIONE GAMMA
La funzione Gamma & definita dell’integrale generalizzato assolutamente conver-
gente

o0
I'(z) = / e tt* 1 dt, Rez >0, (A.1)
0

dove la convergenza assoluta segue spezzando 'intervallo di integrazione in due, in (0, 1)
ed in (1,+00). Infatti [e7t >~ < tRe*~L per t € (0,1) e t¥*e tt*71| = 0 se t — +o0
per ogni o > 1. La funzione I' & analitica nel semipiano destro Rez > 0.

Dopo un’integrazione per parti si ottiene facilmente

[(z+1) = 2I'(2), Rez > 0. (A.2)

Quest’identita puo essere utilizzata per definire la funzione Gamma altrove. Prima
si definisca la funzione Gamma nella striscia —1 < Rez < 0 da I'(z) = I'(z + 1) /=,
poi nella striscia —2 < Rez < —1, ecc. Siccome il denominatore nell’'uguaglianza
I['(z) = I'(# + 1)/z si annulla per z = 0, risulta una funzione analitica nell’aperto
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C\{0,-1,-2,-3,---}. Negli punti z = 0,—1,—2,--- la funzione Gamma ha dei poli
semplici.
Siha I'(1) = [;° e~*dt = 1. Utilizzando la (A.2) risulta

T(n+1)=nl, n=20,1,2,---. (A.3)
Un altro valore particolare della funzione Gamma & quello per z = 1/2. Si ha

1 > *
F(E) = / 72t gt = 2/ e~V du = N3
0 0

Dimostriamo ora la formula di duplicazione. Per Re z > 0 si ha

1 o0 o0
22T (2 + ) = / / et (24/58) 214 1/2 g
0 0

= 4/ / e_(a2+ﬁ2)(2a,8)2z_1a dadf.
o Jo

Scambiando « e e prendendo la media delle due espressioni che risultano, si ottiene
I’espressione pill simmetrica

2z—1 l — R —(a®43%) 2z—1
25Tz + ) =2 /O /0 e (2a8)> " (a + B) dadp

— Y —(a?+8?) 2z—1
4/0 /0 e (2aB)“*~ (o + B) dBdor.

Introducendo le nuove variabili v = o2 + 2 e v = 2a3, si trova

22210 ()T (2 + 1) = /00 v Ly /oo "
2 0 0o Vu-—v

= 2/ e vyl dv/ e ™" dw = /7 T(22),
0 0

dove & stata applicata la formula I'(3) = /7. Dunque risulta la formula di duplicazione

221D ()T (z + %) — JrT(22), (A.4)

valida per ogni z # 0, —1,-1,-3 ...
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