
VII. PROBLEMI AL CONTORNO E
FUNZIONI SPECIALI

0 Introduzione

In questo capitolo vengono studiati i problemi al contorno per le equazioni di tipo el-
littico, ed in particolare, le equazioni di Laplace, di Poisson, delle onde e di Schrödin-
ger nello spazio e nel piano. La separazione delle variabili in tali equazioni conduce
molto spesso a certe equazioni differenziali ordinarie in un intervallo della retta di tipo
Sturm-Liouville, in particolare, le equazioni di Bessel e di Legendre. Per questo motivo
vengono anche studiate alcune cosiddette funzioni speciali, in particolare, le funzioni
di Bessel, le funzioni sferiche ed alcuni polinomi ortogonali come quelli di Legendre e
di Hermite.

Se non si fanno esplicite riserve, la regioneG è supposta limitata e la sua frontiera
S è supposta regolare a tratti. Denotiamo conG1 l’esterno diG, G1 = Rn \ G. Nel
caso unidimensionale abbiamoG = (a, b) dovea, b ∈ R.

1 Problemi agli autovalori

a. Impostazione del problema degli autovalori. Consideriamo il seguente problema
al contorno omogeneo lineare per un’equazione di tipo ellittico:

−div (pgradu) + qu = λu, x ∈ G, (1.1)

αu+ β
∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= 0. (1.2)

Supponiamo che
p ∈ C1(G), q ∈ C(G); p(x) > 0, q(x) ∈ R, x ∈ G,
α ∈ C(S), β ∈ C(S),
α(x) ≥ 0, β(x) ≥ 0, α(x) + β(x) > 0, x ∈ S.

(1.3)

SiaS0 = {x ∈ S : min(α(x), β(x)) > 0}. In alcuni casi supponiamo inoltre che
q(x) ≥ 0 perx ∈ G. Notiamo i seguenti casi particolari:α(x) ≡ 1, β(x) ≡ 0, quindi u = 0, x ∈ S, [Problema di Dirichlet]

α(x) ≡ 0, β(x) ≡ 1, quindi
∂u

∂n
= 0, x ∈ S, [Problema di Neumann].
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Il problema (1.1)-(1.2) consiste nel trovare una funzioneu(x) di classeC2(G)
∩ C1(G) che soddisfi l’equazione (1.1) inG e le condizioni (1.2) sulla frontieraS.
Evidentemente, il problema (1.1)-(1.2) ha sempre la soluzione nulla, e questa soluzione
non ha alcun interesse. Perciò il problema (1.1)-(1.2) deve essere considerato come un
problema agli autovalori per l’operatore

L = −div (grad) + q.

Tutte le funzionif di classeC2(G) ∩ C1(G) che soddisfano le condizioni al contorno
(1.2) e la condizioneLf ∈ L2(G) costituiscono il dominioML dell’operatoreL.
Siccome lo spazio vettorialeD(G) di tutte le funzioni di classeC∞(G) di supporto
compatto (ciòe, che si annullano fuori di un compatto contenuto inG) è denso inL2(G)
edè contenuto inML,ML è denso inL2(G).

In generale, il dominioML di L nonè abbastanza grande per trovare tutte le auto-
funzioni. Per questa ragione bisogna estendere l’operatoreL ad un dominio abbastanza
grande per contenere le autofunzioni.

b. Formule di Green. Seu ∈ C2(G) ∩ C1(G) e v ∈ C1(G), è valida laprima
formula di Green:∫

G

v Lu dx =
∫

G

p

n∑
i=1

∂v

∂xi

∂u

∂xi
dx−

∫
S

pv
∂u

∂n
dS +

∫
G

quv dx. (1.4)

Per dimostrare la formula (1.4) prendiamo una regione arbitrariaG′ con frontiera
S′ una superficie regolare a tratti tale cheG′ ⊂ G. Visto cheu ∈ C2(G), si ha anche
u ∈ C2(G′) e, di conseguenza,∫

G′
v Lu dx =

∫
G′
v [−div (pgradu) + qu] dx

= −
∫

G′
div (pv gradu) dx+

∫
G′
p

n∑
i=1

∂v

∂xi

∂u

∂xi
dx+

∫
G′
quv dx.

Utilizzando il teorema della divergenza (di Gauss) si ottiene∫
G′
v Lu dx =

∫
G′
p

n∑
i=1

∂v

∂xi

∂u

∂xi
dx−

∫
S′
pv
∂u

∂n′
dS′ +

∫
G′
quv dx,

doveS′ è la frontiera diG′. Facendo tendereG′ a G nell’uguaglianza ottenuta ed
utilizzando il fatto cheu, v ∈ C1(G), concludiamo che il limite del secondo membro
esiste. Quindi esiste anche il limite del primo membro edè valida l’uguaglianza (1.4).
In questo caso l’integrale del primo membro della (1.4) deve essere considerato impro-
prio. I limiti non dipendono della maniera in cuiG′ tende aG, poich̀e gli integrali nelle
parte a destra della (1.4) sono assolutamente convergenti.

Seu, v ∈ C2(G) ∩ C1(G), è valida laseconda formula di Green:∫
G

(v Lu− uLv) dx =
∫

S

p

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS. (1.5)
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Per dimostrare la formula (1.5), scambiamou ev nella (1.4):∫
G

uLv dx =
∫

G

p
n∑

i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx−

∫
S

pu
∂v

∂n
dS +

∫
G

qvu dx, (1.6)

e sottraiamo l’uguaglianza ottenuta della (1.6). Come risultato, si ottiene la seconda
formula di Green (1.5).

In particolare, perp(x) ≡ 1 e q(x) ≡ 0, le formule (1.4) e (1.5) di Green si
trasformano nelle seguenti uguaglianze:∫

G

v∆u dx = −
∫

S

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS +

∫
S

v
∂u

∂n
dS, (1.7)

∫
G

(v∆u− u∆v) dx =
∫

S

(
v
∂u

∂n
− u

∂v

∂n

)
dS. (1.8)

c. Proprietà dell’operatoreL. L’operatoreL è hermitiano:

(Lf, g) = (f, Lg), f, g ∈ML. (1.9)

Infatti, visto chef, g ∈ ML, si haLf ∈ L2(G) eLg = Lg ∈ L2(G). In tal caso
la seconda formula di Green (1.5), peru = f ev = g, assume la forma

(Lf, g)− (f, Lg) =
∫

G

(g Lf − f Lg) dx =
∫

S

p

(
f
∂g

∂n
− g

∂f

∂n

)
dS. (1.10)

Inoltre, le funzionif eg soddisfano le condizioni al contorno (1.2):

αf + β
∂f

∂n

∣∣∣∣
S

= 0, αg + β
∂g

∂n

∣∣∣∣
S

= 0. (1.11)

Per l’ipotesi (1.3),α(x) + β(x) > 0 perx ∈ S. Percìo per ognix ∈ S il sistema omo-
geneo di equazioni algebriche lineari (1.11) ha una soluzione non nulla(α(x), β(x)) e
quindi il suo determinante si annulla, cioè

det

f ∂f

∂n

g
∂g

∂n

 =
(
f
∂g

∂n
− g

∂f

∂n

)∣∣∣∣
S

= 0.

Tenendo conto dell’uguaglianza ottenuta, dalla formula (1.10) si ottiene l’uguaglianza
(1.9), la quale significa che l’operatoreL è hermitiano.

Siaf ∈ML. Ponendou = f ev = f nella prima formula di Green (1.4) e tenendo
conto del fatto chef ∈ L2(G), si ottiene

(Lf, f) =
∫

G

p|gradf |2 dx−
∫

S

pf
∂f

∂n
dS +

∫
G

q|f |2 dx. (1.12)
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Dalla condizione al contorno (1.2) segue che
∂f

∂n
= −α

β
f, β(x) > 0, x ∈ S;

f = 0, β(x) = 0, x ∈ S.

Sostituendo queste relazioni nell’uguaglianza (1.12), si ottiene l’espressione per la
forma quadratica

(Lf, f) =
∫

G

(
p|gradf |2 + q|f |2

)
dx+

∫
S0

p
α

β
|f |2 dS, f ∈ML, (1.13)

doveS0 è la parte diS per cuimin(α(x), β(x)) > 0. La forma quadratica(Lf, f),
f ∈ML, è dettaintegrale d’energia.

In virtù delle ipotesi (1.3) pìu l’ipotesi cheq(x) ≥ 0 per ognix ∈ G, nel secondo
membro della (1.13), tutti e tre termini sono non negativi. Per questa ragione eliminan-
do il secondo ed il terzo termine e stimando per difetto il primo termine, otteniamo la
disuguaglianza

(Lf, f) ≥
∫

G

p|gradf |2 dx ≥ min
x∈G

p(x)
∫

G

|gradf |2 dx,

cioè
(Lf, f) ≥ p0‖|gradf |‖22, f ∈ML, (1.14)

dovep0 = minx∈G p(x); in virtù del fatto che la funzionep è continua e positiva su
G, si hap0 > 0.

Dalla disuguaglianza (1.14) segue chel’operatoreL è positivo seq(x) ≥ 0 per
ognix ∈ G, e ciòe in tal caso

(Lf, f) ≥ 0, f ∈ML. (1.15)

d. Proprietà degli autovalori e delle autofunzioni dell’operatoreL. Prima bi-
sogna estendere il dominio dell’operatore hermitianoL. Per quello ci vuole una teoria
sugli operatori lineari autoaggiunti non limitati su uno spazio di Hilbert.

SiaH uno spazio di Hilbert complesso e siaT un operatore lineare con dominio
D(T ) in H. Allora T si dicechiusose per ogni successione{xn} in D(T ) tale che
‖xn − x‖ → 0 e ‖Txn − y‖ → 0 per opportunix, y ∈ H, si hax ∈ D(T ) e
Tx = y. Allora T è un operatore chiuso se e solo se il graficoG(T ) = {(x, Tx) :
x ∈ D(T )} è un insieme chiuso inH ⊕ H (con norma‖(x, y)‖ =

√
‖x‖2 + ‖y‖2).

Per dimostrarlo, siaT chiuso e sia{(xn, Txn)} una successione inG(T ) tale che
‖(xn, Txn) − (x, y)‖ → 0 per qualche(x, y) ∈ H ⊕H. In tal caso‖xn − x‖ → 0 e
‖Txn − y‖ → 0 e, in virtù del fatto cheT è chiuso, risultanox ∈ D(T ) e Tx = y;
quindi (x, y) ∈ D(T ). D’altra parte, seG(T ) è chiuso inH ⊕ H, sia {xn} una
successione inD(T ) tale che‖xn−x‖ → 0 e‖Txn−y‖ → 0 per opportunix, y ∈ H.
In tal caso{(xn, Txn)} è una successione inG(T ) tale che‖(xn, Txn)−(x, y)‖ → 0.
SiccomeG(T ) è chiuso, risulta(x, y) ∈ G(T ), e quindix ∈ D(T ) eTx = y.
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Teorema 1.1 [Teorema del grafico chiuso]SiaT un operatore lineare chiuso definito
su uno spazio di HilbertH. Allora T è limitato.

Dimostrazione. SiaT chiuso conD(T ) = H. Definiamo gli operatori lineari{
Π : H → G(T ), Πx = (x, Tx),
J : G(T ) → H, J ((x, Tx)) = Tx.

Allora T = JΠ, dove‖J ((x, Tx)) ‖ = ‖Tx‖ ≤ ‖ ((x, Tx)) ‖ e ‖Π−1 ((x, Tx)) ‖ =
‖x‖ ≤ ‖ ((x, Tx)‖. QuindiJ e Π−1 sono limitati. SiccomeG(T ) è chiuso,G(T ) è
uno spazio di Hilbert rispetto al prodotto scalare((x1, Tx1), (x2, Tx2)) = ((x1, x2))+
((Tx1, Tx2)). In virtù del teorema dell’operatore inverso [il Teorema I 1.4], l’operato-
reΠ è limitato. Di consequenza,T = JΠ è limitato. 2

Ora definiamo gli operatori autoaggiunti. SiaH uno spazio di Hilbert complesso
e siaT un operatore lineare con dominioD(T ) denso inH. Allora T si dicehermi-
tiano [oppuresimmetrico] se(Tx, y) = (x, Ty) per ognix, y ∈ H. Per un operatore
hermitianoT , definiamo l’operatoreT ∗ da{

D(T ∗) = {y ∈ H : ∃c = c(y) > 0 : |(Tx, y)| ≤ c(y)‖x‖, x ∈ D(T )},
In tal caso ∃! z ∈ H : (Tx, y) = (x, z); Poniamo T ∗y = z.

Un operatore lineareT si diceautoaggiuntoseD(T ) è denso inH, T è hermitiano e
T ∗ = T . QuindiT è autoaggiunto seT è hermitiano e il suo dominiòe denso e soddisfa
D(T ) = {y ∈ H : ∃c = c(y) > 0 : |(Tx, y)| ≤ c(y)‖x‖, x ∈ D(T )}. Si vede
facilmente che un operatore autoaggiuntoè chiuso. Infatti, sia{xn} una successione
inD(T ) tale che‖xn−x‖ → 0 e‖Txn− y‖ → 0 per opportunix, y ∈ H. Prendendo
il limite se n → +∞ nell’uguaglianza(Tz, xn) = (z, Txn) valida per ogniz ∈
D(T ), risulta(Tz, x) = (x, y) e quindi|(Tz, x)| ≤ ‖y‖‖z‖ per ogniz ∈ D(T ). Di
conseguenza,x ∈ D(T ) eTx = y, cos̀ı dimostrando il fatto cheT è chiuso.

Ritorniamo adesso all’operatore di Sturm-LiouvilleL con dominioML. Allora L
è hermitiano suL2(G) con dominio denso inL2(G). Sotto opportune condizioni che
non specificheremo,1 esiste un’estenzione autoaggiunta unicaL dell’operatoreL. Le
autofunzioni del problema al contorno (1.1)-(1.2) si cercano nel dominioD(L).

Ritorniamo adesso agli autovalori e autofunzioni dell’operatoreL. Infatti bisogna
discutere gli autovalori e le autofunzioni dell’estensione autoaggiuntaL. In altre paro-
le, essi dipendono dalle condizioni al contorno (1.2), ma le autofunzioni non potrebbero
appartenere al dominioML ma invece al dominio dell’estensione autoaggiuntaL.

Proposizione 1.2Abbiamo le seguenti proprietà:

a) Tutti gli autovalori sono reali. Seq(x) ≥ 0 per ognix ∈ G, gli autovalori sono
non negativi.

b) Le autofunzioni corrispondenti ad autovalori diversi sono ortogonali tra loro.
1Certamente perα, β ≥ 0 costanti conα + β > 0 eS regolare.
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c) Le autofunzioni possono essere scelte reali.

d) Sia q(x) ≥ 0 per ogni x ∈ G. Affinch̀e λ = 0 è necessario e sufficiente
che q(x) ≡ 0 ed α(x) ≡ 0. In tal casoλ = 0 è un autovalore semplice e
l’autofunzionèe costante.

Dimostrazione. Per dimostrare la parte (a), siaf ∈ D(L) tale cheLf = λf e
f 6≡ 0. Allora (λ− λ)‖f‖2 = (Lf, f)− (f, Lf) = 0, e quindiλ = λ è reale. Inoltre,
seq(x) ≥ 0 per ognix ∈ S, dalla (1.13) segue che(Lf, f) ≥ 0.

Per dimostrare la parte (b), consideriamof, g ∈ D(L) non banali tali cheLf = λf
eLg = µg; in tal casoλ, µ ∈ R. Si controlla facilmente che(λ−µ)(f, g) = (Lf, g)−
(f, Lg) = 0 e quindiλ = µ oppure(f, g) = 0.

Per dimostrare la parte (c), sef è un’autofunzione, il fatto che il corrispondente
autovalorèe reale implica che anchef è una autofunzione. Siccome le parti reale ed
immaginaria dellaf non si possono ambedue annullare quasi ovunque, una di queste
parteè un’autofunzione reale.

Infine, per dimostrare la parte (d), siaλ = 0 un autovalore con correspondente auto-
funzionef , mentreq(x) ≥ 0 per ognix ∈ G. Allora dalla (1.13) seguep|gradf |2 ≡ 0
e quindi [p(x) > 0 sempre]f è costante eqf ≡ 0.2 Sef fosse non nulla, ne seguirebbe
q(x) = 0 per ognix ∈ G ef(x) ≡ 0 per ognix ∈ S0. Quindif ≡ 0 e q ≡ 0. 2

2 Problema di Sturm-Liouville

Nel caso unidimensionale (n = 1, G = (0, `), S = {0, `}) il problema al contorno
(1.1)-(1.2)è dettoproblema di Sturm-Liouville. Ha la forma

Lu ≡ −(pu′)′ + qu = λu, 0 < x < `, (2.1)

h1u(0)− h2u
′(0) = 0, H1u(`) +H2u

′(`) = 0, (2.2)

doveh1, h2,H1,H2 sono costanti non negative tali cheh1 + h2 > 0 eH1 +H2 > 0.
Assumiano chep ∈ C1[0, `], p(x) > 0 per ognix ∈ [0, `], eq ∈ C[0, `] è reale. Come
dominio dell’operatoreL prendiamo

ML =

u ∈ C2(0, `) ∩ C1[0, `] :


u′′ ∈ L2(0, `)
h1u(0)− h2u

′(0) = 0
H1u(`) +H2u

′(`) = 0


 .

Seh2 = H2 = 0 (cioè u(0) = u(`) = 0), abbiamo lecondizioni di Dirichlet. Se
h1 = H1 = 0 (cioèu′(0) = u′(`)), stiamo parlando dellecondizioni di Neumann. Gli
altri casi si diconocondizioni miste.

L’operatoreL è hermitiano, ciòe (Lf, g) = (f, Lg) per ognif, g ∈ ML. Inoltre
esiste un’unica estensione autoaggiuntaL diL. Le autofunzioni del problema di Sturm-
Liouville si cercano nel dominio diL (e non necessariamente inML).

2Questo ne segue sef ∈ML.
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L’espressione (1.13) per l’integrale d’energia assume la seguente forma:

(Lf, f) =
∫ `

0

(
p|f ′|2 + q|f |2

)
dx+

h1

h2
p(0)|f(0)|2 +

H1

H2
p(`)|f(`)|2, f ∈ML,

dove gli ultimi termini del secondo membro si annullano perh2 = 0 o perH2 = 0,
rispettivamente. Seq(x) ≥ 0 per ognix ∈ [0, `], l’integrale d’energia(Lf, f) è non
negativo per ognif ∈ ML. In particolare, seq(x) ≥ 0 perx ∈ [0, `], λ = 0 non è
un autovalore del problema (2.1)-(2.2) ef è la corrispondente autofunzione, si ottiene
f ′ ≡ 0,3 e quindif è costante; affinch̀e la funzionef sia non banale, ci vogliono le
condizioni di Neumannu′(0) = u′(`) = 0.

a. La Funzione di Green. Supponiamo cheλ = 0 non sia un autovalore dell’ope-
ratoreL. Consideriamo il problema al contorno

Lu ≡ −(pu′)′ + qu = f(x), 0 < x < `, (2.3)

h1u(0)− h2u
′(0) = 0, H1u(`) +H2u

′(`) = 0, (2.4)

dovef ∈ C(0, `) ∩ L2(0, `). Dato cheλ = 0 nonè un autovalore dell’operatoreL, la
soluzione del problema al contorno (2.3)-(2.4) nella classeML (e anche nella classe
D(L)) è unica. Costruiamo la soluzione di questo problema.

Sianov1 e v2 soluzioni non nulle (reali) dell’equazione omogeneaLv = 0 che
soddisfano le condizioni

h1v1(0)− h2v
′
1(0) = 0, H1v2(`) +H2v

′
2(`) = 0. (2.5)

Dalla teoria delle equazioni differenziali lineari ordinarie segue che queste soluzioni
esistono ed appartengono alla classeC2[0, `]. Le soluzioni lineariv1 e v2 sono linear-
mente indipendenti. Infatti, in caso contrariov1(x) = cv2(x) per qualche0 6= c ∈ R e,
di conseguenza, in base alla (2.5) la soluzionev1 soddisfa anche la seconda condizione
al contorno (2.4). Cìo significa chev1 è un’autofunzione dell’operatoreL corrispon-
dente all’autovaloreλ = 0, contrariamente all’ipotesi; inoltre segue che in tal caso
v1 ∈ML. Percìo il determinante Wronskiano vale

w(x) = det
[
v1(x) v2(x)
v′1(x) v′2(x)

]
6= 0, x ∈ [0, `].

Siccome(pw)′(x) ≡ 0, risulta l’identit̀a

p(x)w(x) ≡ p(0)w(0), x ∈ [0, `]. (2.6)

Cercheremo la soluzione del problema (2.3)-(2.4) per mezzo del metodo della
variazione delle costanti,

u(x) = c1(x)v1(x) + c2(x)v2(x). (2.7)
3Tra poco dimostreremo che l’autofunzionef ∈ML invece dif ∈ D(L).
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Allora c′1(x) e c′2(x) soddisfano il sistema lineare[
v1(x) v2(x)
v′1(x) v′2(x)

] [
c′1(x)
c′2(x)

]
=
[

0
−f(x)/p(x)

]
(2.8)

con determinantew(x) 6= 0. Risolvendo questo sistema ed utilizzando l’identità (2.6),
si ottiene

c′1(x) =
f(x)v2(x)
p(0)w(0)

, c′2(x) = −f(x)v1(x)
p(0)w(0)

. (2.9)

Per soddisfare le condizioni al contorno (2.4), osserviamo che esistono due costanti
d’integrazionec1 e c2 tali che

u(x)=c1v1(x)+c2v2(x)−
v1(x)

p(0)w(0)

∫ `

x

f(y)v2(y) dy−
v2(x)

p(0)w(0)

∫ x

0

f(y)v1(y) dy.

Calcolando la derivata si trova

u′(x) = c1v
′
1(x) + c2v

′
2(x)−

v′1(x)
p(0)w(0)

∫ `

x

f(y)v2(y) dy

− v′2(x)
p(0)w(0)

∫ x

0

f(y)v1(y) dy.

Tenendo conto dalle condizioni (2.5), otteniamo

0 = h1u(0)− h2u
′(0) = c1 [h1v2(0)− h2v

′
2(0)] ;

0 = H1u(`) +H2u
′(`) = c1 [H1v2(`) +H2v

′
2(`)] ,

e quindi, in virt̀u del fatto che le espressioni tra parentesi quadrate non si annullano,
troviamoc1 = c2 = 0. In altre parole,

u(x) =
∫ `

0

G(x, y)f(y) dy, (2.10)

dove

G(x, y) = − 1
p(0)w(0)

{
v1(x)v2(y), 0 ≤ x < y ≤ `,

v2(x)v1(y), 0 ≤ y < x ≤ `.
(2.11)

La funzioneG(x, y) è dettafunzione di Greendel problema al contorno (2.3)-(2.4) o
dell’operatoreL. Questo nucleòe reale, simmetrico e continuo. Inoltre, vale l’ugua-
glianza

∂G(y + 0, y)
∂x

− ∂G(y + 0, y)
∂x

= − w(x)
p(0)w(0)

= − 1
p(y)

, y ∈ (0, `). (2.12)

Consideriamo l’operatore integraleG suL2(0, `) con nucleoG(x, y). Allora que-
sto nucleoè reale, simmetrico e continuo. DunqueG è un operatore lineare au-
toaggiunto sullo spazio di HilbertL2(0, `). Siccomeu = Gf appartiene adML
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per ognif ∈ C(0, `) ∩ L2(0, `), il dominio ML è strettamente contenuto nell’im-
magine dell’operatore integraleG. Ne segue facilmente che l’immagine diG (cioè,
{Gf : f ∈ L2(0, `}) coincide con il dominio dell’estensione autoaggiuntaL di L,
Infatti, L = G−1.

Nel caso in cuiλ = 0 è un autovalore del problema (2.3)-(2.4), bisogna scegliere
qualcheµ ∈ R che noǹe autovalore, e riscrivere (2.3)-(2.4) nella forma equivalente

(L− µI)u ≡ −(pu′)′ + (q − µ)u = f(x)− µu(x), 0 < x < `, (2.13)

h1u(0)− h2u
′(0) = 0, H1u(`) +H2u

′(`) = 0. (2.14)

Partendo dalle due soluzioniv1 e v2 dell’equazione omogenea(L − µ)u = 0 che
soddisfano le condizioni (2.5) e quindi sono linearmente indipendenti, arriviamo ad
una funzione di GreenG(x, y;µ) ed un operatore integraleG(µ) dipendente diµ tali
che

u = G(µ) [f − µu] .

Quest’ultima si pùo scrivere nella forma dell’equazione integrale di Fredholm

u(x) + µ

∫ `

0

G(x, y;µ)u(y) dy =
∫ `

0

G(x, y;µ)f(y) dy, 0 ≤ x ≤ `. (2.15)

Il dominio dell’estensione autoaggiuntaL di L [o di L− µI] coincide con l’immagine
dell’operatore integraleG(µ).

Esempio 2.1Consideriamo il problema di Sturm-Liouville

−u′′ = f(x), h1u(0)− h2u
′(0) = 0, H1u(`) +H2u

′(`) = 0.

Le soluzioniv1 e v2 dell’equazione omogenea−u′′ = 0 che soddisfano le condizioni
(2.5), hanno la forma (tranne un fattore costante)

v1(x) = h1x+ h2, v2(x) = H1`+H2 −H1x,

e quindiw(x) = −h1(H1` + H2) − h2H1 si annulla se e solo seh1 = H1 = 0
(cioè, condizioni di Neumann in ambedue gli estremi). Seh1 +H1 > 0, si trova per la
funzione di Green

G(x, y) =


1

h1(H1`+H2) + h2H1
[h1x+ x2][H1(`− y) +H2], 0 ≤ x < y ≤ `,

1
h1(H1`+H2) + h2H1

[H1(`− x) +H2][h1y + h2], 0 ≤ y < x ≤ `.

Per trovare gli autovalori, cerchiamo le soluzioniv1(x, λ) ev2(x, λ) dell’equazio-
ne omogenea−u′′ = λu che soddisfano le condizioni(2.5), mentreλ > 0. Otteniamo

v1(x, λ) = h2

√
λ cos(x

√
λ) + h1 sin(x

√
λ);

v2(x, λ) = H2

√
λ cos((`− x)

√
λ) +H1 sin((`− x)

√
λ),
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e quindi

w(x) = v1(0, λ)v′2(0, λ)− v′1(0, λ)v2(0, λ)

=
√
λ
[
(h2H2λ− h1H1) sin(`

√
λ)− (h2H1 + h1H2)

√
λ cos(`

√
λ)
]
.

Un numeroλ > 0 è autovalore se e solo sew(x) ≡ 0. Sotto le condizioni di Dirichlet
(h2 = H2 = 0) e sotto quelle di Neumann (h1 = H1 = 0) segue

sin(`
√
λ) = 0.

Quindi gli autovalori e le autofunzioni sono

λn =
(nπ
`

)2

,

n = 1, 2, 3, · · · , un(x) = sin
(nπx

`

)
, [Dirichlet]

n = 0, 1, 2, · · · , un(x) = cos
(nπx

`

)
. [Neumann]

Sotto le altre condizioni (ciòe, seh2H1 + h1H2 > 0), λ = 0 nonè mai autovalore e
λ > 0 è autovalore se e solo seè una radice positiva dell’equazione transcedente4

cotg (`
√
λ) =

h2H2λ− h1H1

(h2H1 + h1H2)
√
λ
.

C’è un numero infinito di tali radici (infatti, una successione crescenteλn che tende a
+∞) ed ogni radice corrispondente all’autofunzione

un(x, λ) = h2

√
λn cos(x

√
λn) + h1 sin(x

√
λn).

Le radici
√
λn si trovano pìu facilmente nel modo grafico. Non ci sono autovalori fuori

dell’intervallo [0,+∞).

b. Riduzione del problema di Sturm-Liouville ad un’equazione integrale. Fac-
ciamo vedere che il problema di Sturm-Liouville può essere ridotto ad un’equazione
integrale di Fredholm con nucleo reale, simmetrico e continuoG(x, y).

Teorema 2.1 Il problema al contorno

Lu = λu+ f, u ∈ D(L), f ∈ C(0, `) ∩ L2(0, `), (2.16)

con la condizione cheλ = 0 non sia un autovalore dell’operatoreL è equivalente
all’equazione integrale

u(x) = λ

∫ `

0

G(x, y)u(y) dy +
∫ `

0

G(x, y)f(y) dy, u ∈ L2(0, `), (2.17)

doveG(x, y) è la funzione di Green dell’operatoreL. Inoltre, le soluzioniu dei
problemi equivalenti(2.16)e (2.17)appartengono adML.

4Ponendox =
√

λ, α = h2H1 + h1H2 > 0, β = h2H2 ≥ 0 e γ = h1H1 ≥ 0 conβ + γ > 0,
si vede subito che i grafici di(αx)/(βx2 − γ) e tg (`x) hanno un numero infinito di punti di intersezione
x > 0.
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Dimostrazione. Seu(x) è una soluzione del problema al contorno (2.16), allora

u(x) = (G[λu+ f ])(x) =
∫ `

0

G(x, y)[λu(y) + f(y)] dy, 0 ≤ x ≤ `,

cioèu(x) soddisfa l’equazione integrale (2.17).
Inversamente, supponiamo che la funzioneu0 ∈ L2(0, `) soddisfi l’equazione in-

tegrale (2.17). SeG denota l’operatore integrale con nucleoG(x, y), allora u0 =
G(λu0 + f) ∈ D(L) eLu0 = λu0 + f . Dall’uguaglianza

u0(x) = −
v1(x)

∫ `

x

v2(y)[λu0(y) + f(y)] dy + v2(x)
∫ x

0

v1(y)[λu0(y) + f(y)] dy

p(0)w(0)

segue cheu0 ∈ C[0, `], poich̀e le funzioni sotto il segno degli integrali appartengono
adL1(0, `). In tal caso segue dall’equazione precedente cheu0 ∈ C1[0, `] con derivata

u′0(x)=−
v′1(x)

∫ `

x

v2(y)[λu0(y) + f(y)] dy + v′2(x)
∫ x

0

v1(y)[λu0(y) + f(y)] dy

p(0)w(0)
.

Da quell’ultima equazione segue cheu0 ∈ C2[0, `]. Inoltre, dalla (2.5) segue che
u0(x) soddisfa le condizioni al contorno (2.2). Dunqueu0 ∈ ML. Di consequenza,
Lu0 = Lu0 = λu0 + f . 2

Applicando il teorema precedente al casof = 0, concludiamo che ogni autofun-
zione dell’operatoreL (in principio appartenente aD(L)) appartiene adML. Inoltre,
tutte le autofunzioni appartengono aC[0, `]. Quindi il problema al contorno perf = 0
(cioè, il problema agli autovalori)̀e equivalente a quello agli autovalori dell’equazione
integrale omogenea

u(x) = λ

∫ `

0

G(x, y)u(y) dy (2.18)

in C[0, `] oppure inL2(0, `), a condizione cheλ = 0 non sia autovalore dell’operatore
L.

Eliminiamo ora l’ipotesi cheλ = 0 non sia un autovalore dell’operatoreL. Per
farlo, siaµ0 ∈ R un numero che noǹe un autovalore. Alloraµ = 0 nonè un autovalore
del problema di Sturm-Liouville

L1u ≡ −(pu′)′ + (q − µ0)u = µu, (2.19)

h1u(0)− h2u
′(0) = 0, H1u(`) +H2u

′(`) = 0. (2.20)

MaML = ML1 eD(L) = D(L1). Quindi il problema di Sturm-Liouville (2.1)-(2.2)
è equivalente all’equazione integrale

u(x) = (λ− µ0)
∫ `

0

G1(x, y)u(y) dy, (2.21)
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doveG1(x, y) è la funzione di Green dell’operatoreL1.

c. Proprietà degli autovalori e delle autofunzioni. Abbiamo dunque stabilito l’e-
quivalenza tra il problema di Sturm-Liouvville omogeneo ed il problema agli autovalori
per l’equazione integrale omogenea (2.21) con nucleo integraleG1(x, y) reale, simme-
trico e continuo. Gli autovaloriλ del problema (2.1)-(2.2) sono collegati ai numeri
caratteristici del nucleoG1(x, y) con la relazioneµ = λ−µ0, mentre le corrispondenti
autofunzioni coincidono. Quindi, per il problema di Sturm-Liouville sono validi tutti
gli enunciati della teoria delle equazioni integrali con nucleo continuo, reale e simme-
trico. In particolare,l’insieme degli autovalori{λk} di questo problema noǹe vuoto e
non ha punti di accumulazione finiti; gli autovalori sono reali e sono anche di moltepli-
cità finita; le autofunzioni possono essere scelte reali ed ortonormali ed appartengono
aC2[0, `].

Il problema di Sturm-Liouville ha alcune proprietà specifiche.

1) Gli autovalori appartengono all’intervallo[qmin,∞) doveqmin = min
x∈[0,`]

q(x).

Infatti, perf ∈ML si ha

(Lf, f) =
∫ `

0

(
p|f ′|2 + q|f |2

)
dx+

h1

h2
p(0)|f(0)|2 +

H1

H2
p(`)|f(`)|2

≥ qmin‖f‖22,

dove gli ultimi termini del secondo membro si annullano perh2 = 0 o per
H2 = 0, rispettivamente. Quindi, seλ è un autovalore diL con corrispondente
autofunzioneu, allorau ∈ ML e λ‖u‖22 = (Lu, u) ≥ qmin‖u‖22, e dunque
λ ≥ qmin.

2) L’insieme degli autovalorìe infinito numerabile. Infatti, se quest’insieme fosse
finito, {λ1, · · · , λN}, il nucleoG1(x, y) sarebbe degenere:

G1(x, y) =
N∑

k=1

ϕk(x)ϕk(y)
λk + 1

, (2.22)

doveϕ1, · · · , ϕk sono i corrispondenti autofunzioni ortonormalizzate. Siccome
ϕk ∈ C2[0, `], risulta la seguente contraddizione con la (2.12):

∂G1(y + 0, y)
∂x

− ∂G1(y + 0, y)
∂x

= 0, y ∈ (0, `).

3) Ogni autovalorèe semplice. Siaλ0 un autovalore. Allora la corrispondente au-
tofunzioneu sofddisfaLu = λ0u e le due condizioni al contorno (2.5) [per
v1 = v2 = u]. Ciascuna di queste condizioni definisce uno sottospazio di
L2(0, `) di dimensione1. Quindi l’autospazio corrispondente all’autovaloreλ0

non pùo avere una dimensione maggiore di1.

Le condizioni al contorno (2.2) si diconoseparate, poich̀e riguardano i valori e le
derivate dellau in estremi diversi dell’intervallo(0, `). Più generalmente, peru, v ∈
C2[0, `] risulta dopo due integrazioni per parti:

(Lu, v)− (u, Lv) = [p (uv′ − u′v)]`0 .
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La parte a destra si annulla seu, v soddisfano le condizioni separate (2.2). Purtroppo
si annullano anche se consideriamo le condizioni non separate√

p(0)u(0) = ±
√
p(`)u(`),

√
p(0)u′(0) = ±

√
p(`)u′(`),

per lau e per lav, dove bisogna scegliere il segno+ due volte oppure il segno meno
due volte. In tal caso si può introdurre il dominioML ed estenderlo ad un dominio su
cui l’operatore differenzialeL è autoaggiunto. Per esempio, consideriamo il problema
di Sturm-Liouville con condizioni periodiche

−u′′ = λu, u(0) = u(`), u′(0) = u′(`).

In tal caso gli autovalori e le autofunzioni sono:
λn =

(
2nπ
`

)2

, n = 0, 1, 2, · · ·

u0 = 1, un(x) = c1 cos
(

2nπx
`

)
+ c2 sin

(
2nπx
`

)
, n = 1, 2, 3, · · · .

Tranne per l’autovaloreλ0 = 0, tutti gli autospazi hanno la dimensione2. D’altra
parte, per il problema di Sturm-Liouville con condizioni antiperiodiche

−u′′ = λu, u(0) = −u(`), u′(0) = −u′(`),

gli autovalori e le autofunzioni sono:
λn =

(
(2n− 1)π

`

)2

, n = 1, 2, 3, · · ·

un(x) = c1 cos
(

(2n− 1)πx
`

)
+ c2 sin

(
(2n− 1)πx

`

)
, n = 1, 2, 3, · · · .

In questo caso tutti gli autospazi hanno la dimensione2.

Siano(λn)∞n=1 gli autovalori dellaL e (ϕn)∞n=1 le corrispondenti autofunzioni or-
tonormalizzate. Siccome il problema agli autovaloriè equivalente a quello per un’equa-
zione integrale con nucleo continuo reale e simmetrico, il sistema delle autofunzioniè
completo inL2(0, `). In altre parole, ogni funzionef ∈ L2(0, `) può essere sviluppata
in una serie

f =
∞∑

k=1

(f, ϕk)ϕk, (2.23)

dove

‖f‖22 =
∞∑

k=1

|(f, ϕk)|2 , lim
N→+∞

∫ `

0

∣∣∣∣∣f(x)−
N∑

k=1

(f, ϕk)ϕk(x)

∣∣∣∣∣
2

dx = 0.

Teorema 2.2 Ogni funzionef ∈ML può essere sviluppata in una serie(2.23)unifor-
memente convergente inx ∈ [0, `].
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Dimostrazione. Il problema di Sturm-Liouville non omogeneoè equivalente all’e-
quazione integrale (2.15), dove il termine noto appartiene all’immagine dell’operatore
integrale con nucleoG1(x, y). Quindi il teorema segue dal Teorema di Hilbert-Schmidt.
2

Esempio 2.2Consideriamo il problema di Sturm-Liouville con condizioni periodiche

−u′′ = λu, u(0) = u(`), u′(0) = u′(`).

Allora gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni ortonormalizzate sono:
λ0 =0, λc

n =λs
n =
(

2nπ
`

)2

,

ϕ0(x)=
1√
`
, ϕc

n(x)=
(

2
`

)1/2

cos
(

2nπx
`

)
, ϕs

n(x)=
(

2
`

)1/2

sin
(

2nπx
`

)
,

doven = 1, 2, 3, · · · . Perf ∈ L2(0, `) risulta la serie di Fourier

f(x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

(
an cos

(
2nπx
`

)
+ bn sin

(
2nπx
`

))
,

dove

a0 =
2
π

∫ `

0

f(x) dx,

an =
2
`

∫ `

0

f(x) cos
(

2nπx
`

)
dx, bn =

2
`

∫ `

0

f(x) sin
(

2nπx
`

)
dx.

3 Funzioni di Bessel

Consideriamo l’equazione differenziale

x2u′′ + xu′ + (x2 − ν2)u = 0, (3.1)

dettaequazione di Bessel. Ogni soluzione di quest’equazione non identicamente nulla
è dettafunzione cilindrica. Osserviamo che i coefficienti dell’equazione (3.1) non
soddisfano le condizioni del paragrafo precedente.

a. Definizione e propriet̀a semplici delle funzioni di Bessel. Consideriamo, per
ν ∈ R, la funzione

Jν(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

Γ(k + ν + 1)Γ(k + 1)

(x
2

)2k+ν

, (3.2)

doveΓ(z) è l’unica funzione analitica sul semipiano destro che soddisfaΓ(z + 1) =
z Γ(z) e Γ(1) = 1 [Vedi la (A.3) nell’appendice]. Questa funzione può essere rappre-
sentata nella forma

Jν(x2) = xνfν(x2), (3.3)
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dovefν(ζ) è una funzione analitica su tutto il piano complesso,

fν(ζ) =
∞∑

k=0

(−1)kζk

22k+νΓ(k + ν + 1)Γ(k + 1)
. (3.4)

Infatti, la serie di potenze in (3.4) converge uniformemente su ogni compatto del piano
complesso, poich̀e il suo raggio di convergenzaR = +∞. Quindi la sua somma
definisce una funzione analiticafν(ζ) su tutto il piano complesso.

Verifichiamo che la funzioneJν(x) soddisfa l’equazione (3.1). Utilizzando la
relazioneΓ(z + 1) = zΓ(z), si ottiene

x2J ′′ν (x) + xJ ′ν(x)− ν2Jν(x)

=
∞∑

k=0

(−1)k[(2k + ν)(2k + ν − 1) + (2k + ν)− ν2]
Γ(k + ν + 1)Γ(k + 1)

(x
2

)2k+ν

=
∞∑

k=0

(−1)k4k(k + ν)
Γ(k + ν + 1)Γ(k + 1)

(x
2

)2k+ν

= 4
∞∑

k=1

(−1)k

Γ(k + ν)Γ(k)

(x
2

)2k+ν

= −x2
∞∑

k=0

(−1)k

Γ(k + ν + 1)Γ(k + 1)

(x
2

)2k+ν

= −x2Jν(x),

come dovevasi dimostrare. La funzione cilindricaJν(x) si dicefunzione di Bessel di
ordineν, dovexν > 0 perx > 0. In particolare,

J1/2(x) =
√

2
πx

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 =

√
2
πx

sinx,

J−1/2(x) =
√

2
πx

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k =

√
2
πx

cosx.
(3.5)

Seν > 0 nonè intero, le funzioniJν(x) eJ−ν(x) sono linearmente indipendenti. Ciò
segue dalla (3.2) in virtù del fatto che

Jν(x) =
xν

2ν Γ(ν + 1)
[
1 +O(x2)

]
, x→ 0; ν 6= −1,−2,−3, · · · , (3.6)

poich̀eΓ(ν + 1) è finito. Se, invece,ν = n è intero, si ha

J−n(x) = (−1)nJn(x), (3.7)

e, quindi, le funzioniJn(x) eJ−n(x) sono linearmente dipendenti. L’uguaglianza (3.7)
segue dal fatto cheΓ(−k) è infinito perk = 0, 1, 2, · · · [Vedi l’appendice] e quindi la
sommatoria nella serie (3.2) perJ−n(x) inizia ak = n.

Il WronskianoW [u, v] = uv′−u′v di due soluzioniu ev dell’equazione di Bessel
soddisfa all’equazione differenziale di primo ordine

w′[u, v](x) +
1
x
W [u, v](x) = 0,
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e quindiW [u, v](x) è proporzionale alla funzione1/x. Per trovare la costante di pro-
porzionalit̀a basta studiare l’andamento del Wronskiano sex → 0. Perν /∈ Z si vede
subito che 

Jν(x) =
1

Γ(ν + 1)

(x
2

)ν

+O(xν+2),

xJ ′ν(x) =
ν

Γ(ν + 1)

(x
2

)ν

+O(xν+2),
J−ν(x) =

1
Γ(−ν + 1)

(x
2

)−ν

+O(x−ν+2),

xJ ′−ν(x) =
−ν

Γ(−ν + 1)

(x
2

)−ν

+O(x−ν+2),

e dunque

W [Jν , J−ν ](x) =
−2ν

xΓ(ν + 1)Γ(−ν + 1)
+O(x)

=
−2ν

xΓ(ν + 1)Γ(−ν + 1)
=
−2 sin(νπ)

πx
,

dove abbiamo utilizzato la (A.6). QuindiJν(x) e J−ν(x) sono linearmente indipen-
denti [ciòe, il Wronskiano non si annulla perx 6= 0] se e solo seν nonè un intero. Se
ν ∈ Z, risulta [senza dimostrazione]J−ν(x) = (−1)νJν(x).

b. Funzioni di Bessel di seconda specie. Perν = n (n = 0, 1, 2, · · · ) ci dovrebbe
esistere una soluzione dell’equazione di Bessel linearmente indipendente dellaJn(x).
Per trovare una soluzione linearmente indipendente daJν(x) perν ∈ Z, definiamo la
funzione di Bessel di seconda specie

Yν(x) =
Jν(x) cos(νπ)− J−ν(x)

sin(νπ)

perν /∈ Z. Siccome sia il numeratore che il denominatore sono funzioni analitiche di
ν ∈ C e (d/dν) sin(νπ) = π cos(νπ) 6= 0 perν = 0, 1, 2, · · · , il limite di Yν(x) per
ν → n ∈ N ∪ {0} esiste ed̀e uguale all’espressione

Yn(x) =
1
π

[
∂Jν(x)
∂ν

]
ν=n

− (−1)n

[
∂J−ν(x)
∂ν

]
ν=n

.

Calcolando la derivata della serie di potenza perJν(x) rispetto aν ed introducendo la
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funzioneψ(z) = Γ′(z)/Γ(z) otteniamo

Yn(x) = − 1
π

n−1∑
k=0

(n− k − 1)!
k!

(z
2

)2k−n

+
1
π

∞∑
k=0

(−1)k(z/2)n+2k

k!(n+ k)!

[
2 log

z

2
− ψ(k + 1)− ψ(k + n+ 1)

]
=

2
π
Jn(x) log

x

2

− 1
π

n−1∑
k=0

(n− k − 1)!
k!

(x
2

)2k−n

− 1
π

∞∑
k=0

(−1)k(z/2)n+2k

k!(n+ k)!
[ψ(k + 1) + ψ(k + n+ 1)] ,

dovex ∈ [0,+∞) e la prima sommatoria sparisce pern = 0. Quest’espressione
conduce alle rappresentazioni asintotiche

Yn(x) ∼


2
π

log
x

2
, x→ 0, n = 0

− (n− 1)!
π

(x
2

)−n

, x→ 0, n = 1, 2, · · · ,
(3.8)

implicando che|Yn(x)| → +∞ sex→ 0.

c. Proprietà di ortogonalità. Dimostriamo il seguente.

Proposizione 3.1Perα, β ≥ 0 conα+β > 0, sianoµ1 eµ2 zeri reali dell’equazione

αJν(µ) + βµJ ′ν(µ) = 0, (3.9)

doveν > −1. Allora

∫ 1

0

xJν(µ1x)Jν(µ2x) dx =

0, µ2
1 6= µ2

2,
1
2
[J ′ν(µ1)]2 +

1
2

(
1− ν2

µ2
1

)
Jν(µ1)2, µ1 = µ2.

(3.10)

Dimostrazione. Sianoµ1, µ2 ∈ R. In virtù della (3.1), le funzioniJν(µ1x) e
Jν(µ2x) soddisfano le equazioni

d

dx

[
x
dJν(µ1x)

dx

]
+
(
µ2

1x−
ν2

x

)
Jν(µ1x) = 0,

d

dx

[
x
dJν(µ2x)

dx

]
+
(
µ2

2x−
ν2

x

)
Jν(µ2x) = 0.

Molteplichiamo la prima di queste equazioni perJν(µ2x) e la seconda perJν(µ1x),
poi sottraiamo termine a termine la prima dalla seconda ed integriamo da0 a 1. Si
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ottiene

x [µ1Jν(µ2x)J ′ν(µ1x)− µ2Jν(µ1x)J ′ν(µ2x)]
1
x=0

=
∫ 1

0

d

dx

{
x

[
Jν(µ1x)

dJν(µ2x)
dx

− Jν(µ2x)
dJν(µ1x)

dx

]}
dx

= (µ2
2 − µ2

1)
∫ 1

0

xJν(µ1x)Jν(µ2x) dx. (3.11)

Dalla (3.2) [Vedi anche la (3.6)] abbiamo perx→ 0+

Jν(µx) =
1

Γ(ν + 1)

(µx
2

)ν

+O(xν+2), µxJ ′ν(µx) =
ν

Γ(ν + 1)

(µx
2

)ν

+O(xν+2),

e percìo

µ1xJν(µ2x)J ′ν(µ1x)− µ2xJν(µ1x)J ′ν(µ2x) = O(x2ν+2), x→ 0+.

Quindi, grazie alla condizioneν > −1, il primo membro della (3.11) si annulla per
x = 0 e si ottiene∫ 1

0

xJν(µ1x)Jν(µ2x) dx =
µ1Jν(µ2)J ′ν(µ1)− µ2Jν(µ1)J ′ν(µ2)

µ2
2 − µ2

1

. (3.12)

Se µ1 e µ2 sono zeri reali dell’equazione (3.9) doveα, β ≥ 0 e α + β > 0, il
determinante del sistema lineare

αJν(µ1) + βµ1J
′
ν(µ1) = 0, αJν(µ2) + βµ2J

′
ν(µ2) = 0,

per(α, β) si annulla, ciòe il numeratore della frazione nella (3.12) si annulla. Di con-
seguenza, seµ2

1 6= µ2
2, segue la proprietà di ortogonalit̀a (ciòe, si annulla la parte a

sinistra della (3.12)).
Per dimostrare la (3.10) seµ1 = µ2, si passi al limite perµ2 → µ1 nella (3.12)

utilizzando la regola di De L’Ĥopital:∫ 1

0

xJν(µ1x)2 dx = lim
µ2→µ1

µ1Jν(µ2)J ′ν(µ1)− µ2Jν(µ1)J ′ν(µ2)
µ2

2 − µ2
1

=
1
2

[J ′ν(µ1)]
2 − 1

2µ1
Jν(µ1) [J ′ν(µ1) + µ1J

′′
ν (µ1)]

=
1
2

[J ′ν(µ1)]
2 +

1
2
Jν(µ1)2

(
1− ν2

µ2
1

)
.

Abbiamo dimostrato la (3.10). 2

d. Relazioni di ricorrenza. Sono valide le seguenti relazioni di ricorrenza:

J ′ν(x) = Jν−1(x)−
ν

x
Jν(x) = −Jν+1(x) +

ν

x
Jν(x). (3.13)
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Infatti, la prima formula (3.13) segue dalla (3.2):

J ′ν(x)− Jν−1(x)

=
∞∑

k=0

[
(−1)k(2k + ν)

2Γ(k + ν + 1)Γ(k + 1)

(x
2

)2k+ν−1

− (−1)k

Γ(k + ν)Γ(k + 1)

(x
2

)2k+ν−1
]

= −ν
x

∞∑
k=0

(−1)k

Γ(k + ν + 1)Γ(k + 1)

(x
2

)2k+ν

= −ν
x
Jν(x).

In modo analogo si stabilisce la seconda formula (3.13).
Le formule (3.13) si possono riscrivere nella forma

d

dx
[xνJν(x)] = xνJν−1(x),

d

dx

[
x−νJν(x)

]
= −x−νJν+1(x).

In particolare, perν = 0 si trova

J ′0(x) = −J1(x).

Infine, sottraendo le formule (3.13), si ottiene ancora una relazione di ricorrenza:

Jν+1(x)−
2ν
x
Jν(x) + Jν−1(x) = 0.

Per ragioni di linearit̀a le funzioni di Bessel di seconda specie soddisfano alle stesse
formule di ricorrenza delle funzioni di Bessel di prima specie. In particolare

Y ′ν(x) = Yν−1(x)−
ν

x
Yν(x) = −Yν+1(x) +

ν

x
Yν(x);

d

dx
[xνYν(x)] = xνYν−1(x),

d

dx

[
x−νYν(x)

]
= −x−νYν+1(x);

Y ′0(x) = −Y1(x);

Yν+1(x)−
2ν
x
Yν(x) + Yν−1(x) = 0.

e. Zeri delle funzioni di Bessel. Dimostriamo le seguenti proprietà degli zeri
dell’equazione (3.9) perν > −1. Perβ = 0 quest’equazione definisce gli zeri delle
funzioni di Bessel.

Teorema 3.2 Gli zeri dell’equazione(3.9) per ν > −1 sono reali, semplici, ad ecce-
zione, forse, dello0; questi zeri sono simmetricamente disposte rispetto all’origine e
non hanno punti di accumulazione.

Dimostrazione. Dalla (3.2), in virt̀u del fatto cheα, β e Γ(ξ) sono reali, perξ
reali, si ottieneJν(x) = Jν(x). Quindi

αJν(µ) + βµJ ′ν(µ) = αJν(µ) + βµJ ′ν(µ).
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Per questa ragione, seµ è uno zero dell’equazione (3.9),µ è anche’esso uno suo zero.
Seµ2 6= µ2, applicando la formula (3.10) perµ1 = µ e µ2 = µ, si arriva ad una
contraddizione:

0 =
∫ 1

0

xJν(µx)Jν(µx) dx =
∫ 1

0

x|Jν(µx)|2 dx.

Ciò significa cheµ2 = µ2, cioèµ è un numero reale o immaginario. Ma l’ultimo caso
non ha luogo, poich̀e, in virtù della (3.2) e del fatto cheΓ(ξ) > 0 perξ > 0 [Vedi la
(A.1)], si ha per0 6= a ∈ R

αJν(ia) + i βaJ ′ν(ia) =
(
ia

2

)ν ∞∑
k=0

α+ β(2k + ν)
Γ(k + ν + 1)Γ(k + 1)

(a
2

)2k

6= 0.

Siccomeµ−ν [αJν(µ) + βµJ ′ν(µ)] è una funzione analitica diµ in tutto il piano
complesso, i suoi zeri non si possono accumulare ad un punto finito.

Dimostriamo la semplicit̀a degli zeri. Siaµ0 > 0 uno zero della (3.9) di moltepli-
cità2, in modo cheαJν(µ0) + βµ0J

′
ν(µ0) = 0,

αJ ′ν(µ0) + βJ ′ν(µ0) + βµ0J
′′
ν (µ0) = −β

(
µ0 −

ν2

µ0

)
Jν(µ0) + αJ ′ν(µ0) = 0,

(3.14)
in virtù dell’equazione (3.1). Dalla (3.14) [cheè un sistema di equazioni lineari per
Jν(µ0) eJ ′ν(µ0)] concludiamo che a)Jν(µ0) = J ′ν(µ0) = 0, oppure b)α2 + β2(µ2

0−
ν2) = 0. Il caso a)è impossibile grazie al teorema sull’unicità della soluzione della
(3.1), poich̀eµ0 > 0 nonè un punto singolare dell’equazione (3.1). Dimostriamo che
è anche impossibile il caso b). Per realizzare il caso b) ci vuoleβ > 0 e (α/β) =√
ν2 − µ2

0, dove0 < µ0 ≤ |ν|. Sostituendo quest’equazione nella (3.14) si ottiene

[J ′ν(µ0)]
2 =

(
ν2

µ2
0

− 1
)
Jν(µ0)2,

il che, in virtù della (3.10), porta all’uguaglianza contraddittoria∫ 1

0

xJν(µ0x)2 dx =
1
2

{
[J ′ν(µ0)]2 +

(
1− ν2

µ2
0

)
Jν(µ0)2

}
= 0.

Il teoremaè stato dimostrato. 2

In base al teorema dimostrato si possono numerare gli zeri dell’equazione (3.9),
disponendole in ordine crescente:

0 < µ
(ν)
1 < µ

(ν)
2 < µ

(ν)
3 < · · · .

Seν > 0, Jν(x) si annulla perx = 0.
Scriviamo senza dimostrazione l’espressione asintotica per la funzioneJν(x):

Jν(x) =

√
2
πx

cos
(
x− π

2
ν − π

4

)
+O(x−3/2), x→ +∞. (3.15)
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Ne segue la formula approssimativa per gli zeri diJν(x):

µ
(ν)
k ≈ 3π

4
+
π

2
ν + kπ, k → +∞.

f. Problema agli autovalori per l’equazione di Bessel. Siaν ≥ 0. Consideriamo
il problema al contorno

Lνu ≡ −(xu′)′ +
ν2

x
u = λxu, 0 < x < 1, (3.16)

u(x) = O(xγ), x→ 0; αu(1) + βu′(1) = 0, (3.17)

doveγ = min(ν, 1), α ≥ 0, β ≥ 0, α + β > 0. SiaMLν
l’insieme di tutte le

funzioniu ∈ C2((0, 1]) che soddisfano le condizioni al contorno (3.17) e la condizione
x−1/2Lνu ∈ L2(0, 1). Quest’insiemèe denso inL2(0, 1). Dalla definizione segue che
Lνu ∈ L2(0, 1) e xu′(x) → 0 perx → 0+ seu ∈ MLν . Non studiamo il dominio
(contenenteMLν ) su cui la chiusuraLν dell’operatoreLν è autoaggiunta.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−0.5

0

0.5

1

Figura 3.1: Le funzioni di BesselJν(x), ν = 0, 1, 2. I grafici delleJ0(x), J1(x) e
J2(x) sono le rispettive curve continua, tratteggiata e punteggiata.

Dimostriamo ora che l’operatoreLν è positivo. Infatti, nel prodotto scalare di
L2(0, 1) si ha peru ∈MLν

Lνu, u) = −
∫ 1

0

(xu′)′u dx+ ν2

∫ 1

0

|u|2

x
dx

=
∫ 1

0

x|u′|2 dx− [xu′u]1x=0 + ν2

∫ 1

0

|u|2

x
dx

=
∫ 1

0

x|u′|2 dx+ ν2

∫ 1

0

|u|2

x
dx+

α

β
|u(1)|2 ≥ 0.
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Di conseguenza, tutti gli autovalori dell’operatoreLν sono non negativi. Affinch̀e
λ = 0 sia un autovalore dell’operatoreLν , è necessario e sufficiente cheν = 0 ed
α = 0 [condizione di Neumann all’estremox = 1]; a quest’autovalore corrisponde
l’autofunzione costante. Gli autovalori sono anche semplice; questo fatto si dimostra
come per gli altri problemi di Sturm-Liouville con condizioni al contorno separate.

Ritorniamo al problema al contorno (3.16)-(3.17), doveν ≥ 0 e tutti gli autovalori
λ sono non negativi (conλ = 0 se e solo seν = α = 0). Discutiamo prima il
casoλ > 0. In tal caso la (3.16)̀e l’equazione differenziale con soluzione generale
c1Jν(

√
λx) + c2Yν(

√
λx). Le sue uniche soluzioni che soddisfano la condizione

(3.17) perx → 0+ sono i multipli della funzioneJν(x). Questa soluzione soddisfa la
condizione (3.17) perx = 1 se e solo se

αJν(
√
λ) + β

√
λJ ′ν(

√
λ) = 0,

cioè, se e solo seµ =
√
λ è una radice dell’equazione (3.9). Enumerando questi

zeri da0 < µ
(ν)
1 < µ

(ν)
2 < · · · , otteniamo gli autovalori (soltanto quelli diversi da

0) λ(ν)
k = [µ(ν)

k ]2 e le corrispondenti autofunzioniJν(µ(ν)
k x) (k = 1, 2, · · · ). Per

ν = α = 0 si aggiunga l’autovaloreλ(0)
0 = 0 con la corrispondente autofunzione

costante.

g. Problema al contorno non omogeneo. Supponiamo cheλ = 0 non sia un
autovalore dell’operatoreLν , cioè ν > 0, oppureα > 0 per ν = 0. Utilizzando il
metodo del paragrafo V.2, costruiamo la funzione di GreenGν(x, y) dell’operatoreLν .

Siaν > 0. Il tal caso la (3.16) conλ = 0 si riduce ad un’equazione di Eulero con
le soluzioni linearmente indipendentixν e x−ν . La funzionev1(x) = xν soddisfa la
condizione (3.17) perx→ 0+ e la funzione

v2(x) = a xν + x−ν , a =
βν − α

βν + α
,

soddisfa la condizione (3.17) perx = 1. Quindi, conformemente alla formula (2.11),
la funzioneGν(x, y) ha la forma

Gν(x, y) =

{
cνx

ν(a yν + y−ν), 0 ≤ x < y ≤ 1
cνy

ν(a xν + x−ν), 0 ≤ y < x ≤ 1,
(3.18)

dovecν 6= 0 è un’opportuna costante.
Sianoν = 0 edα > 0. In tal caso le funzioni1 e ln(x) sono soluzioni linearmente

indipendenti dell’equazioneL0u = 0. Percìo v1(x) = 1, v2(x) = −(β/α) + ln(x) e

G0(x, y) =


c0

(
−β
α

+ ln(y)
)
, 0 ≤ x < y ≤ 1

c0

(
−β
α

+ ln(x)
)
, 0 ≤ y < x ≤ 1,

(3.19)

dovec0 6= 0 è un’opportuna costante.
La soluzione del problema al contorno

Lνu = f(x), u ∈MLν
, f ∈ C((0, 1]), x−1/2f ∈ L2(0, 1),
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è unica ed̀e espressa mediante la formula

u(x) =
∫ 1

0

Gν(x, y)f(y) dy. (3.20)

h. Completezza del sistema di funzioni di Bessel. In base ai risultati del sottopa-
ragrafo 3.f concludiamo che seλ = 0 nonè un autovalore dell’operatoreLν , il proble-
ma agli autovalori (3.16)-(3.17)̀e equivalente a quello agli autovalori per l’equazione
integrale omogenea

u(x) = λ

∫ 1

0

Gν(x, y)y u(y) dy, u ∈ C([0, 1]). (3.21)

Passando ad una nuova funzione incognitav(x) =
√
xu(x), riduciamo l’equazione

integrale (3.21) alla forma equivalente

v(x) = λ

∫ 1

0

√
xy Gν(x, y)v(y) dy, v ∈ C([0, 1]). (3.22)

In virtù delle (3.18) e (3.19), il nucleo
√
xy Gν(x, y) 6≡ 0 è reale, continuo e sim-

metrico. Per questa ragione si può applicare la teoria di Hilbert-Schmidt all’equa-
zione integrale (3.22). In particolare, esistono gli autovaloriλ

(ν)
k e le autofunzioni

√
xJν(

√
λ

(ν)
k x), k ∈ N. Come l’abbiamo visto, gli autovaloriλ(ν)

k sono positivi
e semplici e quindi le autofunzioni sono ortogonali inL2(0, 1). Inoltre, grazie alla
(3.10), si ha

∥∥∥Jν

(
µ

(ν)
k x

)∥∥∥2

x
=

1
2

[
J ′ν(µν)

k )
]2

+
1
2

(
1− ν2

λ
(ν)
k

)
Jν(µ(ν)

k )2,

doveµ(ν)
k =

√
λ

(ν)
k è lo zero positivok-esimo della (3.9).

Teorema 3.3 Seu ∈ MLν , la funzione
√
xu(x) può essere sviluppata nella serie

uniformememente convergente

√
xu(x) =

∞∑
k=1

a
(ν)
k

√
xJk(µ(ν)

k x), a
(ν)
k =

(
u, Jν(µ(ν)

k x)
)

x∥∥∥Jν(µ(ν)
k x)

∥∥∥2

x

. (3.23)

Inoltre, se
√
xu(x) ∈ L2(0, 1), risulta la serie (3.23), dove

lim
N→∞

∫ 1

0

x

∣∣∣∣∣u(x)−
N∑

k=1

a
(ν)
k Jν(µ(ν)

k x)

∣∣∣∣∣
2

dx = 0.
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La dimostrazione di questo teoremaè analoga a quella del Teorema 2.2. Seu ∈
MLν , ne segue cheLνu = f , dovef ∈ C((0, 1]) ex−1/2 f ∈ L2(0, 1). Inoltre, vale
la formula (3.20), ciòe

√
xu(x) =

∫ 1

0

√
xy Gν(x, y)

f(y)
√
y
dy.

Quindi
√
xu(x) appartiene all’immagine dell’operatore integrale simmetrico sullo spa-

zioL2(0, 1) con nucleo
√
xy Gν(x, y). Per il Teorema II 4.1 (di Hilbert-Schmidt), que-

sta funzione pùo essere sviluppata in una serie uniformemente convergente rispetto alle
autofunzioni

√
xJν(µ(ν)

k x).
Se, invece,λ = 0 è un autovalore dell’operatoreLν (cioè, perν = α = 0), in

questo casòe sufficiente considerare il problema al contorno

−(xu′)′ + xu = (λ+ 1)xu, u(x) = O(1), x→ 0+, u(1) = 0.

i. Altre funzioni cilindriche . Insieme con le funzioni di BesselJν(x), sono im-
portanti per le applicazioni altri tipi di funzioni cilindriche. Queste funzioni sono le
seguenti:

1. Le funzioni di Neumanno le funzioni di Bessel di seconda specie

Yν(x) =


Jν(x) cos(νπ)− J−ν(x)

sin(νπ)
, ν /∈ Z

1
π

[
∂Jν(x)
∂ν

− (−1)n ∂J−ν(x)
∂ν

]
ν=n

, ν = n = 0, 1, 2, · · ·

(−1)nYn(−x), ν = −n = −1,−2, · · · .

Spesso si vede la notazioneNν(x) invece diYν(x).

2. Le funzioni di Hankel di prima specie

H(1)
ν (x) = Jν(x) + i Yν(x)

e le funzioni di Hankel di seconda specie

H(2)
ν (x) = Jν(x)− i Yν(x).

3. Le funzioni di Bessel di argomento immaginario

Iν(x) = e−νπi/2Jν(ix), Kν(x) =
πi

2
eπνi/2H(1)

ν (ix).

Le funzioni Iν(x) si chiamano funzioni di Bessel modificate di prima specie
(”modified Bessel functions of the first kind”) e le funzioniKν(x) si chiamano
funzioni di McDonald.
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Utilizzando l’espressione asintotica (3.15) perJν(x), si ottiene perx→ +∞

H(1)
ν (x) =

√
2
πx

e
i

(
x−

π

2
ν − π

4

)
+O(x−3/2), (3.24)

H(2)
ν (x) =

√
2
πx

e
−i

(
x−

π

2
ν − π

4

)
+O(x−3/2), (3.25)

Yν(x) =

√
2
πx

sin
(
x− π

2
ν − π

4

)
+O(x−3/2), (3.26)

Iν(x) =
ex

√
2πx

[
1 +O(x−1)

]
, (3.27)

Kν(x) =
√

π

2x
e−x

[
1 +O(x−1)

]
. (3.28)

Analogamente, utilizzando la (3.6), si ottiene perx→ 0+
H

(1)
0 (x) ≈ −2i

π
ln

1
x
, H

(2)
0 (x) ≈ 2i

π
ln

1
x
,

Y0(x) ≈ − 2
π

ln
1
x
, K0(x) ≈ ln

1
x
.

Troviamo ora le equazioni differenziali per le funzioniIν(x) eKν(x). Sostituendo
x 7→ ix nella (3.1), otteniamo l’equazione differenziale

x2u′′ + xu′ − (x2 + ν2)u = 0. (3.29)

Dal Teorema 3.2 segue che perν > −1 le funzioni di Bessel immaginarieIν(x) e le
loro derivate prime non hanno zeri reali (con l’eccezione dix = 0 seν > 0).

A Appendice: La Funzione Gamma

La funzione Gammàe definita dall’integrale generalizzato assolutamente convergente

Γ(z) =
∫ ∞

0

e−t tz−1 dt, Re z > 0, (A.1)

dove la convergenza assoluta segue spezzando l’intervallo di integrazione in due, in
(0, 1) ed in(1,+∞). Infatti |e−t tz−1| ≤ tRe z−1 pert ∈ (0, 1) e tα|e−t tz−1| → 0 se
t→ +∞ per ogniα > 1. La funzioneΓ è analitica nel semipiano destroRe z > 0.

Dopo un’integrazione per parti si ottiene facilmente

Γ(z + 1) = zΓ(z), Re z > 0. (A.2)

Quest’identit̀a pùo essere utilizzata per definire la funzione Gamma altrove. Prima si
definisca la funzione Gamma nella striscia−1 < Re z ≤ 0 daΓ(z) = Γ(z + 1)/z,
poi nella striscia−2 < Re z ≤ −1, ecc. Siccome il denominatore nell’uguaglianza
Γ(z) = Γ(z + 1)/z si annulla perz = 0, risulta una funzione analitica nell’aperto
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C \ {0,−1,−2,−3, · · · }. Negli puntiz = 0,−1,−2, · · · la funzione Gamma ha dei
poli semplici.

Si haΓ(1) =
∫∞
0

e−t dt = 1. Utilizzando la (A.2) risulta

Γ(n+ 1) = n!, n = 0, 1, 2, · · · . (A.3)

Un altro valore particolare della funzione Gammaè quello perz = 1/2. Si ha

Γ(
1
2
) =

∫ ∞

0

t−1/2e−t dt = 2
∫ ∞

0

e−u2
du =

√
π.

Utilizzando la (A.2) si ottiene

Γ(n+
1
2
) =

1 · 3 · · · (2n− 1)
2n

√
π, n = 0, 1, 2, · · · . (A.4)

Dimostriamo ora la formula di duplicazione. PerRe z > 0 si ha

22z−1Γ(z)Γ(z +
1
2
) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(s+t)(2
√
st)2z−1t−1/2 dsdt

= 4
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(α2+β2)(2αβ)2z−1αdαdβ.

Scambiandoα eβ e prendendo la media delle due espressioni che risultano, si ottiene
l’espressione più simmetrica

e−(α2+β2)(2αβ)2z−1(α+ β) dαdβ

= 4
∫ ∞

0

∫ α

0

e−(α2+β2)(2αβ)2z−1(α+ β) dβdα.

Introducendo le nuove variabiliu = α2 + β2 ev = 2αβ, si trova

22z−1Γ(z)Γ(z +
1
2
) =

∫ ∞

0

v2z−1 dv

∫ ∞

0

e−u

√
u− v

du

= 2
∫ ∞

0

e−v v2z−1 dv

∫ ∞

0

e−w2
dw =

√
π Γ(2z),

doveè stata applicata la formulaΓ( 1
2 ) =

√
π. Dunque risulta la formula di duplicazio-

ne

22z−1Γ(z)Γ(z +
1
2
) =

√
π Γ(2z), (A.5)

valida per ogniz 6= 0,− 1
2 ,−1,− 3

2 , · · · .
Per0 < Rez < 1 si ha

Γ(z)Γ(1− z) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(s+t)s−ztz−1 dsdt.

Sostituendou = s+ t ev = t/s risulta

Γ(z)Γ(1− z) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−uvz−1 du dv

1 + v
=
∫ ∞

0

vz−1

1 + v
dv.
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L’ultimo integrale si pùo scrivere in un’altra forma [vedi E.C. Titchmarsh,Theory of
Functions, Oxford Univ. Press, London, 1939; p. 105], cioè

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
, (A.6)

valida perz ∈ C \ Z per l’unicità delle estensioni analitiche.
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