VIl. PROBLEMI AL CONTORNO E
FUNZIONI SPECIALI

O Introduzione

In questo capitolo vengono studiati i problemi al contorno per le equazioni di tipo el-
littico, ed in particolare, le equazioni di Laplace, di Poisson, delle onde e dd&ichr
ger nello spazio e nel piano. La separazione delle variabili in tali equazioni conduce
molto spesso a certe equazioni differenziali ordinarie in un intervallo della retta di tipo
Sturm-Liouville, in particolare, le equazioni di Bessel e di Legendre. Per questo motivo
vengono anche studiate alcune cosiddette funzioni speciali, in particolare, le funzioni
di Bessel, le funzioni sferiche ed alcuni polinomi ortogonali come quelli di Legendre e
di Hermite.

Se non si fanno esplicite riserve, la regidke@ supposta limitata e la sua frontiera
S & supposta regolare a tratti. Denotiamo ¢onl’esterno diG, G; = R" \ G. Nel
caso unidimensionale abbiantb= (a, b) dovea,b € R.

1 Problemi agli autovalori

a. Impostazione del problema degli autovalori Consideriamo il seguente problema
al contorno omogeneo lineare per un’equazione di tipo ellittico:

—div (pgradu) + qu = u, z € G, (1.2)
i (1.2)
on|g

Supponiamo che

p € CHQ), qg € C(GQ); p(z) > 0, q(z) € R, x € G,
a € C(S), B eC(9), (1.3)
a(z) >0, B(z) >0, a(x) + B(x) > 0, z € S.

SiaSy = {z € S : min(a(x),B(x)) > 0}. In alcuni casi supponiamo inoltre che
q(x) > 0 perz € G. Notiamo i seguenti casi particolari:

alz) =1, B(x) =0, quindiu=0, z € S, [Problema di Dirichlet]
0
alz) =0, B(xz) =1, quindi a—z =0,z€eb, [Problema di Neumann].



Il problema (1.1)-(1.2) consiste nel trovare una funziarie) di classeC?(G)
N C1(G) che soddisfi 'equazione (1.1) i@ e le condizioni (1.2) sulla frontiera.
Evidentemente, il problema (1.1)-(1.2) ha sempre la soluzione nulla, e questa soluzione
non ha alcun interesse. Pérdiproblema (1.1)-(1.2) deve essere considerato come un
problema agli autovalori per I'operatore

L = —div (grad) + q.

Tutte le funzionif di classeC?(G) N C*(G) che soddisfano le condizioni al contorno
(1.2) e la condiziond.f € Lo(G) costituiscono il dominioM, dell’'operatoreL.
Siccome lo spazio vettorial®(G) di tutte le funzioni di class€*°(G) di supporto
compatto (cie, che si annullano fuori di un compatto contenut&jre denso irLs(G)
edé contenuto itV ,, M, & denso inLy(G).

In generale, il dominioV;, di L none abbastanza grande per trovare tutte le auto-
funzioni. Per questa ragione bisogna estendere |'operataceun dominio abbastanza
grande per contenere le autofunzioni.

b. Formule di Green. Seu € C?(G) N C'(G) ev € CY(G), & valida laprima
formula di Green

ov Ou ou
Ludx = g dx —d dzx. 1.4
/Gv nere /p axzaxz /spvan S+/unv : 4

Per dimostrare la formula (1.4) prendiamo una regione arbit€rieon frontiera
S’ una superficie regolare a tratti tale aié C G. Visto cheu € C?(G), si ha anche
u € C%(G’) e, di conseguenza,

/ vLudx = / v [—div (pgradu) + qu] dx

v Bu
=— div (pv gradu) dx—i—/ P / quv dx.
ez ( IE: Oz, 8@ o

Utilizzando il teorema della divergenza (di Gauss) si ottiene

" v O 0
//vLudx:/ p‘ 3::}832 —/,pva—::/dS’—l-/’quvdx,

dove S’ & la frontiera diG’. Facendo tender&’ a G nell’'uguaglianza ottenuta ed
utilizzando il fatto cheu,v € C'(G), concludiamo che il limite del secondo membro
esiste. Quindi esiste anche il limite del primo membraadlida I'uguaglianza (1.4).
In questo caso l'integrale del primo membro della (1.4) deve essere considerato impro-
prio. | limiti non dipendono della maniera in cGY tende &7, poicte gli integrali nelle
parte a destra della (1.4) sono assolutamente convergenti.

Seu,v € C*(G) N C(G), & valida laseconda formula di Green

/G(v Lu—wulLv)de = /S P (ugz ZZ) ds. (1.5)




Per dimostrare la formula (1.5), scambiame v nella (1.4):

ou (% v
/GuLvda:—/ pz oz, 3% /pua—ds—k/ quudz, (1.6)

e sottraiamo l'uguaglianza ottenuta della (1.6). Come risultato, si ottiene la seconda
formula di Green (1.5).

In particolare, pep(z) = 1 e g(z) = 0, le formule (1.4) e (1.5) di Green si
trasformano nelle seguenti uguaglianze:

ov ou ou
/GvAuda:— —/S (u(?n 8n) dS—l—/S a—dS 1.7)
ou v
/G(v Au —uwAv) dz 7/s (van 8n> ds. (1.8)
c. Proprieta dell’'operatore L. L'operatore L € hermitiano
(Lf,g)=(f.Lg),  f.g€ M. 1.9

Infatti, visto chef,g € My, sihaLf € Ly(G) e Lg = Lg € Ly(G). In tal caso
la seconda formula di Green (1.5), pee f ev = g, assume la forma

(L)~ (f2o) = [ @er-1Tode= [ (5l -g0l) s o)

Inoltre, le funzionif e g soddisfano le condizioni al contorno (1.2):

of +8

o
-0, o@+ﬂ£ —0. (1.11)

S

S

Per l'ipotesi (1.3)a(z) + B(z) > 0 perxz € S. Percd per ognix € S il sistema omo-
geneo di equazioni algebriche lineari (1.11) ha una soluzione non(aulig, 8(x)) e
quindi il suo determinante si annulla, €io

f _
det ? % <f— gj;)
n

Tenendo conto dell’'uguaglianza ottenuta, dalla formula (1.10) si ottiene 'uguaglianza
(1.9), la quale significa che I'operatofee hermitiano.

Siaf € M. Ponenda: = f ev = f nella prima formula di Green (1.4) e tenendo
conto del fatto che' € Ly(G), si ottiene

S [~

(Lf.f) = /G plaradf? di - / s of Lis+ / dffde. (112)



Dalla condizione al contorno (1.2) segue che

of « )
%*75.}07 ﬂ(Z)>O,Z€S7
=0, B(x) =0, z € S.

Sostituendo queste relazioni nelluguaglianza (1.12), si ottiene I'espressione per la
forma quadratica

@ﬂf%=l;@MMWF+ﬂﬂﬂdx+l;p%ﬂ%ﬁ7 FeM, (113)

dove Sy € la parte diS per cuimin(a(x), 8(z)) > 0. La forma quadraticdLf, ),
f € My, & dettaintegrale d’energia

In virtl delle ipotesi (1.3) i I'ipotesi cheq(x) > 0 per ogniz € G, nel secondo
membro della (1.13), tutti e tre termini sono non negativi. Per questa ragione eliminan-
do il secondo ed il terzo termine e stimando per difetto il primo termine, otteniamo la
disuguaglianza

@ﬁﬂz/&@mwﬁmzmmmm/Wwwﬂwa
G xeG G

cioe
(Lf, f) > polllgradf]|)3, JeMy, (1.14)

dovepy = min_ & p(w); in virtl del fatto che la funziong € continua e positiva su
G, sihapy > 0.

Dalla disuguaglianza (1.14) segue dteperatore L & positivo seg(z) > 0 per
ogniz € G, e cie in tal caso

(Lf, f)>0,  feMyg. (1.15)

d. Proprieta degli autovalori e delle autofunzioni dell’operatore L. Prima bi-
sogna estendere il dominio dell’operatore hermiti@nder quello ci vuole una teoria
sugli operatori lineari autoaggiunti non limitati su uno spazio di Hilbert.

Sia H uno spazio di Hilbert complesso e siaun operatore lineare con dominio
D(T) in H. Allora T si dicechiusose per ogni successiofde,, } in D(T) tale che
lxn — || — 0e|| Tz, —y|| — O per opportuniz,y € H, sihaz € D(T) e
Tx = y. Allora T & un operatore chiuso se e solo se il grafit@) = {(z,Tx) :

x € D(T)} & uninsieme chiuso il & H (con normal|(z,y)| = Izl + lyl/?)-
Per dimostrarlo, si&@ chiuso e sia{(x,,Tx,)} una successione i&(T) tale che
(zn, Tzy) — (x,y)|| — 0 per qualchdz,y) € H @ H. Intal caso|z, — x| — 0e
T2, — y|| — 0 e, in virth del fatto chel” & chiuso, risultana € D(T) e Tz = y;
quindi (z,y) € D(T). Daltra parte, seG(T) & chiuso inH & H, sia{z,} una
successione i) (T') tale chel|z, —z|| — 0 e|/ Tz, —y|| — 0 per opportuniz,y € H.
In tal caso{(z,, T'z,)} &€ una successione (W(7T') tale chel|(z,,, Tx,) — (z,y)|| — 0.
SiccomeG(T') & chiuso, risultdx, y) € G(T'), e quindiz € D(T) eTx = y.



Teorema 1.1 [Teorema del grafico chius@iaT un operatore lineare chiuso definito
su uno spazio di Hilbert . Allora T & limitato.

Dimostrazione.  SiaT chiuso conD(T') = H. Definiamo gli operatori lineari

II:H— G(T), Izx=(z,Tx),
J:G(T)—H, J({(z,Tx))=Tz.

Allora T' = J1I, dove||.J ((z, T2)) || = [|T=| < || ((z,T2)) || e|[ 1T~ (2, T)) || =
lz|| < || ((z, Tx)|. QuindiJ eII~! sono limitati. Siccome>(T) & chiuso,G(T) &
uno spazio di Hilbert rispetto al prodotto scaléfe;, Tx1), (z2, Txs2)) = ((x1, z2))+
((T'xz1,Tx2)). Invirtu del teorema dell’operatore inverso [il Teorema | 1.4], 'operato-
reIl e limitato. Di consequenzd; = JII € limitato. ]

Ora definiamo gli operatori autoaggiunti. Siuno spazio di Hilbert complesso
e siaT un operatore lineare con dominio(7) denso inH. Allora T si dicehermi-
tiano [oppuresimmetricd se (T'z,y) = (x,T'y) per ogniz,y € H. Per un operatore
hermitianoT’, definiamo I'operator@™* da

D(T*) ={y € H:3c=c(y) > 0: |(Tz,y)| < e(y)ll«], = € D(T)},
Intalcaso3'z € H : (Tx,y) = (z,2); Ponlamo Ty = z.

Un operatore linear& si diceautoaggiuntese D(T') € denso inH, T € hermitiano e
T* =T. QuindiT € autoaggiunto SE€ € hermitiano e il suo domini® denso e soddisfa
D(T)={ye H:3c=cly) >0:|Tz,y)| < cylz|, = € D(T)}. Sivede
facilmente che un operatore autoaggiuatohiuso. Infatti, sigz,} una successione
in D(T) tale che||z,, —z|| — 0 e||Tz,, —y|| — O per opportunic,y € H. Prendendo
il limite se n — +oo nelluguaglianza(T'z, z,,) = (z,Tx,) valida per ogniz €
D(T), risulta(Tz,z) = (x,y) e quindi|(Tz,z)| < ||y|l|lz|| per ogniz € D(T). Di
conseguenza; € D(T) eTx =y, cos dimostrando il fatto ch& & chiuso.

Ritorniamo adesso all’operatore di Sturm-Liouvillecon dominioM . Allora L
& hermitiano sul»(G) con dominio denso i, (G). Sotto opportune condizioni che
non specificheremb gsiste un’estenzione autoaggiunta unicdell’'operatorel. Le
autofunzioni del problema al contorno (1.1)-(1.2) si cercano nel doniio).

Ritorniamo adesso agli autovalori e autofunzioni dell’'operafarénfatti bisogna
discutere gli autovalori e le autofunzioni dell'estensione autoaggilinka altre paro-
le, essi dipendono dalle condizioni al contorno (1.2), ma le autofunzioni non potrebbero
appartenere al domini¢1;, ma invece al dominio dell’estensione autoaggiuita

Proposizione 1.2 Abbiamo le seguenti propriit

a) Tutti gli autovalori sono reali. Sg(x) > 0 per ogniz € G, gli autovalori sono
non negativi.

b) Le autofunzioni corrispondenti ad autovalori diversi sono ortogonali tra loro.

1Certamente pat, 3 > 0 costanti coru 4+ 8 > 0 e S regolare.



¢) Le autofunzioni possono essere scelte reali.

d) Siag(z) > 0 per ogniz € G. Affincke A\ = 0 & necessario e sufficiente
cheg(z) = 0 eda(z) = 0. Intal casoA = 0 & un autovalore semplice e
l'autofunzioneg costante.

Dimostrazione.  Per dimostrare la parte (a), sfac D(L) tale cheLf = \f e
f#0. Allora (A = N)||flla = (Lf, f) — (f,Lf) = 0, e quindiA = )\ & reale. Inoltre,
seq(x) > 0 per ogniz € S, dalla (1.13) segue chd.f, f) > 0.

Per dimostrare la parte (b), consideriafjg € D(L) non banali talichd f = \f
e Lg = pg; intal caso\, € R. Si controlla facilmente che\ — ) (f, g) = (Lf,g) —

(f, Lg) = 0 e quindi\ = p oppure(f, g) = 0.

Per dimostrare la parte (c), geé un’autofunzione, il fatto che il corrispondente
autovalore2 reale implica che anchgé una autofunzione. Siccome le parti reale ed
immaginaria dellaf non si possono ambedue annullare quasi ovunque, una di queste
parteé un’autofunzione reale.

Infine, per dimostrare la parte (d), sia= 0 un autovalore con correspondente auto-
funzionef, mentreg(x) > 0 per ognix € G. Allora dalla (1.13) segug|gradf|?> = 0
e quindi p(z) > 0 sempre]f & costante ef = 0.2 Sef fosse non nulla, ne seguirebbe
q(x) = 0 perogniz € G e f(x) = 0 per ogniz € Sy. Quindif =0eq = 0. |

2 Problema di Sturm-Liouville

Nel caso unidimensionalex(= 1, G = (0,¢), S = {0,¢}) il problema al contorno
(1.1)-(1.2)e dettoproblema di Sturm-LiouvilleHa la forma

Lu = —(pu') + qu = Mu, 0<z<{, (2.1)

hlu(O) - hgu/<0) =0, Hlu(ﬁ) + HQ'U//(Z) =0, (22)

dovehq, ho, Hy, Ho SONO costanti non negative tali che + ho > 0 e Hy; + Hy > 0.
Assumiano che € C*|0, 4], p(x) > 0 per ogniz € [0,/], eq € C[0, /] & reale. Come
dominio dell'operatord. prendiamo

u" € Ly(0,)
My = ueC?0,0)NCHO, £ : { hiu(0) — hou'(0) = 0
Hlu(ﬁ) + HQUI(K) =0

Sehy = Hy = 0 (cioe u(0) = u(¢) = 0), abbiamo lecondizioni di Dirichlet Se
hi1 = H; = 0 (ciog v’ (0) = v'(¢)), stiamo parlando delleondizioni di NeumannGli
altri casi si diconaondizioni miste

L'operatoreL € hermitiano, cié (Lf,g) = (f, Lg) per ognif,g € My. Inoltre
esiste un’unica estensione autoaggiunti L. Le autofunzioni del problema di Sturm-
Liouville si cercano nel dominio di (e non necessariamente ;).

2Questo ne segue gec M.



L'espressione (1.13) per l'integrale d’energia assume la seguente forma:

L2}

ZPOIFOF,  feM,

¢
L1 = [ Gl5P+alrP) do+ Ol O)F +
dove gli ultimi termini del secondo membro si annullano per= 0 o perH; = 0,
rispettivamente. Se(x) > 0 per ogniz € [0, ¢], l'integrale d’energig L f, f) &€ non
negativo per ognjf € My,. In particolare, sg(xz) > 0 perxz € [0,£], A\ = 0 noné

un autovalore del problema (2.1)-(2.2) & la corrispondente autofunzione, si ottiene
f' = 0,2 e quindi f & costante; affin@nla funzionef sia non banale, ci vogliono le
condizioni di Neumann/’(0) = u/(¢) = 0.

a. La Funzione di Green Supponiamo ch@& = 0 non sia un autovalore dell'ope-
ratoreL. Consideriamo il problema al contorno

Lu=—(pu) + qu = f(x), 0<x<t, (2.3)

hlu(O) — hgu/(O) =0, Hlu(ﬁ) + ngl(é) =0, (24)

dovef € C(0,¢) N Ly(0,¢). Dato che\ = 0 noné un autovalore dell’operatoif, la
soluzione del problema al contorno (2.3)-(2.4) nella classg (e anche nella classe
D(L)) & unica. Costruiamo la soluzione di questo problema.

Sianowv; e vy soluzioni non nulle (reali) dell’equazione omogenea = 0 che
soddisfano le condizioni

hivy (0) — hg’l)ll (0) =0, Hlvg(f) + Hg’l}é(f) =0. (25)

Dalla teoria delle equazioni differenziali lineari ordinarie segue che queste soluzioni
esistono ed appartengono alla claé8€0, /]. Le soluzioni lineariv; e v, sono linear-
mente indipendenti. Infatti, in caso contratigx) = cvs(z) per qualche # ¢ € Re,

di conseguenza, in base alla (2.5) la soluzionsoddisfa anche la seconda condizione

al contorno (2.4). Gi significa chev; & un’autofunzione dell’'operatotg corrispon-
dente allautovalore, = 0, contrariamente all'ipotesi; inoltre segue che in tal caso
v1 € My, Percd il determinante Wronskiano vale

1(z) ()

Siccome(pw)’(z) = 0, risulta I'identi&a

w(z) = det [Z}@ zz(x)} #£0,  welod.

p(z)w(z) = p(0)w(0), x €10,4]. (2.6)

Cercheremo la soluzione del problema (2.3)-(2.4) per mezzo del metodo della
variazione delle costanti,

u(z) = cr(z)vi(x) + c2(@)va(). (2.7)

3Tra poco dimostreremo che I'autofunziofiec M, invece dif € D(L).




Allora ¢} (z) e ¢4(z) soddisfano il sistema lineare

vi(z) we(z)| [ (z)]| 0
e wo) (460 = e @8
con determinante)(z) # 0. Risolvendo questo sistema ed utilizzando l'iden(R.6),
stotiene f(a)oaa) f@)u (@)
N MO O @9

Per soddisfare le condizioni al contorno (2.4), osserviamo che esistono due costanti
d’integrazionec; e cs tali che

PR 1 ) B PR - C) B PV
) =evun (@) +eavale) 0 [ () dy—— [ ) dy
Calcolando la derivata si trova

S, , v(z) [

(&) = e (x) + emri(a) — BT / F)vs(y) dy

vyz) 7
- v dy.
Tenendo conto dalle condizioni (2.5), otteniamo
0= hlu(O) — hQU/(O) =C1 [hﬂ)g(O) — thIQ(O)] )
0= H1u(£) + ng/(f) =cC [Hl’ljg(f) + HQ’UIQM)] s

e quindi, in virti del fatto che le espressioni tra parentesi quadrate non si annullano,
troviamoc; = ¢, = 0. In altre parole,

V4
ulz) = / G(a.y) () dy, (2.10)

dove

G(z,y) = — (2.11)

p(0)w(0) |va(x)v1(y), 0<y <z <L

La funzioneG(z,y) € dettafunzione di Greemlel problema al contorno (2.3)-(2.4) o
dell'operatorel.. Questo nucle@ reale, simmetrico e continuo. Inoltre, vale I'ugua-
glianza

1 {vl(x)vg(y), 0<z<y</,

Gy +0,y) 9G(y+0y)  wlx) 1
oz O T 0w T Py Y 00 @12

Consideriamo I'operatore integrafé su L, (0, ¢) con nucleog(z,y). Allora que-
sto nucleoe reale, simmetrico e continuo. Dunq@g e un operatore lineare au-
toaggiunto sullo spazio di Hilberk,(0,¢). Siccomeu = Gf appartiene ad\,




per ognif € C(0,¢) N Ly(0,£), il dominio M, & strettamente contenuto nell'im-
magine dell'operatore integrald. Ne segue facilmente che I'immagine @i (ciog,
{Gf : f € Ly(0,¢}) coincide con il dominio dell'estensione autoaggiuhtali L,

Infatti, L = G~1.
Nel caso in cuiz = 0 & un autovalore del problema (2.3)-(2.4), bisogna scegliere
gualcheu € R che none autovalore, e riscrivere (2.3)-(2.4) nella forma equivalente

(L—puhu=—(pu') + (¢ — p)u = f(z) — pu(x), O<z <, (2.13)

hlu(O) - hgu/(O) =0, Hlu(ﬁ) + ng’(ﬁ) =0. (2.14)

Partendo dalle due soluzioni e v, del’equazione omogened. — p)u = 0 che
soddisfano le condizioni (2.5) e quindi sono linearmente indipendenti, arriviamo ad
una funzione di Greeg(z, y; 1) ed un operatore integraté(x) dipendente dj tali

che

u=G)[f — .
Quest'ultima si po scrivere nella forma dell’equazione integrale di Fredholm

V4 L
u() +#/0 G(x,y; )u(y) dy:/o Gx,y; ) fly)dy, 0<ax<L (2.15)

Il dominio dell’estensione autoaggiunkadi L [o di L — ;] coincide con 'immagine
dell'operatore integral&:(u).

Esempio 2.1 Consideriamo il problema di Sturm-Liouville
—u" = f(z), hqu(0) — hou'(0) = 0, Hyu(f) + Hou/(€) = 0.

Le soluzioniv; e vo dell’'equazione omogeneau” = 0 che soddisfano le condizioni
(2.5), hanno la forma (tranne un fattore costante)

”U1(.72):h1l‘—|—h2, 1]2($)=H1€+H2—H13},

e quindiw(z) = —hy(H.¢ + Hy) — hoH; si annulla se e solo sk; = H; = 0
(ciog, condizioni di Neumann in ambedue gli estremi)hSe H, > 0, Si trova per la
funzione di Green

1
hy(Hyl + Iifz) + hoH,y

[hix + x2][H1({ —y) + Ha], 0<z<y<Y{,
G(x,y) =

H, (¢ — Hsllh It < < /.

Per trovare gli autovalori, cerchiamo le soluzioni(x, \) e vy(z, A) del’equazio-
ne omogeneau” = A\u che soddisfano le condizio(2.5), mentre\ > 0. Otteniamo

v1(, ) = haVA cos(@V/X) + hy sin(zV/\);
vy (, \) = HyVA cos((£ — )VA) 4+ Hysin((€ — z)VN),



e quindi
w(x) =0 (07 )\)’Ué (07 )‘) - vll (07 )‘)v2 (01 )‘)
= \/X |:(th2)\ — thl) sm(fﬁ) — (h2H1 + thg) \/X COS([\/X) .

Un numeroX > 0 & autovalore se e solo se&(x) = 0. Sotto le condizioni di Dirichlet
(he = Ho = 0) e sotto quelle di Neumanh{ = H; = 0) segue

sin(/VA) = 0.
Quindi gli autovalori e le autofunzioni sono
na 2 n=123,---, un(x) = sin ?) ,  [Dirichlet]
)\n = (7) y nnmx
n=0,1,2,---, un(x) = cos (T) . [Neumann]

Sotto le altre condizioni (ci®, seho Hy + hi Hy > 0), A = 0 noné& mai autovalore e
A > 0 & autovalore se e solo geuna radice positiva del’equazione transcedénte

hQHQ)\ — thl
(hoHy + hiHy)V A

C’é& un numero infinito di tali radici (infatti, una successione crescentehe tende a
+00) ed ogni radice corrispondente all'autofunzione

Un (2, X) = ho/An cos(z/An) + hysin(zyv/An).

Le radici+/ A, sitrovano pil facilmente nel modo grafico. Non ci sono autovalori fuori
dell'intervallo [0, +00).

cotg (IVX) =

b. Riduzione del problema di Sturm-Liouville ad un’equazione integrale Fac-
ciamo vedere che il problema di Sturm-Liouvillepassere ridotto ad un’equazione
integrale di Fredholm con nucleo reale, simmetrico e contihug y).

Teorema 2.1 Il problema al contorno

Lu=XMu+f, uweDT), feC(0,6)nLy0,0), (2.16)

con la condizione che = 0 non sia un autovalore dell’operatoré & equivalente
all'equazione integrale

4 4
u() =A/O G(z,y)u(y) dy+/0 G(x,y)f(y)dy,  we L(0,0), (2.17)

doveG(x,y) € la funzione di Green dell'operatoré. Inoltre, le soluzioniu dei
problemi equivalent{2.16)e (2.17)appartengono ad\ ..

4ponendar = VA, o = hoHy + h1Hy > 0,3 = hoHs > 0e~y = h1Hy > 0con +~ > 0,
si vede subito che i grafici diax) /(322 — 7) e tg (f2) hanno un numero infinito di punti di intersezione
x> 0.
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Dimostrazione.  Sew(z) € una soluzione del problema al contorno (2.16), allora

4
u(@) = (GAu+ fl)(z) = /O G(z, y)Auly) + f(y)ldy,  0<w <,

ciog u(x) soddisfa I'equazione integrale (2.17).

Inversamente, supponiamo che la funziages L, (0, ¢) soddisfi 'equazione in-
tegrale (2.17). Se&7 denota l'operatore integrale con nuclédz,y), allorau, =
G(A\ug + f) € D(L) e Lug = \ug + f. Dalluguaglianza

l x
o1(2) / va() aao(y) + F(u)] dy + va(a) / o1 () Do) + F()] dy
€T 0

p(0)w(0)

segue cheyy € C0, ], poicte le funzioni sotto il segno degli integrali appartengono
adL;(0, /). In tal caso segue dall’equazione precedentesghe C*[0, ¢] con derivata

up(r) = —

¥/ x
o () / va2(y) Do) + £()] dy + v (z) / o1(y) Do) + £()] dy
T 0 .
2(0)w(0)

Da quell'ultima equazione segue chg € C?[0,/]. Inoltre, dalla (2.5) segue che
u(x) soddisfa le condizioni al contorno (2.2). Dunque € M. Di consequenza,
Lug = Lug = Aug + f. O

uh(r)=—

Applicando il teorema precedente al cgse= 0, concludiamo che ogni autofun-
zione dell’'operatord. (in principio appartenente B(L)) appartiene ad\ . Inoltre,
tutte le autofunzioni appartengona’do, ¢]. Quindi il problema al contorno pgfr= 0
(cioe, il problema agli autovalor@ equivalente a quello agli autovalori dell’equazione
integrale omogenea

¢
u(z) = )\/0 G(z,y)uly) dy (2.18)

in C[0, ¢] oppure inL,(0, ¢), a condizione ch& = 0 non sia autovalore dell’'operatore
L.

Eliminiamo ora I'ipotesi che\ = 0 non sia un autovalore dell'operatofe Per
farlo, siapy € R un numero che noaé un autovalore. Allora = 0 none un autovalore
del problema di Sturm-Liouville

Liu= —(pu')' + (g — po)u = pu, (2.19)

hlu(O) — hgu/<0) =0, Hlu(ﬁ) + HQ'U//(Z) =0. (220)

MaM; = My, e D(L) = D(Ly). Quindi il problema di Sturm-Liouville (2.1)-(2.2)
€ equivalente all’equazione integrale

v
u(w) = (A — o) / G (2, y)u(y) dy, (2.21)
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doveg, (z,y) € lafunzione di Green dell’'operatorq .

c. Proprieta degli autovalori e delle autofunzioni Abbiamo dunque stabilito I'e-
quivalenza tra il problema di Sturm-Liouvville omogeneo ed il problema agli autovalori
per 'equazione integrale omogenea (2.21) con nucleo integidle y) reale, simme-
trico e continuo. Gli autovalorh del problema (2.1)-(2.2) sono collegati ai numeri
caratteristici del nucleg; (z, y) con larelaziong: = A — 1,9, mentre le corrispondenti
autofunzioni coincidono. Quindi, per il problema di Sturm-Liouville sono validi tutti
gli enunciati della teoria delle equazioni integrali con nucleo continuo, reale e simme-
trico. In particolare|'insieme degli autovalori A;} di questo problema no@ vuoto e
non ha punti di accumulazione finiti; gli autovalori sono reali e sono anche di moltepli-
cita finita; le autofunzioni possono essere scelte reali ed ortonormali ed appartengono
aC?[0,4).

Il problema di Sturm-Liouville ha alcune propréespecifiche.

1) Gli autovalori appartengono all'intervalldgin, c0) dovegmin = Ien[%nq q(x).
x k]
Infatti, perf € My siha

¢
(LS, f) = / (DIf 2+ al f?) de +

Z QmianH%a

dove gli ultimi termini del secondo membro si annullano per= 0 o per
Hy = 0, rispettivamente. Quindi, seé un autovalore diL con corrispondente
autofunzioneu, allorau € My e \|ul|3 = (Lu,u) > gmin|lul|3, € dunque

OO + OO

A Z Gmin-
2) L'insieme degli autovaloré infinito numerabile Infatti, se quest’insieme fosse
finito, {A1, -+, An}, il nucleoG, (z, y) sarebbe degenere:
ok (2) 2k ()
k k
= —_ s 2.22
Gi(z,y) = N1 (2.22)
k=1
doveypy, - - -, i SONo i corrispondenti autofunzioni ortonormalizzate. Siccome

or € C2]0, /], risulta la seguente contraddizione con la (2.12):

9G1(y+0,y)  9Gi(y+0,y)
ox ox

3) Ogni autovaloree semplice Sia\g un autovalore. Allora la corrispondente au-
tofunzionew sofddisfalu = Agu e le due condizioni al contorno (2.5) [per
vy = vy = u]. Ciascuna di queste condizioni definisce uno sottospazio di
L5(0,¢) di dimensionel. Quindi 'autospazio corrispondente all’autovalovg
non pw avere una dimensione maggioreldi

=0, y € (0,0).

Le condizioni al contorno (2.2) si dicorseparate poicte riguardano i valori e le
derivate dellau in estremi diversi dell'intervalld0, ¢). Pil generalmente, per,v €
C?10, 4] risulta dopo due integrazioni per parti:

(Lu,v) — (u, Lv) = [p (w0 — u'D)];,.
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La parte a destra si annulla sev soddisfano le condizioni separate (2.2). Purtroppo
si annullano anche se consideriamo le condizioni non separate

Vp(0) u(0) = £v/p()u(l),  /p(0)u'(0) = £+/p(€) u'(€)

per lau e per lav, dove bisogna scegliere il segrodue volte oppure il segno meno
due volte. In tal caso si guintrodurre il dominioM ;, ed estenderlo ad un dominio su
cui I'operatore differenziald, € autoaggiunto. Per esempio, consideriamo il problema
di Sturm-Liouville con condizioni periodiche

—u" = Au, w(0) = u(f), o' (0) = u'(¢).

In tal caso gli autovalori e le autofunzioni sono:

onm\ >
)\n:<€) 5 n:0,1727"'

2 2
ug =1, un () = 1 cos (n;m> +co sin< ngrx) , n=1,23 ..

Tranne per l'autovalore, = 0, tutti gli autospazi hanno la dimensioge D’altra
parte, per il problema di Sturm-Liouville con condizioni antiperiodiche

—u" = \u, w(0) = —u(¥), o' (0) = —u/(¢),

gli autovalori e le autofunzioni sono:

2
2n—1
An:(w , n=1.23.

2n —1 2n—1
un(x):clcos((né)m>+@sin<(n£)m:>, n=123,---

In questo caso tutti gli autospazi hanno la dimensiane

Siano(\,)2, gli autovalori dellal e (¢,,)52, le corrispondenti autofunzioni or-
tonormalizzate. Siccome il problema agli autovaipeiquivalente a quello per un’equa-
zione integrale con nucleo continuo reale e simmetrico, il sistema delle autofuazioni
completo inL4 (0, £). In altre parole, ogni funziong € L. (0, ¢) pud essere sviluppata
in una serie

F=Y"(f en)er: (2.23)
k=1

dove

2

00 N
1£13=3" 1(Fon)l*,  lim ) =3 (Fenen(@)| dr=0.
k=1 k=1

N—+o0

Teorema 2.2 Ogni funzionef € M, pud essere sviluppata in una se(&23)unifor-
memente convergentedine [0, ¢].
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Dimostrazione. |l problema di Sturm-Liouville non omogenécequivalente all’e-
guazione integrale (2.15), dove il termine noto appartiene al'immagine dell'operatore
integrale con nucleg; (z, y). Quindi il teorema segue dal Teorema di Hilbert-Schmidt.

O

Esempio 2.2 Consideriamo il problema di Sturm-Liouville con condizioni periodiche
—u" = du, u(0) = u(l), u'(0) = u'(0).

Allora gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni ortonormalizzate sono:

2

2
Ao=0, A =8 = % ,
(:U)—L ¢(z)= % v cos 2nme 5(x)= 2 v sin Znme

SOO - \/27 sDn - é é 9 SDn - é g )

doven =1,2,3,---. Perf € Ly(0,¢) risulta la serie di Fourier
flx) = % + i ay, COS Znme + b,, sin 2nme
B 2 n=1 " f ! E ,

dove

¢
ap = %/0 f(x)dz,

2 [* 2 2 [ 2
apn, = Z/o f(ac)cos( n;ra:) dx, b, = Z/o f(:c)sin( n;rx) dx.

3 Funzioni di Bessel

Consideriamo I'equazione differenziale
22 +au’ + (22 — v u =0, (3.1)

dettaequazione di BesseDgni soluzione di quest'equazione non identicamente nulla
e dettafunzione cilindrica Osserviamo che i coefficienti dell'equazione (3.1) non
soddisfano le condizioni del paragrafo precedente.

a. Definizione e proprieta semplici delle funzioni di Bessel Consideriamo, per
v € R, la funzione

-y (-1 A
Jol@) = kZ:O T+ v+ DT+ 1) (5) (3-2)

doveI'(z) & l'unica funzione analitica sul semipiano destro che soddigfat+ 1) =
z2T'(z) eT'(1) = 1 [Vedi la (A.3) nell'appendice]. Questa funzionedassere rappre-
sentata nella forma

Iy (a?) = 2 f, (a?), (3.3)
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dove f, (¢) € una funzione analitica su tutto il piano complesso,

S (=1)*¢*

FulQ) = ]; 250Dk + v+ D)k + 1) (3.4)

Infatti, la serie di potenze in (3.4) converge uniformemente su ogni compatto del piano
complesso, poidh il suo raggio di convergenzR = +oo. Quindi la sua somma
definisce una funzione analitiga (¢) su tutto il piano complesso.

Verifichiamo che la funzione/, () soddisfa I'equazione (3.1). Utilizzando la
relazionel'(z + 1) = 2T'(z), si ottiene

22T () + 2 (x) — V2T, ()
N (—DF[2k +v)(2k +v — 1) + (2k + v) — 1] o 2kty
D(k+v+1)I(k+1) (5)
x\ 2k+v
(k) (5)

(]

b
Il
<]

k

o

(—1)*4k(k + v) 2t oo
or(k+V+1)F(k+1)( ) 4’;Fk+y
= S (*1)]C T\ 2k+v B
==Y o (3) k)

come dovevasi dimostrare. La funzione cilindriégz) si dicefunzione di Bessel di
ordinev, dovex” > 0 perxz > 0. In particolare,

b
Il

(3.5)

Sev > 0 none intero, le funzioni/, (x) e J_, (x) sono linearmente indipendenti. i
segue dalla (3.2) in vittdel fatto che

v

2@ = e |

1 —|—O(x2)] , x — 0; v#-1,-2-3,---, (3.6)

poicheI'(v + 1) & finito. Se, invecey = n € intero, si ha

J_n(z) = (-1)"Jp (), 3.7)
e, quindi, le funzioni/,,(z) e J_, (z) sono linearmente dipendenti. L'uguaglianza (3.7)
segue dal fatto chB(—k) € infinito perk = 0, 1,2, - - - [Vedi I'appendice] e quindi la
sommatoria nella serie (3.2) pér,,(z) inizia ak = n.

Il WronskianoW [u, v] = uv’ —’v di due soluzioniv ev dell’equazione di Bessel
soddisfa all'equazione differenziale di primo ordine

w'[u, v)(z) + %W[u, v](z) =0,
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e quindiWW[u, v](z) & proporzionale alla funzionk/x. Per trovare la costante di pro-
porzionaliti basta studiare 'andamento del Wronskiana se 0. Perv ¢ Z si vede
subito che

T () = ﬁ (5) +oa.
w0 = g () +0e)
T = 5 (5) HOET,
eI = i (5) 0,
e dunque
—2v
Wy, J-))(z) = T DT (r 1) o)
B oy _ —2sin(vm)
T+ ) (—v+1) T ’

dove abbiamo utilizzato la (A.6). Quindi, (z) e J_,(x) sono linearmente indipen-
denti [cicg, il Wronskiano non si annulla per#£ 0] se e solo se noné un intero. Se
v € Z, risulta [senza dimostraziond] , (z) = (—1)"J, ().

b. Funzioni di Bessel di seconda speci®ervy =n (n =0,1,2,---) ci dovrebbe
esistere una soluzione dell’equazione di Bessel linearmente indipendentd,delja
Per trovare una soluzione linearmente indipendenté,da) perv € Z, definiamo la
funzione di Bessel di seconda specie

Jy(x) cos(vm) — J_, (x)

sin(vm)

Y., (z) =

perv ¢ Z. Siccome sia il numeratore che il denominatore sono funzioni analitiche di
v e Ce(d/dv)sin(vr) = 7 cos(vm) # 0 perv = 0,1,2,---, il limite di Y, () per
v — n € NU {0} esiste ed uguale all'espressione

- -n]

Calcolando la derivata della serie di potenza figlr) rispetto av ed introducendo la
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funzioney(z) = T'(z)/T'(z) otteniamo

" (n—k—1)! /2\2k—n
EEPES S0
1 & (—1)k(z/2)n+2k z T
+;k§::0 i 1) (21085 (ki +1) —w(k+n+1)| = ZJu(x)log
14 (n—k—1)! rx\2k-n
e ()

X 1)k P n+2k
1Y CR R W+ ) o),
k=0

dovez € [0,+00) e la prima sommatoria sparisce per= 0. Quest'espressione
conduce alle rappresentazioni asintotiche

2
flogf, r—0,n=0
You(z) ~ 7T(n - 1! (.T

—n
5) L r—0n=1,2-,

(3.8)

™
implicando cheY,,(z)| — 400 sex — 0.

c. Proprieta di ortogonalita. Dimostriamo il seguente.

Proposizione 3.1Pera, 5 > 0 cona + 3 > 0, Sianou; e uo zeri reali del’equazione

o, () + Bud, (1) = 0, (3.9
dover > —1. Allora
/1 : 0, , 13 # u3,
xJ, (1), (pez)de =< 1 1 v
0 §[JL(M1)]2 + 3 1— = ) L(m)? = po.
MY
(3.10)

Dimostrazione. ~ Sianouq, e € R. In virtu della (3.1), le funzioni, (u1z) e
J, (u2z) soddisfano le equazioni

% [m”)] + (u?m - V;) Jy () =0,

dJ,(p1z
dx
d [ dJ,(usx) 9 V2 _
o {xdx ] + (ugx - Ju(p2z) = 0.

Molteplichiamo la prima di queste equazioni pgr(uqz) € la seconda pef, (u1x),
poi sottraiamo termine a termine la prima dalla seconda ed integriamdoada Si
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ottiene

@ (1, (p2x) T, (@) — Ty ()., (1)) g

1
— () [ 2, (o) do (3.11)
0
Dalla (3.2) [Vedi anche la (3.6)] abbiamo per— 0

Jy(ux) = ﬁ (%)114—0(35142)7 pad),(px) = ﬁ (L;—x)u+0(g;V+2),

e percd
pady (o) J, () — powd, (ma)Jy (pex) = O(«**?), = —0*.

Quindi, grazie alla condizione > —1, il primo membro della (3.11) si annulla per
x = 0 e si ottiene

_ madu(p2)dy (1) — podu(pa)dy (p2)
- 2 2
Ky — K

1
/o xdy (p1z)J, (Hex) da . (3.12)

Se i1 e up sono zeri reali dell’equazione (3.9) dowes > 0ea + 3 > 0, il
determinante del sistema lineare

oty (p1) + Buad), (p1) = 0, ady (p2) + BuzJ, (p2) =0,

per(a, 8) si annulla, ci@ il numeratore della frazione nella (3.12) si annulla. Di con-
seguenza, sp? # u3, segue la propriétdi ortogonalid (cic, si annulla la parte a
sinistra della (3.12)).

Per dimostrare la (3.10) 38 = o, Si passi al limite pepio — p1 nella (3.12)
utilizzando la regola di De L'idpital:

/1 zJ,(px)® do = lim pady(p2) gy (1) = pady (1) Jy (12)
0 pa i K3 — 1

1

B [JL(M)]Q - T;Ju(m) [T, (1) + paJ)) (p)]

3 UL + 31 (1- ).

Abbiamo dimostrato la (3.10). a

d. Relazioni di ricorrenza. Sono valide le seguenti relazioni di ricorrenza:

(@) = Jyma(@) = ZJu(@) = =Jynr (@) + = (@), (3.13)
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Infatti, la prima formula (3.13) segue dalla (3.2):

T (@) = Jy-1(x)
N\ 2k+v—1 2k4+v—1
*;] {zr k+y+2f)+(k)+ 1) (5) ) (k:+(u)F)(k:+1)( ) ) ]
)k ket v
= —*Z r k+u+ F(k+1) (2)2 Y= —2 @)

In modo analogo si stabilisce la seconda formula (3.13).
Le formule (3.13) si possono riscrivere nella forma

d

%[ Yy (@)] = 2V Ty (z), - [Ty (2)] = =27V Jyqa(2).

In particolare, per = 0 si trova

Jo(x) = =Ji ().
Infine, sottraendo le formule (3.13), si ottiene ancora una relazione di ricorrenza:

Tyt (z) — %”Jy(a;) + 1 (z) = 0.

Per ragioni di linear# le funzioni di Bessel di seconda specie soddisfano alle stesse
formule di ricorrenza delle funzioni di Bessel di prima specie. In particolare

Y!(z) = Yy_1(z) — ng(aﬁ) = V1 (z) + ng(Jﬁ);

v

d v v d —v _ —v .
e ["Y, (2)] = 2"Y, -1 (z), e [27Y,(2)] = =2 "Y1 ();

Y5 (z) = =Yi(x);
2v
Y1(z) — ;Yu(x) +Y,_1(z) =0.
e. Zeri delle funzioni di Bessel Dimostriamo le seguenti propréetdegli zeri

dell’'equazione (3.9) per > —1. Perj = 0 quest’equazione definisce gli zeri delle
funzioni di Bessel.

Teorema 3.2 Gli zeri dell'equaziong3.9) perv > —1 sono reali, semplici, ad ecce-
zione, forse, dell®; questi zeri sono simmetricamente disposte rispetto all’origine e
non hanno punti di accumulazione.

Dimostrazione. Dalla (3.2), in viri del fatto chex, 8 e I'(§) sono reali, peg
reali, si ottieneJ, (z) = J,(T). Quindi

o, () + B, (7) = oty (1) + Bp), ().
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Per questa ragione, gee uno zero dell’equazione (3.9),& anche’esso uno suo zero.
Seu? # 72, applicando la formula (3.10) per, = p e uo = 7, Si arriva ad una
contraddizione:

1 1
0=/ ny(ux)Jl,(ﬁa:)dx:/ x|, (ux)|? da.

0 0

Cio significa cheu? = 72, cioé 1 € un numero reale o immaginario. Ma l'ultimo caso

non ha luogo, poiok, |n V|ru] della (3.2) e del fatto chB(¢) > 0 peré > 0 [Vedi la
(A.1)],sihape0 #acR

v o0

X i a—i—ﬁ?k—i—u) a\ 2k

Siccomep ™" [a], (1) + ﬁuJ{,(u)] e una funzione analitica di in tutto il piano
complesso, i suoi zeri non si possono accumulare ad un punto finito.

Dimostriamo la semplicit degli zeri. Siaug > 0 uno zero della (3.9) di moltepli-
cita2, in modo che

aJy,(po) + Buod, (o) =0,
2

a%mw+&nmw+mmwww=—ﬁ(mVj;)Lm@+a%m@:m

(3.14)
in virtt dell’equazione (3.1). Dalla (3.14) [cleun sistema di equazioni lineari per
J, (o) € J.,(110)] concludiamo che @Y, (o) = J3, (1) = 0, oppure byn® + §2(u3 —
v?) = 0. Il caso a)e impossibile grazie al teorema sull'uniitiella soluzione della
(3.1), poicle pg > 0 noné un punto singolare dell'’equazione (3.1). Dimostriamo che
& anche impossibile il caso b). Per realizzare il caso b) ci vdole 0 e (a/3) =
V% — p3, dovel < po < |v|. Sostituendo quest’equazione nella (3.14) si ottiene
2
2 14
[%%ﬂ:<2—QLWW,
Ho
il che, in virth della (3.10), porta all'uguaglianza contraddittoria

/01 a, (pow)? do = % {[Jl',(lio)]2 + (1 - :g) Jy(u0)2} —o.

Il teoremae stato dimostrato. O

In base al teorema dimostrato si possono numerare gli zeri dell’equazione (3.9),
disponendole in ordine crescente:

()

0< 1) <

< i W) <

< W3

Sev > 0, J, () si annulla per: = 0.
Scriviamo senza dimostrazione |'espressione asintotica per la funZidme:

2
Ju(x) =4/ — cos (a: - gy - Z) +0(z3/?), T — +o00. (3.15)
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Ne segue la formula approssimativa per gli zervd(x):

o3
ui)z%Jrgwrkw, k — +oo.

f. Problema agli autovalori per I'equazione di BesselSiarv > 0. Consideriamo
il problema al contorno

2
Lou=—(zu') + Y= Az, 0<z<l, (3.16)
x

u(z) = O(z"), x — 0; au(l) + Bu'(1) =0, (3.17)

dovey = min(v,1), « > 0,5 > 0, + 8 > 0. SiaM_, linsieme di tutte le
funzioniu € C2((0, 1]) che soddisfano le condizioni al contorno (3.17) e la condizione
z~Y2L,u € Ly(0,1). Questinsieme denso inL, (0, 1). Dalla definizione segue che
L,u € Ly(0,1) exu/(z) — 0 perz — 07 seu € My, . Non studiamo il dominio
(contenenteM ) su cui la chiusurd., dell’'operatorel, & autoaggiunta.

1

051

L L L L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.1: Le funzioni di Bessel,(z), v = 0,1,2. | grafici delle Jo(x), Ji(z) e
Jo(x) sono le rispettive curve continua, tratteggiata e punteggiata.

Dimostriamo ora che I'operatorg, € positivo. Infatti, nel prodotto scalare di
L»(0,1) sihaperw € My,

b luf?

1
Lyu,u) = —/ (xu)udz + 1/2/ dx
0 o T

1 1 2
= / x| |? de — [zu'a)l_y + 1/2/ ul® dx
0 o 7T

1 1,2
:/ x|u’|2dx+u2/ Mdx—l—g|u(1)\2 > 0.
0 o T g
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Di conseguenza, tutti gli autovalori dell’'operatafg sono non negativi. Affinok

A = 0 sia un autovalore dell'operatoie,, € necessario e sufficiente che= 0 ed

a = 0 [condizione di Neumann all’estremo = 1]; a quest’autovalore corrisponde

l'autofunzione costante. Gli autovalori sono anche semplice; questo fatto si dimostra

come per gli altri problemi di Sturm-Liouville con condizioni al contorno separate.
Ritorniamo al problema al contorno (3.16)-(3.17), dove 0 e tutti gli autovalori

A sono non negativi (conn = 0 se e solo s&# = « = 0). Discutiamo prima il

casoX > 0. In tal caso la (3.16¢ I'equazione differenziale con soluzione generale

clJV(\[\a:) + CQY,,(ﬁ ). Le sue uniche soluzioni che soddisfano la condizione

(3.17) perx — 0% sono i multipli della funzioneJ, (z). Questa soluzione soddisfa la

condizione (3.17) per = 1 se e solo se

al,(VX) + BVATL(VA) =0,

ciog, se e solo sg = /) & una radice dell’equazione (3.9). Enumerando questi

zeri da0 < u§"> < ,ug”) < ---, otteniamo gli autovalori (soltanto quelli diversi da
0) )\fc”) = [u,(;’)]Q e le corrispondenti autofunziomy(u,(c")x) (k = 1,2,---). Per

v = a = 0 si aggiunga I’autovalore\éo) = 0 con la corrispondente autofunzione
costante.

g. Problema al contorno hon omogeneo Supponiamo ché = 0 non sia un
autovalore dell’operatoré,,, cioe v > 0, oppurec > 0 perv = 0. Utilizzando il
metodo del paragrafo V.2, costruiamo la funzione di G@glr, y) dell’'operatorel,,.

Siav > 0. ll tal caso la (3.16) con. = 0 si riduce ad un’equazione di Eulero con
le soluzioni linearmente indipendentf e z~". La funzionev;(z) = z* soddisfa la
condizione (3.17) per — 07 e la funzione

_ v —«
ve(x) =ax” +x77, a= ,
2(2) + O+«

soddisfa la condizione (3.17) per= 1. Quindi, conformemente alla formula (2.11),
la funzioneg, (z,y) ha la forma

cx¥(ay’ +y77), 0<z<y<l1
Gu(wy) = { @0V V) v (3.18)
ey’ (ax” +277), 0<y<z<l1,

dovec, # 0 € un’opportuna costante.
Sianor = 0 eda > 0. In tal caso le funzionl eln(x) sono soluzioni linearmente
indipendenti dell'equaziongqu = 0. Percd vy (x) = 1, va(x) = —(8/a) + In(x)

Co —é—&—ln(y) , 0<z<y<l1
Go(,y) = 3 (3.19)
Co _a+1n(m) ) 0§y<l‘<1a

dovecy # 0 € un’opportuna costante.
La soluzione del problema al contorno

L= f(z), weMyg, feC((0,1), a2feLy0,1),
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€ unica eck espressa mediante la formula

1
- /0 G, () () dy. (3.20)

h. Completezza del sistema di funzioni di Besseln base ai risultati del sottopa-
ragrafo 3.f concludiamo che se= 0 noné un autovalore dell’operatorg,, il proble-
ma agli autovalori (3.16)-(3.1® equivalente a quello agli autovalori per I'equazione
integrale omogenea

z) = /\/0 G (z,y)yuly) dy, u € C([0,1]). (3.21)

Passando ad una nuova funzione incognita) = /z u(z), riduciamo I'equazione
integrale (3.21) alla forma equivalente

v(z) = A / VIO (@ yu) dy, v e C((0,1]). (3.22)

In virta delle (3.18) e (3.19), il nucleg/zy G, (x,y) # 0 & reale, continuo e sim-
metrico. Per questa ragione sigapplicare la teoria di Hilbert-Schmidt all’equa-

zione integrale (3.22). In particolare, esistono gli autova)ci‘r’i) e le autofunzioni

\/EJV(\/)\g’) z), k € N. Come I'abbiamo visto, gli autovaloﬁl,(c”) sono positivi
e semplici e quindi le autofunzioni sono ortogonalifin(0, 1). Inoltre, grazie alla

(3.10), si ha
) = 3]+ (- )

doveu,(:) = \/Afc”) & lo zero positivak-esimo della (3.9).

Teorema 3.3Seu € My, , la funzione/z u(x) pud essere sviluppata nella serie
uniformememente convergente

—(u ! (/;Lf) x))f. (3.23)

vy, " @)

Z dVE LG 2),  a) =

xT

Inoltre, sey/z u(x) € L2(0,1), risulta la serie (3.23), dove

2
1
Z ag/)J u,(cu) x)| dx=0.

lim
N—o0
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La dimostrazione di questo teoredanaloga a quella del Teorema 2.2.:5€
My, ne segue ché, u = f, dovef € C((0,1]) ex~/2 f € Ly(0,1). Inoltre, vale
la formula (3.20), cie

' fy)
zu(r) = Yy G, (z,y)—= dy.

Vi) = [ Vaaue )t By
Quindi/z u(x) appartiene al'immagine dell’'operatore integrale simmetrico sullo spa-
zio L3(0, 1) con nucleo/zy G, (x, y). Per il Teorema Il 4.1 (di Hilbert-Schmidt), que-
sta funzione pa essere sviluppata in una serie uniformemente convergente rispetto alle
autofunzioniy/z .J, (u\”) x).

Se, inveceA = 0 € un autovalore dell’'operatork, (cioe, perv = o« = 0), in

guesto case sufficiente considerare il problema al contorno

—(zu') + zu = (A + 1)zu, u(r) = O0(1), z — 07, u(l) = 0.

i. Altre funzioni cilindriche . Insieme con le funzioni di Bessé),(x), sono im-
portanti per le applicazioni altri tipi di funzioni cilindriche. Queste funzioni sono le
seguenti:

1. Le funzioni di Neumana le funzioni di Bessel di seconda specie

Jy(x) cos(vm) — J_,(z)

sin(v) ’ v¢z
V() =4 L [0(@) 4yn0Tu(2) I
T | v=n=002
(_l)nYn(_x)’ V=-—-n= _15_27"'

Spesso si vede la notaziong (z) invece diY, ().

2. Le funzioni di Hankel di prima specie
HV(z) = J, () +iY,(z)
e le funzioni di Hankel di seconda specie
H®(z) = J,(z) — i Y, ().
3. Le funzioni di Bessel di argomento immaginario
_ o —wmi)2 . . m mvi)2 77(1) (2
I(x)=e Jy(iz), K, (x) = 5e H," (ix).
Le funzioni I,,(z) si chiamano funzioni di Bessel modificate di prima specie

("modified Bessel functions of the first kind”) e le funzioRi, (z) si chiamano
funzioni di McDonald.
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Utilizzando I'espressione asintotica (3.15) pefx), si ottiene perr — +oco

HWY (z) = % e’(“ g” B % +O(z—3/?), (3.24)
H® (2) = \/Ze‘l(””‘ 7" 1) 0@, (3.25)
Y, (z) = \/z sin (& v %) FO(%?), (3.26)
L(@Afvg%gpf%oufw], (3.27)
1q4x)::vﬂ;;e—f[14—0(x—5]. (3.28)

Analogamente, utilizzando la (3.6), si ottiene per> 0

1 2% 1
V@) ~ 2l P~ 2wl
T 1 X 7'(:'[ xr

Yo(z) =~ — In = Ky(z) = 1n .

Troviamo ora le equazioni differenziali per le funzidpiz) e K, (x). Sostituendo
x — iz nella (3.1), otteniamo I'equazione differenziale

22 + aou’ — (22 + v*)u = 0. (3.29)

Dal Teorema 3.2 segue che per- —1 le funzioni di Bessel immaginarig, (z) e le
loro derivate prime non hanno zeri reali (con I'eccezione &i 0 sev > 0).

A Appendice: La Funzione Gamma

La funzione Gamma definita dall'integrale generalizzato assolutamente convergente
I'(z) = / e ttr L de, Rez >0, (A1)
0

dove la convergenza assoluta segue spezzando l'intervallo di integrazione in due, in
(0,1) edin(1, +o0). Infatti et >~ 1| < tRe==1 pert € (0,1) et*|e~*t*~1| — 0 se
t — 400 per ognia > 1. La funzionel e analitica nel semipiano destRe z > 0.

Dopo un’integrazione per parti si ottiene facilmente

I(z+1) =2I(z2), Rez > 0. (A.2)

Quest'identid pw essere utilizzata per definire la funzione Gamma altrove. Prima si
definisca la funzione Gamma nella striseid < Rez < 0dal(z) = I'(z + 1)/z,

poi nella striscia—2 < Rez < —1, ecc. Siccome il denominatore nell’'uguaglianza
I'(z) = I'(z + 1)/z si annulla perz = 0, risulta una funzione analitica nell'aperto
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C\ {0,—-1,—2,-3,---}. Negli puntiz = 0,—1,—2,--- la funzione Gamma ha dei
poli semplici.
Sihal'(1) = [;° e~"dt = 1. Utilizzando la (A.2) risulta
L(n+1)=nl, n=20,1,2,---. (A.3)

Un altro valore particolare della funzione Gamenquello per: = 1/2. Si ha
o0 oo 2
(=)= / 27t dt = 2/ e " du=r.
2 0 0
Utilizzando la (A.2) si ottiene

1. 1-3---(2n—1)

Dimostriamo ora la formula di duplicazione. He¢ z > 0 si ha
1 oo o0
25T (s + ) = / / e~ (40 (23/51)2:-14-1/2 gy
0 0

= 4/ / 67(0‘2+62)(2aﬂ)2271a dadp.
o Jo

Scambiandae e 5 e prendendo la media delle due espressioni che risultano, si ottiene
I'espressione i simmetrica

VI, n=0,1,2,---. (A.4)

e ("% (208)% (a + ) dadp3
_a [T @) gapp dBdo.
/0 /o e (2a5) (a+ B) dBda

Introducendo le nuove variabili = o + 82 ev = 203, si trova

1 e e
22271 ()2 4 =) = / v** 1 dv/ du
2 JO 0 Vvu—v

= 2/ e vyl dv/ e~ dw = /7T (22),
0 0

dovee stata applicata la formu]%(%) = /7. Dunque risulta la formula di duplicazio-
ne

222717 ()T (2 + %) = /7(22), (A.5)

valida per ogni # 0, -4, —1,-2, ...
Per0 < Rez < 1siha

r(z)r(l—z)z/ / e~ (5t g2 121 dsd.
0 0

Sostituenda: = s +t ev = t/s risulta

[e’e) [e%s) d d oo z—1
T(z)I(1 - z) :/ / euyr—1 L0 2/ .
o Jo I+w o 14w
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L'ultimo integrale si pw scrivere in un'altra forma [vedi E.C. Titchmarshheory of
Functions Oxford Univ. Press, London, 1939; p. 105], &io

™

T)Ir1-=2) = (A.6)

sin(nz)’

valida perz € C\ Z per I'unicita delle estensioni analitiche.
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