SEPARAZIONE DELLE VARIABILI

1. Trasformazioni Ortogonali. Sia u = (uj,us, u3) una trasformazione delle variabili
in R3, dove z = (z1, ®2, x3) sono le coordinate cartesiane, u; = u;j(x1,z2,23) (j = 1,2,3)
sono funzioni di classe C? e la matrice Jacobiana ¢ invertibile (per z in un aperto di R?).
La trasformazione si dice ortogonale se le righe della matrice Jacobiana
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sono ortogonali. In altre parole, la trasformazione si dice ortogonale se
3
0z 0x;
Yo A =0, k#L

Siccome J~! & la matrice Jacobiana della trasformazione inversa, risulta la sua ortogonaliti.

Ponendo
1/2

_ [~ (9 k=
hk_ Z 8—’U/k s =1,2,3,

=1

si vede facilmente che la matrice diag (1/hy,1/h2,1/h3) J & ortogonale (cioe, U™ = UT e
quindi det U € {—1,+1}). Dunque

‘ det J‘ = hlhghg.
Esempio: Coordinate Cilindriche: =z = rcosf, y = rsenf, z = z. dove r > 0,
0<60<2m,zeR. Allora h. =1, hg =71, h, = 1.
Esempio: Coordinate Sferiche: x = rsenpcosf, y = rsenysenf, z = rcos ¢, dove

r>0,p€l0,m],8€l0,2r). Allora h, =1, hy, =7, hg = rsen .

L’operatore di Laplace

si rappresenta nella seguente forma:

Ay = 1 0 ([ hohg 0 n 0 ([ hghy 09 . 0 (hihs 8@0)}
B h1h2h3 8U1 hl aul 81@ h2 8’U,2 8’&3 hg 8U3 '
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In coordinate cilindriche
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In coordinate sferiche
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Introducendo la nuova variabile & = cos¢ € [—1,1] (tale che dfé = —senpdp, 1 — 2 =
sen 2¢) otteniamo

a%p 2 O R )

Y
A =53 r%+r2(1—§2)692+r_28_g<( ‘“a—g)-

Sostituendo una funzione ¥ = (r,0) che non dipende da z nell’espressione per Ay in
coordinate cilindriche, si trova la formula per I'operatore di Laplace in coordinate polari:

2 2
0y 1(97,b+ 0y

A
Y= 87‘2 rr r2 962"

2. Separazione in Coordinate Polari. Consideriamo ’equazione delle onde
Ay + k> =
in due variabili (z,y) per k > 0 nel dominio
D:{(x,y):()g \/WgL},

dove L € (0, 400). Ponendo
P(r,0) = R(r)O(0),

dove R(r) e ©(f) sono funzioni di classe C? in r € (0,L) e # € R con O(0 + 27) = O(0),
o trova Ay, 1 [d*R  1dR 1
2
0_7+k _m[dﬂ rdr} d02 K
oppure
r2 [CF_R+1dR]+k2r2+LdZ_@:0
R(r) [dr?2 rd O(0) do? '

L’espressione precedente ¢ la somma costante di una funzione di  (che non dipende da 6)
ed una funzione di 0 (che non dipende da 7). Dunque i due termini devono essere costanti.

PROPOSIZIONE. Sia ©(0) una funzione di classe C%, non banale, tale che

1 d?6e

o~ C eO+m=60).



Allora C = m? per qualche m =0,1,2,--- ¢
costante, m =20
o(0) = {

costy cosmb + costosenmf, m=1,2,3,---.

Dimostrazione. Per C' < 0 si ha la soluzione generale
©(0) = c1 cosh(v—C) + casenh (v —-C).

Sostituendo O(0 + 27) = ©(0) e le formule d’addizione cosh(a + ) = coshacoshf +
senh asenh 3 e senh (o + ) = senh a cosh § 4 cosh asenh 3, risulta

¢1 cosh(fvV—C') + cesenh (v —C) = [cl cosh(2mv/ —C') + casenh (27v/ —C)] cosh(0v—C)
n [cl sinh(27v/—C) + ¢ cosh(27r\/—C)} senh (6v/—C),
dove 6 € (0,27) & arbitrario. Quindi

1 —cosh(2my/=C)  —senh (27v/=C) | [er] _ [0
[ —senh (2mv/—=C) 1 —cosh(27r\/j)} [62] [0} ’

implicando ¢; = ¢ = 0, poiche il determinante del sistema 2(1 — cosh(27v/—-C)) <
0. D’altra parte, per C > 0 troviamo la soluzione generale ©(0) = c; cos(0v/—C) +
cosen (0y/—C). Nella stessa maniera risulta il sistema

) i) (2] -1

con determinante 2(1 — cos(27v/C)). 11 determinante si annulla se e solo se C' = m? per
m € N. In tal caso tutti gli elementi della matrice si annullano e quindi le costanti c; e co
sono arbitrarie. Infine, per C' = 0 troviamo la soluzione generale ©(0) = ¢; + c26. In tal
caso O(0 + 2w) = ©(0) implica c; = 0. 1

: d?e :
Sostituendo ——— —— = —m? per m =0,1,2, - - -, otteniamo

6(0) do?
d’R 1dR N [k2 m?

con le condizioni al contorno R(07) finito e R(L) = 0. Se invece della condizione di Dirichlet
¥|sp = 0 si considera la condizione di Neumann g—:ﬂap = 0, risultano le condizioni al
contorno R(0") finito e R'(L) = 0.
Per k = 0 si trova I’equazione di Eulero 7>R"(r) 4+ rR'(r) — m?>R(r) = 0 con soluzione
generale
R(T):{cl—i-cﬂogr, m=20

cir"+cor ™, m=1,2,3,---.
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La condizione che R(0") sia finito, implica c; = 0. In tal caso R(L) # 0 per ogni L > 0,
eccetto nel caso banale ¢; = ¢o = 0. Quindi per £ = 0 non ci sono soluzioni non banali.
Purtroppo, se studiamo ’equazione delle onde con la condizione di Neumann, risulta la
soluzione non banale costante se m = 0; per m = 1,2,3,--- non ci sono soluzioni non
banali.

Per k > 0 si ponga p = kr. In tal caso risulta I’equazione di Bessel

d?R 1dR m?
dp? +pdp+< pz)R(p) !

Quest’equazione ha una singola soluzione linearmente indipendente limitata se p — 07.
Con un’opportuna normalizzazione questa soluzione si chiama J,,(p), la cosiddetta fun-
zione di Bessel di ordine m. Infatti J,,(p) ha le seguenti proprieta: (i) Jo(0) = 1,
J1(0) = J3(0) = --- = 0, (ii) Jm(p) — 0 se p = 400, e (iii) Jm(p) ha un numero in-
finito di zeri positivi: 0 < V1 < Ve < -+ Cid implica che R(L) = 0 se e solo se
kL = vp,, per qualche n € N. In altre parole, si trovano le autofrequenze k,,,, = Vyp/L
(m,n € N).
Infine otteniamo la soluzione generale

5.0 =S aonds (vonl) + 35 [amn 0870 + bynsenf] I (v )
T T;G/O 0(1/0 L) THZ:]-T; a cosm sen m (V L)

Se consideriamo la condizione di Neumann al posto di quella di Dirichlet, arriviamo alla
soluzione generale

%(r,0) = ago + Y aonJo (VOn%) + >
m=1

n=1

o0
r
nz::l [@n cOS MO + bypsenmb)] Jp, (ymn f) ,

dove 0 < V1 < Vo < --- sono gli zeri della derivata prima J,, (p) della funzione di Bessel
di ordine m. La spiegazione per il termine costante agg nello sviluppo per ¥ (r, ) & il fatto
che la funzione costante soddisfa ’equazione delle onde con la condizione di Neumann per
k=0.

3. Separazione in Coordinate Sferiche. Consideriamo I’equazione di Schrodinger

AY + B =V (V22 +y2 + 22)9

nelle variabili (z,y,z) per k > 0, dove il potenziale V' dipende soltanto dalla variabile
r=+/x2+y?+ 22). E compreso il caso dell’equazione delle onde (V = 0). Ponendo

¥(r,0,0) = R(r)S(0, ¢),

1 Perche gli zeri sono semplici?



dove R(r) e S(0, ¢) sono funzioni di classe C? in r € (0,4+00) e (0, ¢) € R x (0, ), si trova
facilmente

_AY e L [ER | 2dR
0= P Tk V_R(r) dr?2  rdr
1 1 928 1 9 oS 5
* r25(6, @) [sench 002 * sen ¢ D (SGHQO%)} TR V().
Quindi
1 028 1 0 oS
- N oS
sen2p 002 * sen @ dyp (Sen¢8w> Cs(6,¢)
e

dr2 ' r dr

@R 2dR ( C
-

dove C' & una costante.

L’equazione differenziale per S(6,¢) ha soltanto una soluzione non banale per certi
valori della costante C. Per tali valori di C' le funzioni S(6, ¢) sono multipli delle cosiddette
funzioni sferiche.

Consideriamo ora I’equazione per S(6, ¢). Ponendo

S(0,¢) =0(0)2(¢),
si trova

! ! d2@+ - L d senp— | +C =0
sen2p ©(0) d#2 () sen p dyp ('Odgo -

Come di solito,

1 d?e 9
— = —m ,
O(0) do?
dove m = 0,1,2,---. Utilizzando la trasformazione £ = cos ¢, X (§) = ®(arccos§), arrivi-

amo all’equazione differenziale

Quest’equazione si chiama 1’equazione per le funzioni associate di Legendre. Le sue
soluzioni non banali limitate se & — =+1 esistono soltanto per C = [(l + 1) dove | =
m,m+ 1,m+ 2,---. Nel caso particolare m = 0 si ottiene I’equazione di Legendre

d 2 dX -
(0= ) +irnxe©-o

dove I =0,1,2,---.



Ritorniamo all’equazione per R(r) con C' = [(l + 1):

d’R 2dR I(1+1)
W + ;E + k R(’I‘) = (V(T’) + 2 > R(T’),

dovem=—-I,—-l+1,---,1—2,1—1,1.

Nella meccanica quantistica il dominio dell’equazione originale & R3. Per descrivere
gli stati limite di una particella che si muove in un campo di potenziale V (), si richiede
che 9 € Ly(R3). Siccome dxdydz = r2sen o drdfdy = —r?drdfdé e lo sviluppo come
funzione di 6 & una serie di Fourier, risulta una condizione del tipo 7 (r) € L2(0,+00)
per 9 che dipende soltanto da r. Inoltre, 'andamento asintoto J,,(p) ~ cost,, p™ con
costante cost,, # 0 implica la condizione al contorno R(0") finito per I =0 e R(0") = 0
per [ =1,2,.... Lasciamo perdere i dettagli.

Nel caso dell’equazione delle onde [V (r) = 0] nel dominio D = {(z,y,2) : 0 <
Va2 +y?2+ 22 < L} richiediamo che R(0T) sia finito e che R(L) = 0 [condizione di
Dirichlet] oppure R'(L) = 0 [condizione di Neumann].

4. Polinomi di Legendre. Consideriamo lo sviluppo di Taylor della seguente formula

generatrice:
oo

1 _ l
T —lzszl(&)h,

dove P;(£) ¢ una funzione di £. Siccome la parte a sinistra & una funzione analitica di A nel
disco unitario per ciascun £ € [—1, 1], lo sviluppo di Taylor ¢ assolutamente convergente
per |h| < 1 e uniformemente convergente in h € [—c,c| (Ve € (0,1)) per ogni £ € [—1,1].
Calcolando la derivata rispetto ad h si ha

§—h — )i
(1—26h + h2)3/2 ~ lz:; thRi(E),

dove |h| <1 e ¢ € [—1,1]. Quindi
(€—h) i P(&ht = (1 —26h+ 1?) i LR P (8).
=0 =0
I coefficienti di k' nelle due parti dell’equazione sono uguali:
EP(E) — P—1(§) = (L + 1) Py (§) — 246P(8) + (I — 1) Pi—1(8)-
Abbiamo trovato la formula di ricorrenza,
20+ 1)ERE) = (1 + 1) Py (§) + £P-1(8),

dove Py(§) =1 e Pi(&) = & seguono direttamente dalla formula generatrice. La formula
di ricorrenza mostra che P;(£) & un polinomio di ¢ di grado £, di coefficiente principale
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201N
%, di valori P;(1) = 1 e P,(=1) = (=1)}, e con la proprieta |P;(¢)| < 1 per £ €

-1, 1] Quindi possiamo chiamarlo il polinomio di Legendre di grado £.
Un’altra definizione per il polinomio di Legendre & la cosiddetta formula di Rodrigues

l
RO = 55 (5¢) €%

che conduce ad un polinomio in £ di grado £.2 Partendo da una funzione f € C™([—1,1]),
si calcoli

[ son@a= gy [ (L) @

£=—1

dove 'espressione tra parentesi quadrate si annulla. Dopo £ integrazioni per parti si trova

[ ron©u=G0 [ e -1

Adesso ci ricordiamo che P,gl) (£) =0 se k < . Dunque f_ll P& )Py(§)dE=0se k<l ]e
quindi se k # £]. Siccome la derivata f-esima di P;(¢) & la costante (2£)!/(2"£!), otteniamo

/ B(&)st=(2—£),’(_”l/ (€2 1)tde =

. 2001 200 |, 2+1

o0
20 +1 .
In altre parole, ¢4/ T+ P, (5)} ¢ un insieme ortonormale in Ly[—1,1] tale che l'in-

1=0
sieme di tutte le sue combinazioni lineari finite ¢ esattamente I'insieme dei polinomi in .

Utilizzando la densita di C[—1,1] in Ly[—1,1] ed il teorema di Stone-Weierstrass, si vede
facilmente che questa successione ¢ una base ortonormale di Ly[—1,1].
I polinomi di Legendre soddisfano all’equazione differenziale

d% (1 =)F(9) = L+ DA(E).

Utilizzando questa equazione [piu la condizione iniziale P;(1) = 1] come definizione di P;(§)
si dimostra facilmente 1’ortogonalita delle funzioni P;(§).

2 L’equivalenza con la definizione precedente segue subito dall’espressione esplicita per

P;(§) che segue dalla formula di Rodrigues.



