V. SEPARAZIONE DELLE VARIABILI

1. Trasformazioni Ortogonali. Sia u = (ui,us,us) una trasformazione
delle variabili in R?, dove x = (21,2, 3) sono le coordinate cartesiane, u; =
u;(z1,22,23) (j = 1,2,3) sono funzioni di classe C? e la matrice Jacobiana &
invertibile (per x in un aperto di R?). La trasformazione si dice ortogonale se
le righe della matrice Jacobiana
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sono ortogonali. In altre parole, la trasformazione si dice ortogonale se
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Siccome J~! & la matrice Jacobiana della trasformazione inversa, risulta la sua
ortogonalita. Ponendo
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si vede facilmente che la matrice diag(1/h,1/he,1/hs)J & ortogonale (ciog,
U=!=UT e quindi det U € {—1,+1}). Dunque

| det J| = h1h2h3.
Esempio: Coordinate Cilindriche: x = rcosf, y = rsenf, z = z. dove
r>0,0<60<2m, zeR. Allorah,. =1, hg=7r, h, = 1.

Esempio: Coordinate Sferiche: z = rsenycosf, y = rsengsenf, z =
rcosp, dove r > 0, ¢ € [0,7], 8 € [0,27). Allora h, =1, hy, =1, hy = rsen .

L’operatore di Laplace
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si rappresenta nella seguente forma:
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In coordinate cilindriche
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In coordinate sferiche
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Introducendo la nuova variabile £ = cosp € [—1,1] (tale che d§é = —sendp,
1 — &2 = sen2y) otteniamo
0% 200 1 9y 10 o
: (a-e%).
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Sostituendo una funzione ¢ = v(r, ) che non dipende da z nell’espressione per
A1) in coordinate cilindriche, si trova la formula per I'operatore di Laplace in
coordinate polari:
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2. Separazione in Coordinate Polari. Consideriamo 1’equazione di Helm-
holtz
A+ E*p =0

in due variabili (z,y) per k > 0 nel dominio
D={(y 0Vt <L},
dove L € (0,+00). Ponendo

1/J(7"a 9) = R(T)@(Q),

dove R(r) e ©(0) sono funzioni di classe C? inr € (0,L) e § € R con ©(0+27) =
©(0), si trova
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L’espressione precedente ¢ la somma costante di una funzione di r (che non
dipende da 6) e una funzione di 6 (che non dipende da 7). Dunque i due termini
devono essere costanti.



Proposizione 1 Sia O(0) una funzione di classe C?, non banale, tale che

1 d?0e

Allora C = m? per qualche m = 0,1,2,--- ¢

0(9) = costante, m =20
) cost; cosmb + costy senmf, m=1,2,3,---.

Dimostrazione. Per C' < 0 si ha la soluzione generale
©(0) = ¢4 cosh(8v —C) + casenh (v —C).
Sostituendo ©(0 4+ 27) = O(0) e le formule d’addizione

cosh(a + ) = cosh a cosh 3 4 senh acsenh 3
senh (a + ) = senh v cosh 3 + cosh arsenh 3,

risulta
¢1 cosh(0v/—C) + epsenh (0v/—C)
= {cl cosh(2mv—C) + casenh (QW\/j)} cosh(8v—C)
+ [cl sinh(27vV=C) + ¢, COSh(Q?T\/j)] senh (6v/—C),
dove 6 € (0,2m) & arbitrario. Quindi

1 — cosh(2my/=C)  —senh (2rv=C) [ e | _[ 0
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implicando ¢; = ¢z = 0, poiche il determinante del sistema 2(1 —cosh(27y/—C"))
< 0. D’altra parte, per C' > 0 troviamo la soluzione generale

©(0) = c1 cos(0vV —C) + casen (v —C).
Nella stessa maniera risulta il sistema

Lo el ] 1]

con determinante 2(1 — cos(2rv/C)). Il determinante si annulla se e solo se
C = m? per m € N. In tal caso tutti gli elementi della matrice si annullano e
quindi le costanti ¢; e co sono arbitrarie. Infine, per C' = 0 troviamo la soluzione
generale ©(0) = ¢; + c20. In tal caso ©(0 + 27) = O(0) implica ¢y = 0. a



d’e

Sostituendo 0 0

=—m? per m=0,1,2,---, otteniamo
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con le condizioni al contorno R(0") finito e R(L) = 0. Se invece della condi-
zione di Dirichlet ©|sp = 0 si considera la condizione di Neumann g—ma[) =0,
risultano le condizioni al contorno R(0%") finito e R/(L) = 0.

Per k = 0 si trova 'equazione di Eulero r2R”(r) +rR'(r) — m?R(r) = 0 con
soluzione generale

c1 + cologr, m=0
R(T.) = m —m —
cr’™ +cr™™, m=1,2,3,---.

La condizione che R(0") sia finito, implica co = 0. In tal caso R(L) # 0 per
ogni L > 0, eccetto nel caso banale ¢; = ¢o = 0. Quindi per £ = 0 non ci sono
soluzioni non banali. Purtroppo, se studiamo 1’equazione di Helmholtz con la
condizione di Neumann, risulta la soluzione non banale costante se m = 0; per
m =1,2,3,--- non ci sono soluzioni non banali.

Per k£ > 0 si ponga p = kr. In tal caso risulta ’equazione di Bessel

d’R 1dR m?
i Ik N
dp*> ~ pdp (
Quest’equazione ha una singola soluzione linearmente indipendente limitata se
p — 0%. Con un’opportuna normalizzazione questa soluzione si chiama J,(p),
la cosiddetta funzione di Bessel di ordine m. Infatti J,,,(p) ha le seguenti pro-
prieta: (i) Jo(0) =1, J1(0) = J2(0) = --- = 0, (ii) Jn(p) — 0 se p — +o0,
(iii) Jn(p) ha un numero infinito di zeri positivi: 0 < vy < Ve < ---.1 Cid
implica che R(L) = 0 se e solo se kL = vy, per qualche n € N. In altre parole,
si trovano le autofrequenze k., = Vpn /L (m,n € N).
Infine otteniamo la soluzione generale

P(r,8) = ,;1 aonJo (V()n%) + Z Z [@mn cOS MO + bppsen mb| Jp, (an%) )

m=1n=1

Se consideriamo la condizione di Neumann al posto di quella di Dirichlet, arri-
viamo alla soluzione generale

Y(r,0) = apo + i aonJo (1/0,11)

n=1 L
+ Z Z [@mn cos MO + bypsenm] Jp, (an%) ,
m=1n=1

IPerche gli zeri sono semplici?



dove 0 < V1 < Vma < - -+ sono gli zeri della derivata prima J/ (p) della funzione
di Bessel di ordine m. La spiegazione per il termine costante agg nello sviluppo
per ¥(r,0) ¢ il fatto che la funzione costante soddisfa I’equazione di Helmholtz
con la condizione di Neumann per k& = 0.

3. Separazione in Coordinate Sferiche. Consideriamo 'equazione di

Schrodinger
A+ k2 = V(a2 +y? + 22)¢

nelle variabili (z,y,z) per k& > 0, dove il potenziale V' dipende soltanto dalla

variabile r = /22 + 42 + 22). E compreso il caso dell’equazione di Helmholtz
(V =0). Ponendo

'1/1(7“7 0, 90) = R(T)S(@, 90)’
dove R(r) e S(f, ¢) sono funzioni di classe C% in r € (0, 4+00) e (6, ¢) € Rx (0, 7),
si trova facilmente
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Quindi
1 9%8 1 0

oS
sen 2 062 + sen ¢ o (semp&p) =—C5(6,¢)

d? 2d
Tr]j + ;cT]j + (k2 - TC> R(r) =V (r)R(r),
dove C' ¢ una costante.

L’equazione differenziale per S(6, @) ha soltanto una soluzione non banale
per certi valori della costante C'. Per tali valori di C' le funzioni S(6, ) sono
multipli delle cosiddette funzioni sferiche.

Consideriamo ora ’equazione per S(6, ¢). Ponendo

5(8,¢) = 0(0)2(y),

si trova
1 1 d2®Jr 1 1 d o dd L C=0
- S npY— = (.
sen2p O(0) do?2  D(p)senp dp dego

Come di solito,

1 d?6 9
= ———
©(0) dh?
dove m = 0,1,2,---. Utilizzando la trasformazione X () = ®(arccosf), £ =

cos p arriviamo all’equazione differenziale

£(0-0%) (o= Z2) o



Quest’equazione si chiama ’equazione per le funzioni associate di Legendre. Le
sue soluzioni non banali limitate se £ — %1 esistono soltanto per C' = [(I + 1)
dove l =m,m+1,m+ 2,---. Nel caso particolare m = 0 si ottiene ’equazione
di Legendre

d (<1 - 52)dX> LI D)X =0,

dg dg
dovel=0,1,2,---.
Ritorniamo all’equazione per R(r) con C' = [(I 4 1):
d*R 2dR (l+1)
W + ;5 +k R(T) = (V(’I") + 2 R(T),

dove m=—-l,—l+1,---,1—21—1,1.

Nella meccanica quantistica il dominio dell’equazione originale & R®. Per
descrivere gli stati limite di una particella che si muove in un campo di poten-
ziale V(r), si richiede che ¥ € Lo(R3). Siccome dxdydz = r?sen p drdfdy =
—r2 drdfd¢ e lo sviluppo come funzione di @ & una serie di Fourier, risulta una
condizione del tipo ri)(r) € La(0,+00) per ¢ che dipende soltanto da r. Inol-
tre, 'andamento asintoto J,,(p) ~ cost,, p™ con costante cost,, # 0 implica la
condizione al contorno R(0T) finito per I = 0 e R(0T) = 0 per | = 1,2,---.
Lasciamo perdere i dettagli.

Nel caso dell’equazione di Helmholtz [V (r) = 0] nel dominio D = {(z,y, 2) :
0 < 22+ y?+ 22 < L} richiediamo che R(0") sia finito e che R(L) = 0
[condizione di Dirichlet] oppure R'(L) = 0 [condizione di Neumann].



