
Equazionidifferenziali:TeoriaeEsercizi

Una equazionedifferenzialedel primo ordine può esprimirsisinteticamente
conla scrittura ���������
	��
����� (1)

dove ���
	��
��� è unafunzioneassegnatadelle duevariabili 	 ed � , aventeper do-
minio un sottoinsiemedel piano ����� . Una funzione ��������	�� , per brevità di
notazione����	�� nelseguito,èdettasoluzionedella(1) odanchesuointegrale, sela
soddisfa identicamente,e cioèseperogni 	 neldominiodi ����	�� risulta���
�
	��������
	��
����	����� 

Si può dimostrare,sotto ipotesi puramentequalitative per �!��	��
��� che qui
non stiamoa specificare,che esisteed è unico un integrale ����	�� soddisfacente
all’assegnatacondizioneiniziale ���
	#"�������"$ (2)

Ovvero, con linguaggiogeometrico:i grafici delle soluzioninon si intersecano
mai tra loro, e tuttavia la loro unionenel pianocartesianoesaurisceil dominiodi�!��	��
��� .

Tale comportamentodelle soluzioni è beneesemplificatodalle seguentidue
equazioniperla precisione: ���%�'&(�
	�� (3)

con la condizioneiniziale (2), essendo&)��	�� un’assegnatafunzionecontinua,che
hapersoluzioneunica ����	��*���+"�,.-0//21 &)�435�76839� (4)
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edinoltre l’equazione,con : realefissato:� � � : � (5)

conla condizioneiniziale (2), chehapersoluzioneunica����	��*�'��"<;>=@? /BAC/ 1�D  (6)

Senzale condizioneiniziale (2) troviamoper l’equazione(3) la famigliadi solu-
zioni �E�F-�&)�G3H�7683�,.IH� (4� )
dove l’integraleindefinitostaqui perunaqualsiasiprimitivadi &(�
	�� , eperl’equa-
zione(5) la famigliadi soluzioni �J��IK; = /  (6� )
Le formule risolutive (4� ) e (6� ) contengonounacostanterealearbitraria I chesi
può determinareunivocamentesottola condizioneiniziale (2).

Non è possibileesprimerein manieraaltrettantosemplicela formula risolu-
tiva per la genericaequazione(1); qui di seguito ci limitiamo a considerarealtre
equazioniparticolarichesi integranosemplicemente.

1 L’equazionelineare

Incominciamocol considerarel’ equazionelineare������LM�
	��N�O,0P���	���� (7)

chegeneralizzacontemporaneamentela (3) e la (5); LM��	�� e P7�
	�� sonoduefunzioni
assegnate,definitecontinuein un intervallo aperto.

Mostriamocomel’integrazionedella(7) possasempreridursial calcolodi una
funzioneprimitiva. A talescopo,consideriamoinnanzitutto il casoin cui P7�
	�� è
identicamentenulla: � � �QLM��	��#�R (8)
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L’integralegeneraledella (8), chevienedettaequazioneomogeneaassociata
alla (7), è datoda �E�FI�;TS�U$?WV D@X V�� con IZY � � (9)

comesi verificadirettamente.Infatti, la (8) può esserescrittanellaformaequiva-
lente 669	O[]\O^ ����	�� ^ ��LM�
	��� 
Le funzioni in (9) nonsonocertosoluzionidella(7) tuttavia, si riescea soddisfa-
re la (7) variandola costantearbitraria I , ossiasostituendoa questain (9) una
funzioneI_�
	�� dadeterminarsi.Infatti, ponendo�E�FI_�
	���;TS U$?WV D@X V � (10)

calcolando ���%��I��
��	��N;TS U$?`V D@X V ,.Ia��	��
LM��	��N;TS UT?WV DNX V
esostituendonella(7), otteniamoI<�b��	��N;TS U$?`V D�X V ,.Ia��	��
LM��	��N;TS U$?`V D@X V ��Ia��	���LR��	���;TS UT?WV D�X V ,0P���	��� 
Semplificandoe risolvendorispettoa I � ��	�� abbiamoI<���FP7�
	���; A S U$?WV D@X V �
equindi Ia��c���� - P��bdZ��; A S U$?WV D@X V76ed�,0fg�
dacui, sostituendonella(10),si deduceinfine�E��;TS U$?WV D@X Vih - P7��di�N; A SHj UT?WV D�X V 6CdQ,.fZkl (11)

La (11),con fmY � , rappresental’integralegeneraledella(7) si vedesubitoinfatti
che,assegnataunaqualsiasicondizioneiniziale (2), si riescea trovare f in modo

3



che la funzionein (11) la soddisfi. Infatti, la soluzioneunicadella (7) sotto la
condizioneiniziale (2) è datada����	��*��; Sann 1 U$?WV D@X V h - // 1 P7��di��; A SHjn 1 U$?WV D@X V 6Cd0,���"�kl (11� )

A titolo d’esempio,consideriamol’equazione���7�o	#�p,Q	� 
Incominciamocol calcolare ;TS V X V ��; /rqNsut �
cheesprimeun integraledell’omogeneaassociata.Sostituendo�v��Ia��	���; /rqwsut
otteniamodopounasemplificazionedell’equazioneI����o	N; AC/ q sut  
Quindi Ia��	��*�yxz; AC/ q sut ,.fl� ����	����{x}|~,.fg; / q sut  
La soluzioneunicasottola condizioneiniziale (2) è datada����	��*�yxg|~,��b��"�,�|T��; ? / q AC/ q1 D sut cioè f{������"�,'|H��; AC/ q1 sut  

Un altroesempiòe il problemaai valori iniziali (oppure:problemadi Cauchy)���%� : ��,��R��	���� ����	#"��*���+"> 
Osserviamodapprimache ��� ; = / è una soluzionedell’omogeneaassociata.
Ponendo�J�FIa��	��N; = / , troviamoI � ��	�����; A = / �R��	���� I_�
	#"����F; A = / 1 ��"$ 
Finalmentesi trova la soluzioneunica���
	��*��; =@? /BAC/ 1�D ��"�, - // 1 ; =@? /BA V D �R�G3H�7683
perqualunquefunzionecontinua�M�
	�� .
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2 L’equazionea variabili separabili

Consideriamol’ equazioneautonoma(consecondomembroindipendenteda 	 )� � �F�M������� (12)

dovesupponiamoche �R�b��� abbiaderivatalimitata;1 taleipotesigarantisceesisten-
zaedunicitàdell’integralesoddisfacenteadunaassegnatacondizioneiniziale.

Osserviamoinnanzi tutto che se �+" è uno zero di �R�b��� , allora la funzione
costante���y��" soddisfa ovviamentela (12); abbiamodunquegli integrali parti-
colari �E�F��">� perogni ��" con �R�b��"��*���% (13)

Supponiamo,tantoper fissarele idee,che �M����� sia definita in tutto � e che
l’insieme dei suoi zeri sia costitutoda un numerofinito di punti �(���
� t �$ > $ (�
���con �(����� t �� $ $ ������ . L’assedelle � nerestaalloradiviso in � ,�| intervalli:� �*���#xZ���
�(�#��� � t �����(���
� t ���$ $ $ �� � �g������� A ���
���_��� � �T���*����������,l�o���
mentregli � integrali particolari ��� �(���$ $ > (�
��� ��� delimitano nel piano
cartesianole � ,�| regioni� ��	��
���~Y � t}� 	�Y � �
��Y �
�$� � �p�{|9�$ $ > �� � ,�|9 

Seora ���
	�� è un integralediversodai precedenti,il suograficononpotrà in-
tersecarenessunadelle � rette �������<�$ $ $ (�@������� e risulter̀a quindi totalmente
contenutoin unadelle regioni predette.Nel corrispondenteintervallo

�
�
la fun-

zione �M����� risultao semprestrettamentepositiva,o semprestrettamentenegativa
(altrimenti.

Dunqueancheil segnodelladerivata�������R�����
	��@�
1La condizioneche �8�r�b� abbiala derivatalimitata,èessenzialeperl’esistenzadi unasoluzione

unicadella (12) con la condizioneiniziale ���r�
�@�R �¡ . Infatti, l’equazioneautonoma�_¢7 '£¤K�C¥b¦ £
conla condizioneiniziale (2) hale soluzioni���r�b�� Q§ ¡H¨ �)©!ª« �2��¬�ª�� £ ¦ ¤ ¨'�)­!ª
perciascunª�­!�
� .
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sar̀ao semprepositivo,o semprenegativo. Seneconcludeche ����	�� èunafunzione
monotona,o strettamentecrescente,o strettamentedecrescente,a secondadel
segnodi �M����� in

�
�
. Pùo alloradefinirsi l’inversafunzionale,chescriveremocon

notazioneabbreviata 	K�b��� ; anch’essarisultastrettamentecrescente,o strettamente
decrescente,continuaederivabilenelpunto ���
	�� conderivata|� � �
	�� � |�R�b���  
Pertrovare 	K�b��� baster̀adunqueintegrarel’equazione	w�7� |�M����� �
cheèdel tipo (3) con � variabileindipendente;si ottienepercìo	*� - 6e��R�b��� ,.IH (14)

La (14), risolta rispettoad � , esprimecongiuntamentealla (13) tutti gli integrali
della (12). Seguedalla (13) e dalla (14) chese ����	�� è unasoluzionedella (12),
allora anchela funzionetraslata���
	®xFI>� è soluzione,per ogni possibilescelta
dellacostanteI .

Permeglio chiarireil significatodella formula risolutiva ottenuta,supponia-
mo di voler determinarela soluzione���
	�� soddisfacentealla condizioneiniziale����	#"<�z���+" . Se ��" coincideconunodei valori ���<�
� t �$ $ $ )�
��� allora la soluzione
cercatàe semplicemente������" . Seinvece ��"}Y �@� , perun certoindice � , inco-
minciamocol ragionaresulla funzioneinversa	K�b��� , percui risulta 	K�b��"��®�y	#" ; in
basealla (14)quest’ultimafunzionepuò esprimirsinell’intervallo

�
�
	*� -.¯¯ 1

6e°�R�b°%� ,Q	#"T (15)

La (15), risolta rispettoad � , forniscela soluzione���
	�� cercata.Supponia-
mo in particolareche il dato iniziale �+" appartengaall’intervallo limitato

�@� ���� � A �<�
� � � , �!�±|9��²8�$ $ $ �� � ; tale intervallo sar̀a ancheil dominiodi definizionedi	K���)� . Seinoltre �R�b���~³o� in
�
�

, allorasi ha[]´¶µ¯K·�¯@¸w¹_ºb» 	K�b���*�mxz��� [¶´]µ¯K·�¯@¸ ¹ 	K�b������,l�� (16)
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Tornandoalla ���
	�� , senededucecheil suodominioè l’intero assereale,con[¶´]µ/ · ��¼ ���
	��*��� � � []´¶µ/ · A ¼ ����	������ � A �� 
Se invecenell’intervallo limitato

�
� � �b� � A �
�
� � � risulta �R�b���.� � , gli stessi
ragionamentimostranoche[¶´]µ/ · ��¼ ���
	��*��� � A ��� []´¶µ/ · A ¼ ����	��*��� �  

La formula(15) consenteunafacileanalisidellesoluzioniancheal variaredi� negli intervalli
� �*���#xZ���
�(��� , � �T���*�������%��,l�o� . Si osserviin particolarechei

valori di []´¶µ¯K· ��¼ 	K����� e [¶´]µ¯K· A ¼ 	K�b��� sonolimitati, nel casoesistel’integralegenera-

lizzatodi |H½9�R�b��� in un intornodi ,g� e xz� , rispettivamente;il dominiodi ����	��
si riducedi conseguenzaadunintervallo limitato superiormenteodinferiormente.
Ciò è beneevidenziatodallasempliceequazione������� t
chehapersoluzioni �v��� e	*� - 6C�� t ,.I¾�{x |� ,.I
nelleregioni �¿³o� ed �¿�o� . Ad esempio,l’integralesoddisfacentela condizione
iniziale ���b�e�*����"À³o� si ottienedallarelazione	�� - ¯¯ 1

6C°° t � |��" x |� �
cherisoltarispettoad � dà ����	��*� ��"|¾xÁ	#��"  
Il dominiodi talesoluzionèe l’intervallo �#xZ���$|T½a��"<� .

Osserviamoin conclusionecheragionamentianaloghiai precedentipossono
ripetersiperil casoin cui l’insiemedegli zeridi �M����� contengaunnumeroinfinito
di punti,edanchequandoil dominiodi �R�b��� si riduceadun intervallo aperto.

Un’equazionepiù generaledella(12), cheancorasi può ricondurreal calcolo
di unaprimitiva,è l’ equazionea variabili separabili���7�o&)��	��@�R���)��� (17)
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dove &(�
	�� èunafunzionecontinua,mentre�M����� si supponederivabileconderivata

limitata. Scrivendola derivata � � con notazione
6C�6e	 , e moltiplicandoper 69	 e

dividendoper �M����� i duemembridella(17),si ottienel’identità formale6C��R�b��� �'&)��	��769	
cheintegratadà l’identità effettiva- 6C��M����� � - &(�
	��769	(,0I5 (18)

Questàela formularisolutivadella(17),apattodi tenercontoanchedegli integrali
particolari �v����" , perogni �+" con �M����"����F� , edi intenderela (18)risoltarispetto
ad � negli intervalli in cui �R�b���EÂ�Ã� . Perdedurrel’unicit à dellasoluzionedella
(17) conla condizioneiniziale (2), si supponeche �R���)� abbiala derivatalimitata
nelsuodominio.

3 Equazioni lineari del secondoordine a coefficienti
costanti

Finoadoraabbiamotrattatoesclusivamenteequazionidel primo ordine;possono
considerarsiancheequazionidi ordine ² , in cui la derivataseconda� � � compare
espressain funzionedi 	 , � ed � � , epiù in generaleequazionidifferenzialidi ordine� , del tipo � ? � D �����
	��
�R�
���¶�$ > $ (�
� ? � A � D �� (19)

Sotto ipotesi qualitative per � , esisteed è unico un integrale ����	�� della (19)
soddisfacentealle assegnatecondizioniiniziali����	#"����'�+">� � � �
	#"��Ä�'�(���$ $ $ ��@� ? � A � D �
	#"����F��� A �< (20)

Diciamo integrale generale di un’equazionedi ordine � un’espressionedelleso-
luzioni del tipo �v�����
	��<IT�<�$ $ $ (�
I��9���
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contenente� costantiarbitrarieche,opportunamenteparticolarizzate,permettono
di soddisfarele (20). Daesempio,l’equazionedifferenziale� ? � D ��� hal’integrale
generale ���
	��*��I$��,0I t 	R,.I�Å@	 t ,� $ > H,.I<�a	 � A � �
e le costantiI$���$ $ $ )�<I�� si possonoricavareunivocamentedalle(20).

Ci limitiamo qui a considerareun casoparticolarissimo,maassaiimportante
nelleapplicazioni:le equazionidel secondoordinelineari a coefficienti costanti� � � ,0Æe� � ,.Ç��v����� (21)

dove Æ e Ç sonocostantireali.
Seguechese �(�K�
	�� e � t �
	�� sonoduesoluzionidell’equazione(21),alloraÈ��
	�����IT�N�(�K�
	���,.I t � t ��	�� (22)

neèancorasoluzione,perogni valoredellecostantiI$� e I t .Due suoi soluzioni si trovanofacilmenteprovandoa soddisfare l’equazione
con �J��;$É / � (23)

doveci riserviamodi fissarein seguito il valoredi Ê .
Dalla (23) segue ���%� Ê ;$É / � ��� ��� Ê t ;$É / �

e percìo, sostituendonell’equazione(21) e dividendodal fattorenon nullo ; É / ,
avremol’ equazionecaratteristicaÊ t ,.Æ Ê ,0Ç®���� (24)

Seneconcludechese Ê è sceltain modochela (24) siasoddisfatta,la funzione
(23) è soluzionedella(21).

Supponiamoinizialmente Æ t x�ËeÇQ³Ì� ; allora l’equazionecaratteristicaha
dueradici reali e distinte, Ê �wÍ t ���NxÎÆgÏ�Ð Æ t xQËeÇ���½9² , e l’integralegeneralepuò
esprimersi �v�FI$��;$É º / ,.I t ;$É q /  (25)
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Seinvecerisulta Æ t xoËeÇE�Ñ� , e quindi l’equazionecaratteristicaha unaradice
realedoppia Ê �{xzÆ8½9² , si verificasubitochel’equazionedifferenziale(21),oltre
adammetterel’integraleparticolare���*�F; É / , ammetteanchel’altro� t �'	N;$É /  
Infatti, la sostituzione�v�F; É / ° trasformal’equazionedifferenzialenell’equazione° � � �F� , chehala soluzionegenerale°Ò�FI$�%,ÓI t 	 . Quindi l’integralegeneralepuò
esprimersi �E��IT��;$É / ,.I t 	N;$É /  (26)

OccupiamociinfinedelcasoÆ t xÔËeÇz��� , in cui le radicidell’equazionecaratteri-
sticasonocomplesseconiugate:Ê �0L�Ï�Õ4P , conLv�yx Æ ² Y � � Pl� |² Ð ËeÇ�x�Æ t ³o�� (27)

Sostituendo�v�F°8; U / arriviamoall’equazionedifferenziale°e� �a,�P t °O���� (28)

La soluzionegeneraledella(28) è datada°Ò��IT�%Ö>×_ØH�bPH	���,.I t sen�bPH	��� (29)

Quindi l’integralegeneraledell’equazionedifferenzialeoriginalepuò esprimersi°Ò��IT�N; U / Ö>×_ØH�bPH	���,.I t ; U / sen�bPH	��� (30)

4 Equazioni differ enziali: Applicazioni

1. Decadimentoradioatti vo. Se indichiamocon Ù ��	�� il numerodi nuclei ra-
dioattivi presential tempo 	 e con Lz69	 il numerodei nuclei disintegrati in un
periodopiccolo 69	 , avremoÙ � �
	����mxÄL Ù ��	���� 	�³���� (31)

dove la funzione Ù ��	�� dovrà esseredeterminatarisolvendol’equazione(31). Si
trovi Ù �
	���� Ù �4�9��; A U / �
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dove Ù �4�e� è il numerodi nucleiradioattivi iniziale.
2. Dinamica delle popolazioni. Uno dei primi modelli della dinamicadelle
popolazionisi deveaMalthus[”An EssayonthePrincipleof Population”,1798].
Sottol’ipotesi chela popolazionecrescada : 69	 in ogni periodopiccolo 69	 , si ha
l’equazionedifferenziale ���%� : ���
	���� 	~³o�%�
dove ����	�� è il numerodegli individui al tempo	 . Si trova la soluzione���
	��*�����4�e�N; = / �
dove ���4�9� è il numerodegli individui al tempoiniziale. Purtroppola cosidetta
leggedi Malthusvalesoltantoperintervalli limitati di tempo.

Verhulst(1837)hapropostounamodificaal modellodi Malthus,tenendocon-
to dellacarenzaprogressivadellerisorseal cresceredellapopolazione.Supponia-
mo cheesistaun valoremassimoÚ , dettopopolazionedi equilibrio, superatoil
qualele risorsenonsianopiù sufficienti per la sopravvivenzadi tutti, e la popo-
lazionetendadi conseguenzaa diminuire. Seil tassodi crescitaè proporzionale
alla quantit̀adi risorseancoradisponibili, troviamol’equazionelogistica���
��	�����ÛÓ����	��ÀÜ)|¾x ���
	��Ú Ý �
dove ���4�9�~³o� è la popolazioneal tempoinizialee ÛÞ³�� . Si trova la soluzione����	���� Ú ���4�9����b�e�>ß`|®x�; A%à�/Bá , Ú ; A8â@/ �
equindi ���
	���ã Ú se 	�ã ,l� .
3. Cir cuiti elettrici . Consideriamoun circuito elettrico constituitoda una re-
sistenzaä , un’induttanzaå , e un condensatoredi capacit̀a f , a cui sia appli-
catauna forza elettromotricevariabile æ �
	�� . Se indichiamocon ����	�� la carica
del condensatore(e quindi da � � �
	�� la correntenel circuito), si ha l’equazione
differenziale å ��� ����	���, ä ���a, |f ����	��*� æ ��	��� (32)

Cercandounasoluzionedell’equazioneomogeneadel tipo���
	��*�FçZ;>èêé / �
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troviamol’equazionecaratteristica

å�ë t , äÎë , |f ���� 
Se ì � ä t xQË�� å ½_f}��³�� , si trova la soluzionedecrescente����	�����; A%í�sutwîa/*ï cost `�N; /2ð�sutwî , cost t ; AC/2ð�sutwî8ñ  
Se ì � ä t xQË�� å ½_f}����� , si trova la soluzioneoscillante����	��*�Fçz; A%í�sutwîa/ Ö>×_ØH�@�
	 Ð x ì ½9² å ��,.ò��� 
In particolarese ä �F� , si ha���
	��Ä�'ç�Ö>×9ØT�@��	 Ð x ì ½9² å ��,.ò����
dove ç è l’ampiezzae ò è la fase.Se ä t xóË�� å ½_f}�Ä��� , si trova la soluzione����	��*��; A%í�sutwî ß cost 2��, cost t 	 á  
5 Esercizi

Equazioni Separabili del tipo � � �o&)��	��N�
1. � � ,��E�F� ;
2. � � xóË_�E��� ;
3. � � ,Q	 t �E��� ;
4. � � x'����½5	��*��� per 	�³�� ;
5. � � ���#|¾xÁ	 t � A � sut � ;

6. � � � ô 	�x0²	 t x0²5	�x�õ � per xZ²p��	~��Ë ;
7. � � � ²5	�,'|	 t x0²5	�xo| per 	��F| ;
8. � � ��� [¶\ 	��#� per 	~³o� ;
9. � � ,.²a�E��� , ���4�e�*�'Ë ;

10. � � ������½9²9� , ���G²9�*�mxg| ;
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11. � � � 		 t ,�Ë_	�x�ö � , ���b�e�*�m| ;
12. � � ,Q	K� [¶\ �G²5	����N�v��� , ���N|T½9²9�*�F� ;
13. � � , Ð |�,�²5	8�v��� , ���bËC���m|T� ;
14. � � � |	K�#|¾xÁ	�� � , ���N|H½5ËC���m| .

Equazioni Lineari del Primo Ordine

15. � � ,.²a�E�o	 ;
16. � � xó�v� sen�4²5	�� ;
17. � � ,.²5	#�E�'Ë_	 ;
18. 	 t � � ,Q	#�p,'|Z��� ;
19. 	#� � xóË_�E��	(, ô 	 t ;
20. � � ,F� cotg 	��#�E� ô sen	�ÖK×9Ø7	 ;
21. 	#� � , |[¶\ 	 �E�y| per 	�³o� ;
22. � � � |ÖK×9Ø7	 � , ����÷M½5ËC�*���#|H½ Ð ²_� ;
23. � � , ^ 	 ^ ����� , ���b�e���FË ;
24. � � ,��E��²H	R,�ö , ���4�e�*�'Ë ;
25. � � ,�Ë9�E��ø sen�G²5	�� , ���b�e���mx ô ½9ö ;
26. � � x�²5�p,.; tu/ ��� , ���b�e����² ;
27. � � x�²5�E��	 t ; tu/ , ���b�e�*��² ;
28. � � x�²H	#��xó	���� , ���4�e���m| ;
29. ; ¯ � � ,0; ¯ ��Ë sen	 , ���b�e�*�F� (Consiglio:Sia °p�F; ¯ );
30. �
	 t ,�|H�#� � x0²H	#�E�'	 t ,�| , ���#|H�*�'÷ ;

31. � � x'� tg 	��N�E�F; sen/ , �Ò�.	~��÷M½9² , ���#|H�*��� ;
32. � � ,.²5	#�E��; AC/rq , ���b�e���m| ;
33. � � x�²5�E��	 t , ���b�e�*��² ;
34. � � ,F�G²a��½5	������bÖ>×_Ø7	��@½5	 t , ����÷R�*�F� , 	~³�� ;
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35. � � , ô �E��øa	 ;
36. � � xó�v�FËe; tu/ ;
37. � � x'�4²a��½5	��*� sen	 ;
38. � � x 		 t ,�| �E�y| ;
39. � � x'� tg 	��N�E�y| ;
40. � � ,F�b��½5	��*��²¾,F�N|H½5	 t � .

Equazioni separabili

41. � � ���
	 t ½a��� ;
42. � � ��	 t Ð ��½7�N|�,Q	 t � ;
43. � � ��; / � ¯ ;
44. � � � 	�xó	#� t��,�	 t � ;

45. 	#� � �F� t x ô ��,�² ;
46. � � � 	(,�|��ù�,�| ;
47. � � ��	N; / ½��G²a��� ;
48. � � �m|T½7� tg 	�ÖK×9Ø t ��� ;
49. 	 t �+� � �F�!x�| ;
50. � � � []\ 	�ÖK×9Ø��	 sen²a� ;

51. � � ��� sen	��@½5� , ���b�e�*�mxg| ;
52. � � ��	 t ; A ¯ , ���b�e�*��² ;
53. � � �m|¾xó� t , ���b�e�*�F� ;
54. � � ����� t ,����@½5	 , ���#|H�*�yxg| ;
55. � � � ô 	 t ,�²²��b�úxo|H� , ���b�e�*�mxg| ;
56. � � � Ð |¾xó� t , ����÷M½9²_�*�F� ;
57. 	 t � � x |² ÖK×9Ø+²a�v� |² , ���N|T�*��÷M½aË ;
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58. � � ��	#� ù Ð |�, ô 	 t , ���#|H�*�yxg| ;
59. � � �mx ô � ù s Å sen	 , ����÷R½9²9�����#|H½_õe� ;
60. � � , Ë9�|®xó	 t ��� , ���4²9����û .

Equazioni Lineari Omogeneedel SecondoOrdine

61. � � � ,.öa� � ,�ø_����� ;
62. � � � x�|T�_� � ,�²9ö5�E�F� ;
63. � � � ,.²a� � ,�öa����� ;
64. � � � xQ²a� � ,�öa�v��� ;
65. � � � , ô � � xo|T�_�v�F� ;
66. � � � ,0û_�E��� .
67. � � � xÁ� � x0²5�E�F� ;
68. � � � xÁË9�E��� ;
69. � � � xQ²a� � ,0�E�F� ;
70. � � � ,.öa� � ,.Ë9����� ;
71. � � � �F� ;
72. � � � ,.²a� � ,�öa����� ;
73. � � � ,�Ë9�E��� ;
74. � � � ,��E��� ;
75. � � � ,�� � xóË9�E�F� ;
76. � � � ,��E��� ;
77. � � � xÁ� � x0²5�E�F� , ���b�e�*�F� , � � �4�e�*�y| ;
78. � � � xÁË9�E��� , ���4�e�*�m| , � � �4�9�Ä�F² ;
79. � � � xQ²a� � ,0�E�F� , ���4�e�*�y| , � � �b�e���F� ;
80. � � � ,.öa� � ,.Ë9����� , ���b�e���m| , � � �4�e���{| ;
81. � � � ,�Ë9�E��� , ����÷M�*��� , � � �
÷M�*�m| ;
82. � � � ,��E��� , ����÷M½_ø9�*�F� , � � �
÷M½_øe�*��� .
83. � � � xÁ�J�F� ;
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84. � � � ,0û_�E��� ;
85. � � � xQüa� � ,�|H²a�v�F� ;
86. � � � xÁË9�E��� ;
87. � � � ,�Ë9�E��� .
88. � � � xÁ�J�F� , ���b�e�*�y| , � � �4�e���F² ;
89. � � � ,0û_�E��� , ���4�e�*��� , � � �b�e�*�m| .
90. � � � , ë t �E��� , ���4�e�*�'� � �4�9�*��� .
91. � � � ,�Ë9� � ,F| ô �v��� ;
92. � � � , ô � � ,�²a����� ;
93. � � � ,�Ë9� � ,�öa����� ;
94. Ë_� � � ,�|H²a� � ,0û_�E�F� ;
95. ô � � � ,�| ô � � ,�Ë9�E�F� ;
96. � � � ,0I�� � ,��E�F� , I¾��²%�<�% W²%�
�� ê�_�e² ;
97. ô � � � ,�|H²a����� ;
98. Ë_� � � , ô ø_����� ;
99. � � � ,Q÷ t �v��� ;

100. � � � ,��E��� .
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