Equazionidifferenziali: Teoriae Esercizi

Una equaziondifferenzialedel primo ordine pud esprimirsisinteticamente
conla scrittura

u' = F(t,u), (1)

dove F'(t,u) e unafunzioneassgnatadelle duevariabili ¢ ed u, aventeper do-
minio un sottoinsiemedel pianoR x R. Unafunzioneu = f(t), perbrevita di
notazioneu(t) nelseuito, € dettasoluzionedella(1) od anchesuointegrale, sela
soddistidenticamentee cioe seperognit neldominiodi f(t) risulta

U (t) = F(t, u(t)).

Si pud dimostrare,sotto ipotesi puramentequalitatve per F'(¢,u) che qui
non stiamoa specificare che esisteed & unico un integrale u(¢) soddisfacente
all’assegnatacondizionaniziale

Ovvero, con linguaggiogeometrico:i grafici delle soluzioninon si intersecano
maitraloro, e tuttavia la loro unionenel pianocartesianesauriscél dominiodi
F(t,u).

Tale comportamentalelle soluzionié beneesemplificatadalle seguentidue
equazionperla precisione:

u' = g(t) (3)

conla condizioneiniziale (2), essendg(t) un’assgnatafunzionecontinua,che
hapersoluzioneunica

u(t) = up + /t g(s) ds, (4)

to



edinoltre 'equazioneconr realefissato:
u =ru (5)
conla condizioneiniziale (2), chehapersoluzioneunica
u(t) = uge" 1), (6)

Senzde condizioneiniziale (2) troviamo perl’equazione(3) la famigliadi solu-
zioni

u= /g(s) ds+c, 4)

dove l'integraleindefinito staqui perunaqualsiasprimitivadi g(¢), e perl'equa-
zione(5) la famigliadi soluzioni

u = ce". (6)

Le formulerisolutive (4') e (6') contengonainacostanteaealearbitrariac chesi
puo determinarainivocamentesottola condizioneniziale (2).

Non & possibileesprimerein manieraaltrettantosemplicela formula risolu-
tivaperla genericaequaziondl); qui di seguito ci limitiamo a considerarealtre
equazionparticolarichesi integranosemplicemente.

1 L’equazionelineare

Incominciamocol considerard equaziondineare

u' = p(t)u + q(t), (7)

chegeneralizzaontemporaneamenie (3) ela (5); p(t) e ¢(t) sonoduefunzioni
ass@nate definitecontinuein unintervallo aperto.

Mostriamocomel'integrazionedella(7) possasempreidursial calcolodi una
funzioneprimitiva. A tale scopo,consideriamannanzituttoil casoin cuig(t) €
identicamenteulla:

W = p(t)u. ®)



L'integralegeneralalella(8), chevienedettaequazionedmajeneaassociata
alla (7), e datoda

u=cel PP conceR, (9)

comesi verificadirettamentelnfatti, la (8) pud esserescrittanellaformaequva-
lente

& Infu(n)] = o).

Le funzioniin (9) nonsonocertosoluzionidella(7) tuttavia, si riescea soddisa-
re la (7) variandola costantearbitraria ¢, ossiasostituenda questan (9) una
funzionec(t) dadeterminarsilnfatti, ponendo

u=c(t)el P, (10)
calcolando
u' = (t)el PO 4 c(t)p(t)ed P s
e sostituendmella(7), otteniamo
(1) 4 c(Op(t)e 7 = clt)p(t)el " + (1)
Semplificandee risolvendorispettoa ¢’ (t) abbiamo
= q(t)e_fp(s) ds.

e quindi
c(z) = /q(w)e‘f”(s)ds dw + C,
dacui, sostituendmella(10), si deducenfine
u = el P ds [/ q(w)e 1" PO gy 4 O] (11)

La(11),conC € R, rappresenttintegralegeneralalella(7) sivedesubitoinfatti
che,assgnataunaqualsiasicondizioneniziale (2), si riesceatrovareC in modo



chela funzionein (11) la soddisfi. Infatti, la soluzioneunicadella (7) sottola
condizioneniziale (2) e datada

t
u(t) = el o) [/ g(w)e” T PO duy 4 g . (117)
to

A titolo d’esempioconsideriamd’equazione
' =tu+t.
Incominciamocol calcolare
el sds — et2/2’
cheesprimeun integraledell’omogeneassociataSostituendo
u=c(t)e’’?
otteniamodopounasemplificazionalell’equazione
¢ =te /2,
Quindi
ct)=—e TP +C, ut)=—-1+Ce'
La soluzioneunicasottola condizioneniziale (2) e datada
u(t) = —1+ (ug 4+ 1)e%/2  ciod C = (up + 1)e %/
Un altroesempiceil problemaai valoriiniziali (oppure:problemadi Cauchy)
u' =ru+ h(t), u(te) = uo.

Osserviamodapprimache u = €™ & una soluzionedel’omogeneaassociata.
Ponenda; = ¢(t)e", troviamo

d(t) =e "h(t), c(ty) =e ug.

Finalmentesi trovala soluzioneunica
t

u(t) = ety +/ e"n(s) ds

to

perqualunqudunzionecontinuah(t).



2 L’equazioneavariabili separabili
Consideriamd’ equazioneautonoma/consecondanembroindipendentalat)
u' = h(u), (12)

dove supponiamaheh(u) abbiaderivatalimitata;* taleipotesigarantiscesisten-
zaedunicitadell'integralesoddisficentead unaassgnatacondizioneiniziale.

Osserviamannanzi tutto che se u, € uno zerodi h(u), allorala funzione
costantes = uy soddish ovviamentela (12); abbiamodunquegli integrali parti-
colari

u = ug, perogniugconh(uy) = 0. (13)

Supponiamotanto per fissarele idee,che h(u) siadefinitain tutto R e che
I'insieme dei suoi zeri sia costitutoda un numerofinito di punti uy, us, ... , Uy
conu; < us < ... < u,. L'assedelleu nerestaalloradivisoin n + 1 intervalli:

11 = (_OO,Ul), 12 = (ulauQ)a L ’In = (un—laun); In+1 = (un,+OO),

mentregli n integrali particolariv = wu,...,u = u, delimitanonel piano
cartesiande n + 1 regioni

{tu)eR:teRuel}, j=1,...,n+1.

Seorau(t) & unintegralediversodai precedentijl suograficononpotrain-
tersecaraessunalellen retteu = u,,... ,u = u, e risultera quindi totalmente
contenutoin unadelle regioni predette.Nel corrispondenténtervallo ; la fun-
zioneh(u) risultao semprestrettamentgositiva, 0 semprestrettament@egativa
(altrimenti.

Dunqueancheil segnodelladerivata

!La condizionecheh(t) abbiala derivatalimitata, & essenzial@er|'esistenzadi unasoluzione
unicadella(12) conla condizioneiniziale u(t,) = 0. Infatti, 'equazioneautonomau’ = 2u!/?
conla condizioneniziale (2) hale soluzioni

perciascurc > tg.



sak 0 sempreositivo, 0 semprenegativo. Seneconcludechew(t) €unafunzione
monotona,o strettamenteerescentep strettamentelecrescentea secondadel
segnodi h(u) in I;. Puw alloradefinirsil'in versafunzionale,chescriveremocon
notazioneabbreiatat(u); anch’essaisultastrettamenterescenteg strettamente
decrescenteontinuae derivabile nel puntou(t) conderivata

1 1

u'(t)  h(u)

Pertrovaret(u) basted dunqueintegrarel’equazione

#=—

1
h(u)
cheedeltipo (3) conu variabileindipendentesi ottienepercid

du

La (14), risoltarispettoad u, esprimecongiuntamentalla (13) tutti gli integrali
della(12). Seguedalla(13) e dalla (14) chesewu(t) € unasoluzionedella (12),
allora anchela funzionetraslatau(t — ¢) & soluzione,per ogni possibilescelta
dellacostanter.

Permgglio chiarireil significatodellaformularisolutiva ottenuta,supponia-
mo di voler determinarda soluzioneu(t) soddisbcentealla condizioneiniziale
u(to) = ug. Sewuy coincideconunodeivalori uy, us, . .. ,u, allorala soluzione
cercatae semplicemente = u,. Seinveceu, € I;, perun certoindice j, inco-
minciamocol ragionaresullafunzioneinversat(u), percuirisultat(ug) = to; in
basealla (14) quest'ultimafunzionepuo esprimirsinell’intervallo I;

Y odv

La (15), risolta rispettoad u, forniscela soluzioneu(t) cercata. Supponia-
mo in particolarecheil datoiniziale u, appartengall’intervallo limitato I; =
(uj—1,u;),j = 1,2,...,n; taleintervallo sa& ancheil dominiodi definizionedi
t(u). Seinoltre h(u) > 0in I;, allorasiha

lim t(u) = —o0, lim t(u)= +o0. (16)

u—uj_1+ u—u;~



Tornandaalla«(t), senededucecheil suodominioé l'intero assereale,con

tlgf—noo u(t) = uj, tllr—noo u(t) = w1
Seinvecenellintervallo limitato I; = (u;_1,u,) risulta h(u) < 0, gli stessi
ragionamentmostranache
tlgf—noo u(t) = w1, tllr—noo u(t) = uj-
La formula(15) consentainafacile analisidelle soluzioniancheal variaredi
u nagli intenvalli I; = (—o0, u1), Int1 = (un, +00). Siosservin particolarechei
valoridi lim ¢(u) e lim ¢(u) sonolimitati, nel casoesistel'integralegenera-
U——0oQ

u—>+00
lizzatodi 1/h(u) in unintornodi +oo e —oo, rispettvamentejl dominiodi u(t)
siriducedi consguenzadunintervallo limitato superiormented inferiormente.
Cio e beneevidenziatodallasempliceequazione

! 2

u =u
chehapersoluzioniu = 0 e
du 1
t= [ 5+tc=—+c
u u

nelleregioniu > 0 edu < 0. Ad esempiol’integralesoddisbcentda condizione
iniziale u(0) = uo > 0 si ottienedallarelazione

“dv 1 1

L T W
cherisoltarispettoadu da

Ug
1o tug

u(t)

Il dominiodi tale soluzioneg I'intervallo (—oo, 1/uy).

Osserviaman conclusionecheragionamentanaloghiai precedentpossono
ripetersiperil casoin cuil'insiemedegli zeridi h(u) contengain numeroinfinito
di punti,edanchequandal dominiodi h(u) si riduceadunintervallo aperto.

Un’equazionepiu generalalella(12), cheancorasi pud ricondurreal calcolo
di unaprimitiva, &I’ equazione variabili sepaabili

o' = g(t)h(u), (17)



dove g(t) €unafunzionecontinuamentreh(u) sisupponalerivabileconderivata

limitata. Scrivendola derivatau’ con notazmned—?, e moltiplicandoper dt e
dividendoperh(u) i duemembridella(17), si ottienel'identita formale

cheintegratadal'identita effettiva

/% :/g(t) dt + c. (18)

Questaelaformularisolutivadella(17),apattodi tenercontoanchedegli integrali
particolariu = ug, perogniu, conh(ug) = 0, ediintenderda (18)risoltarispetto
adu negli intervalli in cui h(u) # 0. Perdedurrel’unicita della soluzionedella
(17) conla condizioneiniziale (2), si supponeche h(u) abbiala derivatalimitata
nelsuodominio.

3 Equazionilineari del secondoordine a coefficienti
costanti

Fino ad oraabbiamarattatoesclusvamentesquazionidel primo ordine;possono
considerarsancheequazionidi ordine2, in cui la derivataseconda:” compare
espressan funzionedi ¢, v edu’, e piuin generaleequaziondifferenzialidi ordine
n, deltipo

u™ = F(t,u,o, ... u™D). (19)

Sotto ipotesi qualitatve per F', esisteed & unico un integrale u(t) della (19)
soddisfacentalle assgnatecondizioniiniziali

u(te) = ug, u'(to) =uq,... ,u("fl)(to) = Up_1- (20)

Diciamointegrale genemle di un’equazioneli ordinen un’espressionéelle so-
luzioni deltipo

u= f(t,c1,...,¢n),



contenente: costantiarbitrarieche,opportunamentparticolarizzatepermettono
di soddisarele (20). Daesempiol'equazionedifferenzialeu™ = 0 hal'integrale
generale

u(t) = ¢ + cot + e3t® + ...+ et

ele costanticy, . . . , ¢, Sipossonaicavareunivocamentalalle (20).
Ci limitiamo qui a considerarain casoparticolarissimomaassaiimportante
nelleapplicazioni:le equazionidel secondmrdinelineari a coeficienti costanti

v +au' +bu =0, (22)

dovea e b sonocostantireali.
Seuecheseu; (t) euy(t) sonoduesoluzionidell’equaziong21), allora

z(t) = cruq (t) + coua(t) (22)

ne e ancorasoluzione perognivaloredelle costantic; € c,.
Due suoi soluzioni si trovano facilmenteprovandoa soddisare 'equazione
con

u=e, (23)

dove ci riserviamodi fissarein seguitoil valoredi A.
Dalla(23) sggue

u = )\e)\t, U = /\26)‘t,

e percd, sostituendmell’equaziong21) e dividendodal fattorenon nullo e,
avremol’ equazionesaratteristica

M 4rad+b=0. (24)

Seneconcludechese \ € sceltain modochela (24) siasoddisétta,la funzione
(23) e soluzionedella(21).

Supponiamadnizialmentea? — 4b > 0; allora'equazionecaratteristiceha
dueradicireali e distinte, A\, » = (—a £ va? — 4b)/2, e l'integralegeneraleuo
esprimersi

u = ceMt + cpett (25)



Seinvecerisultaa? — 4b = 0, e quindi 'equazionecaratteristicaha unaradice
realedoppia\ = —a/2, siverificasubitochel'equazionedifferenziale(21), oltre
adammettered’integraleparticolareu; = e**, ammetteanche’altro

Uy = te.

Infatti, la sostituziona: = e*v trasforma’equazionadifferenzialenell’equazione
v" = 0, chehala soluzionegenerale) = ¢, + cot. Quindil'integralegeneraleuo
esprimersi

u = e + cyte. (26)

Occupiamocinfinedel casoa? — 4b < 0, in cui le radici dell’equazionecaratteri-
sticasonocomplesse&oniugate:\ = p + ig, con

1
p:—gER, q=5Vib—a’>0. (27)

Sostituenda: = ve?* arriviamoall’equazionedifferenziale
v" + ¢*v = 0. (28)
La soluzionegeneralalella(28) e datada
v = ¢y cos(qt) + cosen(qt). (29)
Quindil'integralegeneralaedell’equaziondifferenzialeoriginalepuo esprimersi

v = c1eP’ cos(qt) + caeP'sen(qt). (30)

4 Equazioni differ enziali: Applicazioni

1. Decadimentoradioattivo. Seindichiamocon N(¢) il humerodi nucleira-
dioattivi presential tempot e con pdt il numerodei nuclei disintegrati in un
periodopiccolodt, avremo

N'(t) = —pN(1), t>0, (31)

dove la funzione N (t) dovra esseredeterminataisolvendol’equazione(31). Si
trovi

N(t) = N(0)e *,
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dove N(0) &il numerodi nucleiradioattvi iniziale.

2. Dinamica delle popolazioni. Uno dei primi modelli della dinamicadelle
popolazionisi deve a Malthus[’An Essayonthe Principleof Population”,1798].
Sottol'ipotesi chela popolazionecrescadar dt in ogni periodopiccolodt, si ha
'equazionedifferenziale

u' =ru(t), t>0,
dove u(t) il numerodegli individui al tempot. Sitrovala soluzione
u(t) = u(0)e"™,

dove »(0) eil numerodegli individui al tempoiniziale. Purtroppola cosidetta
leggedi Malthusvale soltantoperintervalli limitati di tempo.
Verhulst(1837)hapropostaunamodificaal modellodi Malthus,tenendaon-
to dellacarenzgrogressiadellerisorseal cresceralellapopolazione Supponia-
mo cheesistaun valore massimoF, dettopopolazionedi equilibrio, superatal
gualele risorsenon sianopiu sufficienti per la sopravivenzadi tutti, e la popo-
lazionetendadi consguenzaa diminuire. Seil tassodi crescitagé proporzionale
allaquantitidi risorseancoradisponibili, troviamol’equaziondogistica

U (t) = Ku(t) (1 - %) ,

doveu(0) > 0 &la popolazioneal tempoinizialee K > 0. Sitrovala soluzione

B Eu(0)
u(t) = u(0)[1 — e~ K] + Ee~kt’

equindiu(t) — E set — +oo.

3. Circuiti elettrici. Consideriamaun circuito elettrico constituitoda unare-
sistenzaR, un’induttanzal, e un condensatoreli capacid C, a cui sia appli-
cataunaforza elettromotricevariabile V (¢). Seindichiamocon u(t) la carica
del condensatorée quindi da «/(¢) la correntenel circuito), si ha 'equazione
differenziale

1
Lu"(t) + Ru' + au(t) =V(1). (32)
Cercandaunasoluzionedell’equazioneomogenealel tipo

u(t) = Ae™*,

11



troviamol’'equazionecaratteristica

Lw® 4+ Rw + é =0.
SeA = R? — 4(L/C) > 0, sitrovala soluzionedecrescente
u(t) = e /2 [cost,e!®/2E 4 costye4/2E]
SeA = R? — 4(L/C) < 0, sitrovala soluzioneoscillante
u(t) = Ae B2 cos((tv/—A/2L) + ).
In particolarese R = 0, si ha
u(t) = Acos((tV=A/2L) + ¢),
dove A él'ampiezzae p elafase.SeR* — 4(L/C) = 0, sitrovala soluzione

u(t) = e ®/L [cost, + cost,t].

5 Esercizi

Equazioni Separabili del tipo v’ = g(t)u

1. v +u=0;

2. u —4u = 0;

3. U +2u=0;

4. u' — (u/t) = 0 pert > 0;

5. u' = (1 —12)72y;
3t—2

6. u' = mu per—2 <t <4,
2t+1

7. UI = ﬁ pert < 1,

8. u' = (Int)u pert > 0;
9. u'+2u=0,u(0) =4;
10. v’ = (u/2),u(2) = —1;

12



4

12. v’ + t(In(2t))u = 0, u(1/2) = 0;
13. v’ + 1+ 2tu =0, u(4) = 10;
1

14. v' = M _t)u, u(1/4) = 1.

Equazioni Lineari del Primo Ordine

15. v’ +2u =t;

16. u' — u = sen(2t);

17. v + 2ty = 4¢;

18. t*u' +tu+1=0;

19. tu' — 4u =t + 3t

20. v’ + (cotgt)u = 3sent cost;

1
21. tu' + ﬁu =1 pert > 0;
n

1
22.u' = il u(r/4) = (1/v/2);
23. u' + |tlu = 0, u(0) = 4;
24. u' +u =2t +5,u(0) = 4;
25. v’ + 4u = 6 sen(2t), u(0) = —3/5;
26. u' — 2u +e* = 0,u(0) = 2;
27. v — 2u = t%e*, u(0) = 2;
28. v — 2tu —t =0, u(0) = 1;
29. e"u' + e* = 4sent, u(0) = 0 (Consiglio: Siav = e*);
30. (12 + ' —2tu =2+ 1,u(l) =7
31. v — (tgt)u = 5™, 0 < ¢t < 7/2,u(1) = 0;
32. ' + 2ty = et u(0) =1;
33. v —2u =, u(0) = 2;
34. v + (2u/t) = (cost)/t?, u(n) = 0,t > 0;

13



35.
36.
37.

38.

39. u
40.

u' + 3u = 6t;
u —u = 4e?t;

u' — (2u/t) = sent;

u' — t =1,
Pl
— (tgt)u =

u' + (u/t) =2+ (1/t2).

Equazioni separabili

41. o' = (t2/u);
42. u' = *\/u/(1 + t%);
43. u' = ettY;
44. ' = ﬂ;
u+ t?u
45. tu' = u? — 3u + 2;
46. u' = i;
ut+1
47. v = te'/(2u);
48. v’ = 1/(tgt cos? u);
49. t2uu' = u — 1;
50. o — lntcosu;
tsen2u
51. o' (sent)/u u(0) = —1;
52. ' = % (0) =2
53. o' =1 — 2, u(0) = 0
54. v = (u? +u)/t,u( )=—1;
2
55. u' = %, u(0) = —1;

56.
S7.

u' = V1 —u? u(r/2) = 0;

1 1
t2u’ — 5 08 2u = 3 u(l) = 7/4;

14



58.
59.

60.

v = tutv/1+ 312, u(l) = —1;
u' = —3u*3sent, u(r/2) = (1/8);
4qu

u’+1_t2:0,u(2):9.

Equazioni Lineari Omogeneedel SecondoOrdine

61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
77.
78.
79.
80.
81.
82.
83.

u” + 5u' + 6u = 0;
u" — 10u’ + 25u = 0;
u” + 2u' + 5u = 0;
u" —2u' + 5u = 0;
u" + 3u’ — 10u = 0;
u” 4+ 9u = 0.

u" —u' —2u=0;

u" — 4y = 0;

v —2u' 4+ u=0;

u" + 5u' + 4u = 0;

u" = 0;

u" 4+ 2u' 4+ 5u = 0;

u" 4+ 4u = 0;

u' +u=0;

" +u — 4y = 0;

" +u=0;

u" —u' —2u=0,u(0)=0,u'(0) =1,

u" —4u = 0,u(0) =1, 4'(0) = 2;

u" —2u' +u=0,u(0) =1,u(0) =0;
u" 4+ 5u' +4u =0, u(0) = 1,4'(0) =1,
u" +4u =0, u(n) =0, (1) = 1;

v +u=0,u(r/6)=0,u(r/6) = 0.

v —u=0;
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84.
85.
86.
87.
88.
89.
90.
91.
92.
93.
94.
95.
96.
97.
98.
99.
100.

u" +9u = 0;

u" —Tu 4+ 12u = 0;

u" — 4y = 0;

u" + 4u = 0.

v —u=0,u(0)=1,4(0) =2;
u" +9u =0, u(0) =0, u/(0) = 1.
u" + w?u =0, u(0) = /(0) = 0.
u" + 4u' + 13u = 0;

u" + 3u' + 2u = 0;

u" + 4u' + 5u = 0;

4u" + 12u' 4+ 9u = 0;

3u”" 4+ 13u' + 4u = 0;

u"+cu' +u=0,c=2,0.2,0.002;
3u” + 12u = 0;

4u" 4 36u = 0;

u" + 7% = 0;

u" +u=0.
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