Fondamenti di Fisica Matematica: Secondo parziale
16.12.2013

Cognome € NOME: ......utiuit i, Matricola: .........

es.1 | es.2 | es.3 | esd | es.bh | somma

7 7 10 6 6 30

Voto: es.14-es.2+es.3+max(es.4,es.5)

1. Discutere la risoluzione numerica, mediante il metodo delle differenze
finite, del seguente problema differenziale:

Pu_ ot ou
o2 Ox2 ox’
WL =1 u(ht)=2 u(e.0)=1@+2), B(r0)=4

1<z <4, t207

Discutere le caratteristiche del sistema lineare ottenuto.

2. Discutere la risoluzione numerica, mediante il metodo degli elementi
finiti, del seguente problema differenziale:

0
8—?:—(xu')’+x2u—x2, t>0,1<z<3,
u(l,t) =0, u(3,t) =0, u(z,0) = z.

Discutere le caratteristiche del sistema lineare ottenuto.

3. Discutere la risoluzione numerica, mediante il metodo degli elementi
finiti, del seguente problema differenziale:

V- ([2*+ ¥’ ]Vu) +ayu=f,  (z,y) € 2= (1,3) x (L,5),
ulgg = 0.
Discutere le caratteristiche del sistema lineare ottenuto.

Si potra far iniziare la discussione partendo dalla seguente formulazione
variazionale: Trovare u € HJ () tale che per ogni p € Hj(Q)

//Q [[#* + y*]Vu - Vi + zyup| dedy = //Q fodxdy.



4. Per risolvere I'equazione 2% = w nel piano complesso per w # 0, ponia-

mo z=ax+iy e w = u-+iv per x,y,u,v € R e scriviamo z?> = w nella

forma
f T\ ar (22 —y*—uw) (0
y) \ 2zy—v ) \0)°

Indicare come si risolve tale equazione mediante il metodo di Newton,
specificando la scelta iniziale (xg, o) che garantisce la convergenza.

5. Applicare il metodo di Newton per calcolare gli zeri 1, 2, 3 dell’equazio-
ne
2 — 62+ 1lr — 6= (v —1)(x —2)(z — 3) = 0.

Discutere, per il calcolo di ciascuno dei tre zeri, lo schema di itera-
zione, la scelta di xy che garantisce la convergenza, e la velocita della
convergenza.



SOLUZIONTI:

1. Siano h =3/(n+1), k =T/(m+ 1), z; = 1 +ih, t; = jk. Secondo lo
schema dei sette punti si ha:

i1 — 2U5 + Ugj1 |:Ui+1,j+1 — 22U 1+ Uit 41 n Ui 1,j—1 — 2Ujj—1 + Ui1,j—1

k2 — 2 12 h2
3 | Wit1,41 T Ui—1,541 i Uit1,5—1 — Ui—1,5-1
2 2h 2h ’
dove A
UO,j = 1, Un+1,j = 2, uw = %(1’Z + 2) =1 + %
Inoltre,
(-1,5+1) (,j+1) (i+1,j+1)
® @ @
® (i)
® @ L
ou 5 [ 0*u
ou U — 2u;0 +ui—1p Uit1,0 — Ui—1,0
~ w4k | = | (z;,0) + L2 | L0 & AU Rl X ’
i + [at}@’ )+3 { B oh
th
:1+§+4k—%k2.

Spostando tutti i termini non omogeni a destra e gli altri termini a
sinistra, si ha:

1 1 1 3 1 3
72t b = \ g T g ) Wietan — \ 572 ~ ) Witie = bij+1,



dove b; j+1 e nota (peri = 1,2,...,n). Tale equazione ¢ da risolvere suc-
cessivamente per 7 = 1,2,...,m. La matrice del sistema lineare e tri-
diagonale con elementi diagonali positivi. Tale matrice e strettamente
diagonalmente dominante se

3

0< — < —

4h — 2h?’
cioe, se 0 < h < %; cioe, se n = 4,5,6, .. ..
. Scegliamo i nodi 1 =29 < 21 < ... < x, < T,11 = 3, NON necessaria-
mente equidistanti. Si definisca lo spline

0, 1<z <z,

TTTi—1 . .

¢($) o Ti—Ti_1’ Ti—1 S x S i,
) e < <y

Tig1—x; ] Ti == Tit1,

O, LTit1 S i S 3.

In forma variazionale bisogna trovare (-,t) € H}(1,3), dipendente dal
tempo ¢ € RT, tale che per ogni ¢ € H}(1,3) si ha:

% 1 u(z, t)p(x) de :/1 [zuy(z,t)¢ (x) + 2*u(z, t)p(z)] da:—/l v o(z) de,

dove ff’ u(z,0)p(x) de = ff 2%p(x) dx. Ponendo

n

(e t) =Y ¢hd0), o) = o),

j=1
arriviamo al sistema di equazioni differenziali ordinarie
a(t) = A&(t) + b,

dove

A= [ [edi@ (@) + a*6(a)o )] da,
b; = —/1 :c2¢2-(:1:) dz,
¢ (0) :/1 x¢i(z) dx.



Allora

3
(Ac,¢) = x dx >0
1

qualunque sia il vettore colonna & Inoltre, se AZ = 0, allora (usando

02> 1),
2

3| n
/ Z ci¢i(z)| de =0
L |i=1
e quindi
Z cipi(x) =0, 1<z <3
i=1
Sostituendo x = x; otteniamo ¢; = ... = ¢, = 0. Di conseguenza, A

e una matrices reale, simmetrica e tridiagonale con autovalori positivi.
Quindi
c(t) = e"e(0) + [ — 1,] A"

3. Scegliamo 1 =xg <21 < ... <2, <Tpr1=3el=yg<y; <...<
Ym < Yms1 = D, non necessariamente equidistanti. Per ciascun nodo

interno (z;,y;) (i =1,...,n, j =1,...,m) definiamo la funzione spline
( T—T;—

p—— (z,y) € T,
Y—yj-1
yj_yjj—17 (w7y) € T27
Y—Yj—1 T;i—T
y]'*?jjfl Tip1—Tq’ (I, y) S T37

S (T, y) = § 2550, (z,y) € Ty,
Yi+17Y
yjj+1*yj’ (z,y) € Ts,
Yji+1—Y T—XT;
Z/jj+1—yj Ti—Ti—1’ (iL‘, y) € TG,
0, (2,y) € [1,3] x [1,5] \US_, T,

\

Poi enumeriamo i nodi in modo lessicografico:
s = (T, ;). s=G—-Dn+i, i=1,...,n, j=1,...,m.
In tal caso,

¢8(w) :¢(i,j)($7y)7 s = 1a27"'7mn7



X=X X=Xi+1

Y=Y

X=X T
T, T,
y=y,
T, T,
TZ
Y=Y,
dove ¢s(x,) = d, 5 per r,s =1,2,...,mn.

Ponendo u = Y™ ¢, ¢, e ¢ = ¢, risulta il sistema lineare Ac = b,
dove

— 2 2 .
Aw—/K(W-HMV% Vé, + yd.d,] dady,

m://MMMy
QO
Poiche

vee) = [[ 1+ mz .o,

la matrice A e reale, simmetrica e sparsa con autovalori non negativi.
Se Ac = 0, allora

2

> e,

s=1

dxdy > 0,

2
+ xy
2

mn 2
(Ac,c) > // Z csds| dxdy =0,
Q s=1
e dunque
D ctslwy) =0, (z,y) €.
s=1
Di conseguenza, ¢; = ... = ¢, = 0, implicando l'invertibilita della

matrice A.



4. Si ha la seguente mappa di Newton:

()= 0) w5 ) (=)
_ 1 (x(x2 +y?) + zu + yv)
y(=* +y7)

2(x2 +y2) \y(o — yu + xv

_lfey z oy (u

2 \y 222 +y?) \—y = v’
Allora
F T\ 1 (I2 + y2)2 + (y2 _ JIQ)U _ 2$yv —Qxyu + (JIQ B yz)v

y)  2(x? 4 y?)? 2eyu + (y* — 2*)v (22 + y*)? + (y* — 2®)u — 2zyv )
Sostituendo
u=x2—y2, U:2xy7

si trova F' () = (39). Secondo il Teorema di Ostrowski, esiste un
intorno di ciascuna soluzione che ¢ un bacino di attrazione.

2

Alternativamente, ponendo z =z + iy, w = u + i e f(z) = 2* — w si

puo anche scrivere

f(2)
f'(z)

z w
F(z)=1 —— =1 — =y
(2) z+z z+22 z

Dunque

f’(z)2 9,2

Di conseguenza, se scegliamo zy = xg + i1y nel dominio

{(;) : 222;21’0‘ < 1} = {@7) (2 =yt =)t 4 22y —v)? < 4(2? +y2)2},

la successione degli iterati converge allo zero contenuto nello stesso
componente connesso.

5. Si ha:

fl@) = (@=1)(@=2)(z=3), f(2)=3@-2)-1, ['(z)=06(z—2).



Quindi il metodo di Newton riguarda ’applicazione ripetuta della se-
guente mappa:

n

La funzione f ha un massimo in x = 2— \/g e un minimo in r = 2+ \/g,
mentre f”(x) € negativa per x < 2 e positiva per z > 2. Quindi: Se
T < 2— \/g, la successione degli iterati x,, tende a 1; se xg > 2+ %,
la successione degli iterati tende a 3.

Sia

@
F(z) = o)
Allora

F’(I):%, x#?j:\/g.

Nell’intervallo tra 2 4 \/g la funzione F' e continua, ha un singolo zero

7.

(doppio) in & = 2 e & decrescente e tende a Foo se v — [2+ /3

Inoltre F'(x) tende a —oo se z — [2 £ \/g]jF Per 0 < 6 < /3, siano
&s e ns due numeri reali tali che

2—\/g<§5<2<n5<2+\/%,

—14+0 < F'(z)<0per& <x<mseF'(&)=F'(ns) =—1+9. In tal
caso

|F(z) = Fy)l = [F(Oz =yl < A=)z —yl, 2y €[5 ml,

implicando che F' & una contrazione in [£s,75]. Di conseguenza, sce-
gliendo g € (&, 7o) la successione degli iterati z,, tende a 2.

1

zo=2—/£[6—v21] ~ 1.6926, 7y = 2+ /1= [6 — V21] ~ 2.3074.



