Calcolo Scientifico e Matematica Applicata
Scritto Generale, 17.12.2018, Ingegneria Meccanica

Valutazione degli esercizi: 1+ 4, 2+— 10, 3— 8, 4 — 8

1.

Risolvere, con il metodo degli integrali generali, il seguente problema
iperbolico:

Ut — 18uzt + 45/1,6331« = O,
u(r,0) =3z — 2, w(z,0)=2%-2.

. Discutere la risoluzione, mediante separazione delle variabili, del se-

guente problema iperbolico:

Up = Ugy — 22Uz +u+z+3, 0<ax<1, >0,
u(0,t) = =5, wu(l,t) = —6,

u(z,0) = cos(mz).

Determinare lo spettro del seguente problema di Sturm-Liouville:

y'+6y +(13+N)y=0, 0<z<2rT,
y(0) +4y'(0) =0,
y(2m) = 0.

[lustrare, mediante il metodo delle differenze finite, la risoluzione nu-
merica del seguente problema iperbolico

Ugp = Uy + 422Uy — (1 4 222%)u + cos?(z),
0<z<3 0<t<S8,

uw(0,t) = f1, wu(3,t) = fa,

u(z,0) = 2%, w(z,0) =2+ 2.

Discutere le condizioni sul passo affinché la matrice del sistema sia
invertibile.



Calcolo Scientifico e Matematica Applicata
Scritto Generale, 17.12.2018, Ingegneria Ambientale

Valutazione degli esercizi: 2 +— 10, 3+ 8, 4 — 8, 5 — 4.

2.

Discutere la risoluzione, mediante separazione delle variabili, del se-
guente problema iperbolico:

Up = Uge — 22Uz +u+2+3, 0<2x<1, >0,
u(0,t) = =5, wu(l,t) = —6,

u(z,0) = cos(mz).

Determinare lo spettro del seguente problema di Sturm-Liouville:

y'+6y +(13+N)y=0, 0<z<2T,
y(0) +4y'(0) =0,
y(2m) = 0.

[lustrare, mediante il metodo delle differenze finite, la risoluzione nu-
merica del seguente problema iperbolico

Ugp = Uy + 422Uy — (1 4 222%)u + cos?(z),
0<z<3 0<t<S8,

uw(0,t) = f1,  wu(3,t) = fa,

u(z,0) = 2%, w(z,0) =2+ 2.

Discutere le condizioni sul passo affinché la matrice del sistema sia
invertibile.

[lustrare, mediante il metodo degli elementi finiti, la risoluzione nume-
rica del seguente problema parabolico:

up = [(1+ 2*)ug)e — (1 + cos?(z))u+ f(z), 0<x<2m,
uz(0,1) = u,(2m,t) =0,
u(z,0) = g(x).

Discutere le proprieta principali delle matrici del sistema.



Soluzioni per i meccanici:

1. Sia u(z,t) = f(x — ct). essendo f € C*(R). Allora ¢* + 18¢ + 45 =
(c+3)(c+15) = 0. Quindi

u(z,t) = fz +3t) + g(z + 15t),
essendo f,g € C*(R). Risultano le seguenti identita:
f(z) +g(x) =3z — 2, 3f'(x) +15¢'(x) = 2° — 2.

Dunque

1.,.4 47 3 1,4 11 1
f@)=—gr + 52— 35— % g(@) = z2" —pr—5+ 5

Di conseguenza,
u(z,t) = —L(x+3t)' + L(x+3t) — 3+ Lz + 15¢) — L(z 4+ 15t) — 1
= 2t + 272t + 2792t + 1053 + 3z — 2t — 2.
2. Sia u(x,t) = v(z,t) + ¢(z), dove
¢"(z) =20/ () + ¢(x) = —z =3, ¢(0) = =5, ¢(1) =6.
Quindi ¢(z) = —z — 5+ 5e”. Allora

Vp = Ugp — 2V, + 0, 0<z<1, t>0,
v(0,t) =v(1,t) =0,
v(x,0) = cos(mx) — ¢(x).

Sostituendo v(z,t) = X (z)T'(t) si ottiene:

T(t) _ X'(x) —2X'(x) + X(2) _
0 X(x) |

essendo A una costante. Quindi
X"(x) —2X'(x) + (1 4+ M) X(2) =0

ha l'equazione caratteristica o — 2« + 1 + X oppure (a — 1) = —\.
Per A\ > 0 si ottengono X, (z) ~ e*sin(zv/zl,), dove VA, = nm per



n=12...¢X,(x) ~e"sin(nrzr). Per A\ = 0 si ottiene X (x) = ze”
che non si annulla in z = 1, quindi A = 0 non puo essere un autovalore.
Per A < 0 si ottiene X (z) ~ e® sinh(2v/—\) che non si annulla in z = 1,
quindi non ci sono autovalori negativi. Di consequenza,

o
v(x,t) = Z Cre T sin(nm),

n=1

dove

Cp = 2/0 (cos(mzx) — ¢(x)) e * sin(nmz).

. L’equazione caratteristica o 4+ 6a + (13 + ) si converte nella forma
(a+3)2=—(4+\). Per A > —4 i ha

X () ~ e ¥ sin((2m — 2)V4 + \).
In tal caso si ottiene
X(0) +4X'(0) ~ —11sin(27V4 + \) — 4V4 + X cos(2mvV4 + \) = 0.

Quindi bisogna risolvere ’equazione

4
tan(27V4 + \) = ——V4 + A,

11
dove A > —4. Per n = 1,2,3,... esiste un singolo valore A, di A\ tale
che on — 1 on + 1
"l T <
Per A = —4 si trova X (z) >~ (27 —2)e3® che non soddisfa la condizione

inz =0. Per \ < —4 si ha X(z) ~ e 3 sinh((2r — 2)v/—4 — \). Si

ottiene
tanh(2mv/—4 — \) = =2V —4 — A,

che conduce ad un’equazione trascendentale avendo tre zeri, una coppia
=+ e lo zero.

Siano 0 = g < 71 < ... < T, < T,y = 3 1 nodi spaziali equidistanti

[h:niﬂ,a:i:z’h]e():to<t1<...<tm<tm+1:8inoditemporali



equidistanti [k = miﬂ, t; = jk]. Allora

Wi jp1 — 25 + Ui 1
12

1 [Uz‘+1,j+1 = 2Uj j1 + Uit j41 Wit = 2u; 51 + Ui—1,j—1}

2 h? h?
4_117? Ui 1 j+1 — Uim1,j+1 n Ui 1, j—1 — Uim1,j—1

2 2h 2h

— (]_ + 21’3)“2] + COS2(ZL'Z'),

_|_

dovei=1,...,nej=1,...,m. Siconoscono i dati

_ _ 2
Uo,j—fl, Un+1,j—f2, U0 = Ty,

dove 1 = 0,1,....n,n+1ej=0,1,....,m,m+ 1. Quindi bisogna
risolvere il sistema per w; ;11 [i =1,...,n]

11 1 22 L 22
i)t T e gy ) tean T e T gy ) e

2w —ug IR 2051 + Uiy -1

k? 2h?
U; i—1 — Uj—1.4—
+ 272 4L 12h BITL (14 202wy + cos? (),
dove i =1,...,neitermini con pedicii—1peri=1ei+1peri=n

sono da spostare alla parte a destra.

La matrice del sistema ¢ tridiagonale. Essa e strettamente diagonal-
mente dominante e quindi invertibile se

2| |1 2?1 1
h? 2h h? 2h h? k%
Cio & vero se 223;;2 <gzperi=1,...,n,cloese0<h <[l/maxa?] = 3,

cioe se n > 8.
Ci rimane il calcolo di u;;. Si ha:
U1 = U((L’i, k‘) =~ u(mi, 0) + k:ut(xi, O) + %k’2utt(aci, O)

Uig1,0 — 2Ui0 + Ui—10

hQ

~ wuio + kug(z;,0) + %kQ [

+ 422 Ui41,0 — Ui—1,0
PR

57 — (14 227 )ugp + cos®(z;) | ,



(1-1, 3+1) l (1+1, 3+1)

4‘ '7
(1,3+1)
*(1i,3)
(j-/ j_l)
(i_l/j_l) (i'l'lrj_l)

_ 2 _ C_
dove ujo = x7, uy(x;,0) =z, +2ei=1,...,n.



