Calcolo Scientifico e Matematica Applicata
Scritto Generale, 14.01.2019, Ingegneria Meccanica

Valutazione degli esercizi: 1+ 4, 2 +— 10, 3— 8, 5 +— 8.

1.

Risolvere, con il metodo degli integrali generali, il seguente problema
iperbolico:

U — 18uxt + 65sz = O,
u(z,0) =22+ 3, w(x,0)=3z—2.

Discutere la risoluzione, mediante separazione delle variabili, del se-
guente problema iperbolico:

Upp = Ugy — SUy + 12u+42—1, 0< <1, t>0,
u(0,8) =0, wu(l,t) =—4,
u(z,0) = g(z), w(z,0)=0.

[llustrare, mediante il metodo delle differenze finite, la risoluzione nu-
merica del seguente problema iperbolico
Ugp = Ugg + (22 + 3)up — 61, — (2 + 2)%u + 2t sin?(22),
—1<z<3, 0<t<12
U’(_lvt) :fl(t)> u(37t) :f2<t)7
w(r,0) =z +2, w(r,0)=2>+1.

Discutere le condizioni sul passo affinché la matrice del sistema sia
invertibile.

[lustrare, mediante il metodo delle differenze finite, la risoluzione nu-
merica del seguente problema ellittico
— (1422 +y*)ue — (1+ 2%+ 12 uy, + (143 sin®(z + y) )u= f(x,y),
0<z<7m, 0Zy<2m,
u(z,0) = gi(z), u(z,2m) = ga(z),
u(0,y) = h(y), ul(m y) = ha(y).

Discutere le proprieta principali della matrice del sistema.



Soluzioni:

1. Sostituendo u(x,t) = f(x — ct) otteniamo (c* + 18¢c+65) f""(z —ct) =0
oppure ¢ = —5 0 ¢ = —13. Quindi

u(z,t) = f(x +5t) + g(z + 13t),
il che implica

flx) = ?—23172 + 17+ 32 — Lcost.,

g(z) = —La* — 1o — L2 + Leost.

Di conseguenza,

u(w,t) = 2(x +5t)° + 3(x 4+ 5t) + 2 — T(x 4+ 13t)* — 1 (z + 13t) — 2
= 2?2 + 3xt — 38t — 2t + 3.

2. Ponendo u(z,t) = v(x,t) + ¢(x) si ottengono i seguenti due sistemi:

Vit = Vg — SV, + 120,
v(0,t) =v(1,t) =0,
’U(;U,O) :g(])) —¢<$), Ut('rv()) :()7

¢ — 8P+ 12¢ = —dx + 1,

Allora

5/36 5/36 6
$x) = -3 — 55+ 1 /*46 +1/e46x

D’altra parte, ponendo v(z,t) = X (z)7T'(t) si ha:

") _ X'(z)  (X'(z)
r@w X)) o X()

+12 = —),

dove X(0) = X (1) = 7"(0) = 0. Per A > 4 si ha per la soluzione
dell’equazione caratteristica o« = 4 + i3 per § = v A — 4. In tal caso
X(z) ~ e*®sin(Bz), dove B, = nw per n = 1,2,.... Quindi )\, =
44+ n?r? e T,(t) = cos(t\/4+n27r2) Per A = 4 si ha a = 4 (zero
doppio). In tal caso X (x) ~ ze** che non si annulla in z = 1. Quindi
A =4 non ¢ autovalore. Per A < 4 si ha a =4+ v, dove 7y =4 — .



In tal caso X (x) ~ e!®sinh(yz) che non si annulla in = 1. Quindi
non ci sono autovalori A < 4. Di conseguenza,

Z cne™ sin(nmx) cos(tV4 + n2r2).

Inoltre,
1
Cn = 2/ e_4x(g(x) — ¢(z)) sin(nrx) dx.
0

. I'nodisono z; = —1+thet; = jk, dove h= ——ek = . Abbiamo
Up,; = fl(tj)a Un+1,j = fg(tj>, Ui 0 = T4 + 2. In tal caso

— 2uip + Ui—1
72

Ui
U1 = Ui + k(mf +1)+ %kQ ( +1,0

Ui4-1,0 — Ui—1,0

o7 —6(27 +1) — (24 ) %uio + 2} sin2(2xi)) :

+ (27 + 3)

Inoltre,

Uijy1 — 2Uij + Uij1 (Umml — 2uij41 + U111 R 2uij-1 + Uz‘le)

12 2 12 72
7+ 3 (U141 — Uim1j41 I el N
2 2h 2h
_ Uit Uigo1 (2 + 2;)%uy; + o sin®(2z;).

2k
Cambiando l'ordine dei termini si ottiene:

1 1 3 1 z7+3 1 22+3
iRt \ e T T )t T\ T ) e

. 2Uz’j — Ujj—1 i Uit1,5-1 — 2Uz',j71 + U151

L2 2h?
Uit1,5—1 — Ui—1,5—1
+ 2h
+32 ;z; S (24 3) iy + o sin®(2a;),

La matrice del sistema ¢ strettamente diagonalmente dominante per
ogni istante ¢; se

2
$i+3<i,
4h  ~ h?

dove 22 + 3 < 19. Quindi ¥ < hlg, cioe n > 23.



5. I nodi sono z; = ih e y; = jk, dove h = I3 e k = mQ—L Quindi

Uigrj — 2Ui5 + Ui Uij1 — 2Ui5 + Ui

— 1+ +y5)

—(1+27+y))

h2 2
-+ (1 + 35in2(91;i + yj))uij = f(xi,yj),
uio = g1(Ti),  Uimi1 = ga(Ti),
Uoj = hl(%‘)a Un41,j = h2(yj)-
Quindi
2 2 2 2 )
L+ i +y5) 75+ 72 ) v + (L4 3sin(as + y5))Juy
1+a? +y5 1+a? +y5
- Tui-‘rl,j - Tui—l,j
1422 +y? 14 22 432
- Tjui,jﬂ - Tjui,j—l = f(xi,y5),

U0 = g1 (2171)7 Uim+1 = 92(371)7

uo; = hi(yj),  Unt1; = haly;).

La matrice del sistema e strettamente diagonalmente dominante e quin-
di invertibile, grazie alla positivita dell’espressione 1 + 3sin®(z; + y;).



