Calcolo Scientifico e Matematica Applicata
Scritto Generale, 13.05.2019, Ingegneria Meccanica

Valutazione degli esercizi: 1+ 4, 2 — 10, 3 +— 8, 5 +— 8.
1. Risolvere, con il metodo degli integrali generali, il seguente problema a
valori iniziali:

Up 4 13ugy + 40Uy = 0, u(z,0) =22 +9, w(2,0) =3z + 7.

2. Discutere la risoluzione, mediante separazione delle variabili, del se-
guente problema iperbolico:

U = Ugy + 16U, +4u; +2+1, 0<2<1,t>0,
u(0,t) = u(1,t) =0,
u(z,0) =0, u(z,0) = g(z).

3. Hlustrare, mediante il metodo delle differenze finite, la risoluzione nu-
merica del seguente problema iperbolico:

Ut = Ugy + (22 4+ 5)uy — (1 + 2*)u + 2% cos?(z),
0<z<2r, 0<t<10,

u(0,6) = ult),  u(@m 1) = Fold),

uw(z,0) = 32?2 + 11,  w(z,0) = 2% + 2.

Discutere le condizioni sui passi spaziale e temporale affinché la matrice
del sistema sia invertibile.

5. Hlustrare, mediante il metodo delle differenze finite, la risoluzione nu-
merica del seguente problema ellittico

—2+ 2+ ) upe — 2+ 2+ yHuy, + (1 + (2 +y)H)u = f(z,y),
0<zx<m, 0<Zy<2m,

u(z,0) = gi(z), u(z,2m) = ga(z),

u(0,y) = hi(y), ul(my)=ha(y)

Discutere le proprieta principali delle matrici del sistema pertinenti alla
sua risolubilita unica.



Soluzioni:

1. Sostituendo u(z,t) = f(z — ct) si ha: (¢ — 13c + 40) f"(x — ct) = 0.
Dunque ¢ = 50 ¢ = 8. Quindi u(z,t) = f(x—5t)+g(x—8t), conducendo
alle equazioni

f(z) +g(z) = 2* +9,
—5f(z) — 8¢'(x) = 3x + 7 = —5f(x) — 8g(x) =32® + Tz + cost.
Risulta

flw) = 22a” + Lo + 24 + Jeost.,  g(x) = =22 — Lo — 15 — Jeost.

Di conseguenza,

u(z,t) = 2(x —5t)* + L(x — 5t) + 24 — B(z — 8t)> — I(z — 8¢) — 15

= 2% + 3wt — L2° + T + 9.
2. Sia u(z,t) = v(z,t) + ¢(x). Allora

Vgt = Vg + 160, +4vy, 0< 2z <1, t>0,
v(0,t) = v(1,t) =0,
U(ZL‘,O) = —¢($), Ut($,0) = g(l‘);

~—~

¢"(x) + 16¢' ()
¢(0) = o(1) = 0.

Si verifiche facilmente che

Sia v(z,t) = X(x)T'(t). Allora

e ) _ X'w) | X@)

T(t) )  X() X(z)

dove X(0) = X (1) =T(0) = 0.



Risolvendo prima I'ODE per X () si ha:

e 3 sin(zv A —64), A\ > 64,
X(x) = cost. ¢ ze 8, A\ =64,
e 3 sinh(zv/64 — \), A < 64.

Ci rimane soltanto il caso A > 64. Risulta A\, = 64 + n’7? per n =
1,2,3,..., da cui X, (z) = cost.e ® sin(nmz). Risolvendo ora TODE
per T, (t) si ha:

T,.(t) = cost.e* sin(tv/n2r2 + 60).

Otteniamo infine

Z cne % e sin(na) cos(tvn2mw? + 60)

sin(tv/n?m? + 60)

Vn2r2 £60

+ E dpe % e* sin(nrz)

dove ¢, = fo ?sin(nmx)dr e d, = fo 7)ed sin(nmx) dr.
. Poniamo x; = ith = 2111 et; = jk = 1(32‘1’ dove : = 0,1,2,...,n+ 1
ej=0,1,2,...,m+ 1. Inoltre poniamo wu; ; = u(z;, t;). Rlsulta per

i:1,2,...,nej—1 2,.

k2 2 h? h?
%2 +95 Uit1,54+1 — Ui—1 541 i Uit1,5—1 — Ui—1,5-1
2 2h 2h
— (14 2})u;j + 27 cos®(z;),

W1 — 25 + w1 1 {Uz‘+17j+1 — 2U; 41 F U1 541 4 Uip1j—1 — 2U; 51 + Ui—l,j—1:|

+

dove

uO,j = fl(tj)a un—l—l,j = fg(tj), U@O = 3(1312 + 1]., ’UJZ'J :???



dove u;; ¢ da determinare. Si ha:

w1 = Wi + u(x;, 0)k + %Utt(xi; 0)k>

Uip1,0 — 2U0 + Ui—10

h2

= U0 + U,t(l'i, 0) k + %kﬁ2 |:
——
:x?+2mi

Ui4+1,0 — Ui—1,0

2
+ (z; +5) 57

— (14 zH)uio + 27 0082(@-)} :

Tale sistema puo essere scritto nella forma

1 1 1 22+5 1 2245
e )t T g T Ty )t T g T Ty ) e

2 1 Uit j—1 — 2Uj j—1 + U1 j—1
= gt T gttt o0
(o 5) I (1 o+ o’ (),
dove i1 =1,2,...,nej=1,2,....m. Per ogni j =2,3,...,m la ma-

trice del sistema (di forma tridiagonale) & strettamente diagonalmente
dominante [e quindi invertibile] se

‘ 1 x?—i—5' ‘ 1 x§+5‘ 1 1

o T T T Tan | ST

Cio vale se 0 < h < ﬁ (cioe, se n > —1 + m(47* + 5) ~ 138.7331,
cio¢, se n > 139). L’errore ¢ dell’ordine O(h? + k?).

. T R S Y _ —
. Poniamo x; = ih = 15, y; = jk = 24, u; = w(xi,yy) e fij =

f(z4,y,). Allora
Uip1,j — 2Ui5 + Uim1y U1 — 2Ui5 + U j—1
h2 + L2
+ (U4 (2 +y)")usy = (23, 95),
U; 0 = 91(901‘), Ui m+1 = 92($z‘)>

Uo,; = hl(yj)7 Up+1,j = hZ(yj)a

—2+ +y3)




dove 1 =1,2,...,nej=1,2,...,m. Utilizzando lo schema a cinque
punti, si ha:

2 2
|:(2 + $;1 + ?JJQ) (ﬁ + ﬁ) + 1+ (l‘z + yj)Q} Uj, 5

Uip1,; T U1 | Ujjr1 + Ui
—(2—1—.%?‘-1—3/]2-){ th L+ L2 ’ }:f($iayj)’

dovei=1,2,....,.nej=1,2,...,m. Peri=1sihaw_1; = "h(y),
per ¢ = n si ha w11 ; = ha(y;), per j = 1 si ha w;;—1 = ¢1(z;), per
Jj =msihau; i1 = g2(z;). La matrice (di forma tridiagonale a blocchi
con blocchi tridiagonali se si adotta I'ordinamento (anti)lessicografico
dei nodi interni) ¢ strettamente diagonalmente dominante (e quindi
invertibile) se per i =1,2,...,nej=1,2,...,m si ha:

2 2 2 2
2+ +y5) <ﬁ+ﬁ) <@2+zi+y) <ﬁ+ﬁ) + 1+ (2 +y5)>

Cio e ovviamente vero, qualunque siano i passi h e k. L’errore e

dell’ordine O(h? + k?).



