Calcolo Scientifico e Matematica Applicata
Primo Parziale, 19.11.2018

Risolvere gli esercizi 2, 3, 4 oppure, in alternativa, gli esercizi 1, 2, 3, 5.
Valutazione degli esercizi: 1 +— 4, 2+ 14, 3+— 8, 4+ 8, 5+ 4.

1. Risolvere, con il metodo degli integrali generali, il seguente problema

iperbolico:

Ut — 8th + ].2wa = O,
uw(z,0) =3z +1, w(x,0)=2*—1.

. Discutere la risoluzione, mediante separazione delle variabili, del se-
guente problema iperbolico:

Upp = Ugy — 2Uz +u+2+3, 0< <1, t>0,
u(0,t) = =5, wu(l,t) = —6,
u(z,0) = cos(mzx), wux,0)=0.
. Determinare lo spettro del seguente problema di Sturm-Liouville:
y'+6y +(10+N)y=0, 0<z<m,
y(0) +3y'(0) =0,
y(m) = 0.
. Ilustrare la risoluzione numerica, mediante discretizzazione con le dif-
ferenze centrali, del seguente problema ellittico:
Ugy + 41y, + @ cos* (Ty)u, + (22 + y?*)uy, — (2 — cos(zy))u = xy cos(mry),
0<w<3, 0<y<4
U(O,y) = fl(y)a u(3>y> = f2(y)7
u(z,0) = gi(z), u(z,4) = ga(x).
. Illustrare la risoluzione numerica, mediante discretizzazione con le dif-
ferenze finite centrali, del seguente problema con valori agli estremi:
v + (22 + 1)y — (2+sinz)y =2% —1<z<4,



Soluzioni
1. Scriviamo la soluzione nella seguente forma:
u(z,t) = f(x +2t) + g(z + 6t),
dove f,g € C*(R). Risolvendo il sistema di equazioni
{f(w) +g(e) =3x+ 1,
2f'(x) +6g'(x) = 2* — 1,
otteniamo
flo)y=—-2L2+ 8o+ 2+c,  gla)=52"-Io—1—¢
essendo ¢ un’opportuna costante. Di conseguenza,

w(z,t) = —L(x+2t)° + 2z +2t) + 14+ L(z+6t)> — I(x +61)
= 2%t + 8ut® + 2P+ 3r —t + 1.

Verifica: uy — 8uy + 12uy, = (162 + 104t) — 8(2x + 16t) + 24t = 0.

2. Conversione in un problema omogeneo. Per arrivare al problema
iperbolico omogeneo

Vg = Vg — 20, +v, 021, t2>0,
v(0,t) = v(1,t) =0,
U($,O) = COS% - ¢(1’)> Ut<x70) = 07

sostituiamo u(x,t) = v(x, t)+1(x) e risolviamo il problema al contorno
W -2 b=z -3,
B(0) =5, (1) = —6.

Ponendo ¢,(z) = Az + B si ha: A = —1 e B = —5, cio¢ ¢,(x) =
—x — 5. Dunque ¥(z) = —x — 5 + (a + bx)e” per opportune costanti

a e b. Utilizzando ¥(0) = =5+ a e (1) = —6 + (a + b)e si ha:

a =0b=0. Quindi ¥(z) = —z — 5. Separazione delle variabili. Sia

v(z,t) = X(2)T'(t), dove X (0) = X (1) =T"(0) = 0. In tal caso
) X"x) X'(x)
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Partendo dall’lODE
X"(z) = 2X'(x)+ (1 4+ )X (2) =0

con condizioni di Dirichlet X (0) = X (1) = 0, ci risultano tre casi. Nel
caso a), A > 0: o = 1 +4v/\. In tal caso

X(z) =¢€" {acos(w\/X) + bsin(x\/X)} :
Poiche X(0) = a e e ' X (1) = acos(v/A) + bsin(v/A), si ha:
a=0, Vi=nt(n=12..), X,(z)~esin(nr).
Nel caso b), A =0: a =1 (zero doppio). In tal caso
X(x) =e€"(a+ bx),

implicando che X(0) =a=0e X(1) =e(a+b) =0, cioca =b=0
(nessun autovalore). Nel caso c), A < 0: a =14 +/—\. In tal caso,

per 5 =+/—A\, si ha:
X(x)=¢€" {aeﬂ‘” —|—be‘ﬁm} ,

implicando che X(0) =a+b=0¢ 1X(2) = (1 + Ba+ (1 - B)b=0,

cioe a = b = 0 (nessun autovalore).

Soluzione finale. Dal sistema al contorno
T (t) = =\ T (1), T!(0) =0,

segue T),(t) ~ cos(nrt). Quindi la soluzione ha la rappresentazione

o0

v(x,t) = Z Cp " sin(%wx) cos(nmt),

n=1

dove i coefficienti ¢, seguono dalla serie di Fourier seno

e * (u(z,0) — ch sin(nmz)

n=1



Infatti,
1
Cp = 2/ e " (u(x,0) —Y(z)) sin(nrz) dz,
0
essendo

n=m,

1 1
/ sin(nrz) sin(mrz) de = {2’
0 0, n#m.

. L’ODE ha I'equazione caratteristica a®+6a+10+\ = 0, conducendo ai
seguenti tre casi: a) A > —lea=—-3+ifper =1+ Db)A=—-1
e o = —3 [zero doppio; ¢) A< —lea = -3+ per f=+—-1—- A\
Nel caso a) si ha:

y(r) = e ¥ {a cos(Bx) + b sin(Bx)} .
Calcolando
y(x) + 3y (z) = e {[~5a + 38b] cos(Bx) + [~3Ba — 5b] sin(Bx)},

si ottiene il seguente sistema lineare per le costanti a e b:

—5a+38b =0, a cos(fm)+ bsin(fr) =0.
Quindi a = gﬂb e

b {23 cos(Bm) + sin(fm)} = 0.
Bisogna trovare tutti gli zeri positivi 8 dell’equazione
tg () = =36,

cioe gli zeri 2"2—_1 < Bp < 2"; L per n = 1,2,... il che conduce agli

autovalori A, = 32 — 1. Inoltre,

Yn(x) = 2B.be ™ {Cos(ﬁn;p) 48 Sm(ﬁﬂ} ,

Nel caso b) si ha:
y(x) = e **(a + bx).

Calcolando y + 3y’ = e 3% [—8a + 3b — 8bz], si ottiene il sistema lineare

—8a + 3b =0, a+mh=0,



oppure: a = b = 0 [nessun autovalore]. Nel caso c) si ha:
y(z) = e {ae’ +be 77}
Calcolando
y+3y =e((38—8)ae’™ — (38+8)be "),
risulta il sistema lineare
(36 —8)a=(38+8)b, a+e™b=0.

Quindi bisogna trovare gli zeri positivi dell’equazione

o278 _ 8+ 30

8 —383
Tali zeri non esistono, poiche i) e=2™ & decrescente e positiva per 8 > 0,
ii) % e crescente e positiva per 0 < 3 < %, iii) % € negativa per

8> %, iv) i due grafici passano per il punto (0,1). Nessun autovalore.
In conclusione, scrivendo I’ODE nella forma

_( 6z l)/ . 1066xy — )\eﬁxy7
si trova la funzione peso r(x) = €%. In tal caso
T N,, n=m,
/ Yo (2)Ym(2)e® dx =
0 0, n #m,
dove N, sono opportune costanti positive.

Alternativamente, sostituendo y = e=3

Sturm-Liouville

*z si ottiene il problema di

'+ (1+XN)z=0, 0<z<m,

L’equazione caratteristica o + 1 + A\ = 0 conduce ai seguenti tre casi:
a)A>—lea==difper =1+ b) A= —1ea =0 zero doppio],
c) A< —lea==2pper f=+—1— A Nel caso a) si ha:

2(x) = acos(fz) + bsin(fx).



Calcolando
Z'(x) — 3z(x) = (—Sa+bB) cos(Bx) + (—aB — 5b) sin(fx),
si ottiene il seguente sistema lineare per le costanti a e b:
—2a+b3=0, acos(mf) + bsin(mfs) = 0.
Quindi a = gﬂb e
b{2p cos(rf) + sin(wf)} = 0.
Bisogna trovare tutti gli zeri positivi § dell’equazione

tg (Bm) = —328,

L : : 2n—1 2n+1
cioe gli zeri o= < f, < 5=

autovalori A\, = 32 — 1. Inoltre,

per n = 1,2,... il che conduce agli

zn(2) = 28,0 {cos(ﬁna:') + 3 sm(ﬁix)} .

Nel caso b) si ha:
2(x) = a+ bx.

Calcolando 2/ — 82 =p— 8

3 30— gbx, si ottiene il sistema lineare

b—3%a=0, a+mp =0,

oppure: a = b = 0 [nessun autovalore]. Nel caso c) si ha:
2(z) = ae’ + be "
Calcolando
Sz a(B— $)ef — b(B+ e,
risulta il sistema lineare
alB-8)=bB+5),  ae™ +be ™ =0.
Quindi bisogna trovare gli zeri positivi dell’equazione

s _ 8136
8— 38



Tali zeri non esistono, poiche i) e~ & decrescente e positiva per 8 > 0,
ii) % ¢ crescente e positiva per 0 < 8 < %, iii) % ¢ negativa per
£ > %, iv) i due grafici passano per il punto (0,1). Nessun autovalore.
In conclusione, poiche 'ODE ha gia la forma —z” — z = Az, si trova

la funzione peso r(z) = 1. In tal caso

T Nn’
/0 2n () 2 () do = {0’ n 4 m,

dove N,, sono opportune costanti positive.
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4. Sia x; = ih per h = n%l e y; = jk per k = —=5. Poniamo u;; =

w(@i, y;), fsj = fs(y;) 1 =0,1,....om+1]egsy = gs(z;) [ =0,1,...,n+
1], essendo s = 1,2. Alloral

Uit1j — 25 + Ui—1 Wi jp1 — 2Uij + Ui j—1

72 4 2
Ut s — Uit s Wi — Ui
+ 1 cos?(my; ) —22__=1d 57 L (22 4 yjz)—wﬂ% b=l
— (2 = cos(zy;) Jui; = rij,
dove
4
Ty sin(wry;), i,j=2,...,n—1,,
x;y1 cos(mw;yy) — #Uio, i=2,...,n+1, j=1,
TilYm COS(W%‘ym) - #ui,erla Z =1...,n— 17 ] =1m,
x1Y; cos(Tx1y;) — %uoj, j=2,....m+1, i=
Tij = § Tn¥Yj COS(T‘-xnyj) - %un—kl,jy ] = 1, e, — ].7 1=
x1y1 cos(mxiyy) — h—12u10 — ];%um, i=7=1,
T1Ym COS(,/Txlym) - %uﬂm - %ulmﬁ-la i = 17 j =m,
TnY1 COS(MJn%) - h_12un+1,1 - ];izun(], 1= n, j = 17
| TnYm CoS(TTpYm) — %unﬂ,m — %un7m+1, i=mn, j=m.

L’elemento (i, j) viene “circondato” dagli elementi (i + 1, 7), (i — 1, 7),
(i,7+1) e (i,j —1). Controllando se la matrice del sistema ¢ stretta-

Le ipotesi di continuita fip = g0 = u(0,0), foo = g2.m+1 = u(3,0), fims1 = goo =
u(0,4) e fam+1 = g2,m+1 = u(3,4) non vengono mai utilizzate nel formulare la parte a
destra del sistema lineare.



mente diagonalmente dominante, si ha:

1 x;cos?(my;) 1 x;cos’(my;) 4 x4yl
h? 2h h? 2h k2 2k
4 2i+yl |2 8
e~ 9 | < ﬁ+ﬁ+(2—COS(%‘%‘)) :

ilcheéveroseO<h§§e0<k§28—5.

5. Per x; = —1+1the h= %H otteniamo il sistema lineare
Yir1 — 2 + Yi1 2 Yit+1 — Yi—1 .
i +1)—/—— — (2 +sinz;)y;
- (- )i
= :C?, i:2’...,n_1,
x%—(#—i—%), i=n.

La matrice del sistema e reale, tridiagonale e strettamente diagonal-
mente dominante, quest’ultimo grazie alla stima (per 0 < h < 2)

1+x§+1 1 27+1 _]2 (2 4+ sin)
— — — —— — sin x;
h? 2h h? 2h h?

:% se O<h§x%+1 Z%-‘rl

peri=1,2,... n. QuindiO<h§%,n242.



