Calcolo Scientifico e Matematica Applicata
Primo Parziale, 14.01.2019

Risolvere gli esercizi 2, 3, 4 oppure, in alternativa, gli esercizi 1, 2, 3, 5.
Valutazione degli esercizi: 1 +— 4, 2+ 14, 3+— 8, 4+ 8, 5+ 4.

1. Risolvere, con il metodo degli integrali generali, il seguente problema
iperbolico:

U + gy + 14Uy, = 0,
u(z,0) =227 +1, w(z,0)=z+3.

2. Discutere la risoluzione, mediante separazione delle variabili, del se-
guente problema iperbolico:
Upp = Ugy — Oy + 10u+2+2, 0<2<4,
_ _ 13 _ _ 33
U(O,t) = Ty U(4,t> = ~ 50>

u(z,0) = up(x), w(z,0)=0.
3. Determinare lo spettro del seguente problema di Sturm-Liouville:
y'+6y +(25+N)y=0, 0<z<m,
y(0) +3y'(0) =0,
y(m) = 0.
4. Tllustrare la risoluzione numerica, mediante discretizzazione con le dif-
ferenze centrali, del seguente problema ellittico:
Uy + Uy + T cos?(my)u, + (24 + y*)u, — (3 — sin(zy))u = cos(rzy),
—1<z<4, —2<y<5,
U(—l,y) :fl(y)> u(4,y) :f2(y)>
u(z, =2) = gi(z), u(z,5) = ga(x).

5. Ilustrare la risoluzione numerica, mediante discretizzazione con le dif-
ferenze finite centrali, del seguente problema con valori agli estremi:

Y+ 222+ 1)y — (1 +sin2)y =22, —1<az<4,



Soluzioni

1. Sostituendo u(x,t) = f(x — ct) for f € C*(R) we find (¢ — 2)(c —7) =

¢ —9c+ 14 = 0. Quindi

u(z,t) = f(x —2t) + g(x — Tt),

dove
f(x) +g(x) =227 +1, —2f'(x) = 7¢'(x) =z + 2.
Quindi
Fe) =B et ble o=t~ e -l

dove ¢ e un’opportuna costante. Di conseguenza,

u(z,t) = 22% + wt — $t* + 3t + 1.

. Conversione in un problema omogeneo. Per arrivare al problema
iperbolico omogeneo

Vgt = VUge — OV, + 100, 0< 2 <4, t >0,
v(0,t) =v(4,t) =0,
’U(l’, 0) = uo(l’) - 1/1(33)7 Ut('xa 0) - 07

sostituiamo u(x,t) = v(z, t)+1(z) e risolviamo il problema al contorno

Y — 6+ 10 = —z — 2,
¥(0) = -5, ¢(4)=—%-

Ponendo ¢p( 1) = Az + Bsiha: A= —% e B=—2 cioe ¢,(z) =
—E$ — z5. Dunque

() = =157 — % :
Separazione delle variabili. Sia v(x,t) = X (2)7T'(t), dove X(0) =
X(4) =T'(0) = 0. In tal caso

() _ X'(x)  X'(@)

W - X Ox(m) "0




Partendo dall’lODE
X"(x) —6X'(z) + (10 + )X (z) =0

con condizioni di Dirichlet X (0) = X (4) = 0, ci risultano tre casi. Nel
caso a), A > —1: a=3+iv1+ A In tal caso

X(z)=¢* {acos(x\/l + A) + bsin(zvV1 + )\)} :
Poiche X(0) =a e e 2X(4) = acos(v/1+ \) + bsin(y/1 + \), si ha:
a=0, Vi+X =nr(n=12,..), X,(z)~e*sin(nrz).

Nel caso b), A = —1: a = 3 (zero doppio). In tal caso
X(x) = e**(a+ br),

implicando che X(0) =a=0e e "2X(4) = a+ 4b =0, cioe a=b=0
(nessun autovalore). Nel caso ¢), A < —1: a =3++v—-1—-A=3=£[].

In tal caso

X(z) ~e* {aeﬂz + be‘ﬁx} :
implicando che X(0) = a+b = 0e e 2X(4) = (3 + B)e*fa + (3 —
B)e=4bh = 0, cioe

b ((3—B)e™ - (3+p)) =

Non ci sono valori positivi di 8 per cui i grafici di y = e ®¥ ey =
(34 5)/(3 — B)] si intersecano. Quindi nessun autovalore.

Soluzione finale. Dal sistema al contorno
Té/(t) = _)‘nTn<t)a T;L(O) =0,

segue T),(t) =~ cos(v/n2m? — 1); si noti che 72 > 1. Quindi la soluzione
ha la rappresentazione

v(z,t) = Z cn €37 sin(nmx) cos(tvn?w? — 1),
n=1

dove i coefficienti ¢, seguono dalla serie di Fourier seno

[o.¢]
e (up(x E ¢y sin(nme)

n=1



Infatti,
4
e =1 / e (u(z, 0) — v(x)) sin(nrz) d,
0

essendo
2
0, n#m.

n=m,

/0 ' sin(nme) sin(m) dz — {

. L’ODE ha I'equazione caratteristica o + 6a + 25 + X = 0, conducendo
ai seguenti tre casi: a) A > —16 e « = =3 £ i per § = V16 + \;
b) A = —16 e « = —3 [zero doppiol; ¢) A < —16 e « = —3 &+ 3 per

v =1+/—16 — ). Nel caso a) si ha:
y(r) = e ¥ {a cos(Bx) + b sin(Bx)} .
Calcolando
y(x) + 3y (z) = e {[~8a + 38b] cos(Bx) + [~3Ba — 8b] sin(Bx)},

si ottiene il seguente sistema lineare per le costanti a e b:

—8a+38b =0, a cos(fm)+ bsin(fr) =0.
Quindi a = gﬂb e

b {23 cos(Bm) + sin(fm)} = 0.
Bisogna trovare tutti gli zeri positivi 8 dell’equazione
tg () = =36,

cioe gli zeri 2"2—_1 < Bp < 2"; L per n = 1,2,... il che conduce agli

autovalori \, = 32 — 16. Inoltre,

Yn(x) = 2B.be ™ {Cos(ﬁn;p) 48 Sm(ﬁﬂ} ,

Nel caso b) si ha:
y(x) = e **(a + bx).

Calcolando y + 3y’ = e 3% [—8a + 3b — 8bz], si ottiene il sistema lineare

—8a + 3b =0, a+mh=0,



oppure: a = b = 0 [nessun autovalore]. Nel caso c) si ha:
y(z) = {ae’” +be "},
Calcolando
y+3y =e ¥ ((3y—8)ae™ — (3y+8)be "),
risulta il sistema lineare
(3y—8)a=(3y+8)b, at+e™b=0.

Quindi bisogna trovare gli zeri positivi dell’equazione

o2 _ 8+ 3y
8 — 3y
Tali zeri non esistono, poiche i) 7™ & decrescente e positiva per v > 0,
<\ 8437 o o 8 i\ 843y o .
ii) 5—3y © crescente e positiva per 0 < v < 3, iii) 5—3y © negativa per

8 > g, iv) i due grafici passano per il punto (0,1). Nessun autovalore.

In conclusione, scrivendo 'ODE nella forma
_(e6x /)/ o 25663:y — )\eﬁx:%
si trova la funzione peso r(x) = €52. In tal caso
T N,, n=m,
/ Yo (@)ym(2)e® dz = ¢ "
0 0, n #m,
dove N,, sono opportune costanti positive.

4. Siaa:i:—1+ihperh:niﬂeyj:—Q—i—jkperk: "_. Poniamo

m+1
uij = w(wi,y;), foj = fs(y;) 1 =0,1,...om+1] e g = gs(x) [i =
0,1,...,n+ 1], essendo s = 1,2. Alloral

Uity = 2+ Uis1g | Wi = 2Ui + Ui
h? k?

Uiy1,5 — Ui—1,5 1 (:cf i y;;)

2h
— (3 — sin(wiyj))uij = Tij,

. 2 .
+ x; cos”(my;) %

1Le ipotesi di continuita f1() = gi0 = U(_l, —2), f20 = g2,m+1 = u(4, —2), fl,erl =
g20 = u(—1,5) e fom+1 = g2,m+1 = u(4,5) non vengono mai utilizzate nel formulare la
parte a destra del sistema lineare.



dove

cos(mz;y;), i,j=2,...,n—1,

cos(may1) — h2uzo, i=2,....,n+1, j=1,

cos(Tx;Ym) — h2ulm+1, i=1,....,n—1, j=m,

cos(mx1y;) — k2u0], J=2,....m+1 i1=1,
rij = 4 cos(mzay;) — kzunﬂw J=1....m—-1 i=n,

cos(TT1y1) — 73U10 — 15 U0l 1= =1,

coS(TT1Ypm) — h2u0m - k%ul,m—l—l; i=1,7=m,

cos(mT, Y1) — hg Unt1,1 — 73 Uno; i=mn, j=1,

COS(TZnlm) — 32Uns1m — jelnmit, & =N, j=m.

\
L’elemento (i, 7) viene “circondato” dagli elementi (i + 1, 7), (i — 1, 7),
(i,7+1) e (i,j — 1) [schema a 5 punti]. Controllando se la matrice del
sistema e strettamente diagonalmente dominante, si ha:

1 x;cos?(my;) 1 @ cos®(my;) 1 x4y
h? 2h h? 2h k? 2k
1 i+ y;-l 2 2 :
T2 "ok e T8 = sin(@y))|,
1lcheeveroseO<h<—eO<k< 8§1 [cioe, se n > 9 e m > 3083].
. Peroz;=—-14+1theh= ? otteniamo il sistema lineare
i1 — 2y + Yo i+1 — Yi— :
Yi+1 h?é + Yi-1 + (22 + 1)y+12h?/ 1 (1 + sin® z;)y;
x§_4<%_2<—1;_;;>2+1>, i=1,
=42 i=2,....n—1,
xi—(%—i—%), 1 =n.

La matrice del sistema e reale, tridiagonale e strettamente diagonal-
mente dominante, quest’ultimo grazie alla stima (per 0 < h < %)

1+2x$+1 1 222 +1 _]2 (1 + sin? ;)
— — - - — sm” x;
h? 2h h? 2h h?

=72 s 0<hS5i 27+

peri=1,2,....n



