
Appendice A

RISULTATI ESSENZIALI DI
ANALISI FUNZIONALE

Spazi normati. Sia X uno spazio lineare complesso (o reale). Una funzione
‖ · ‖ : X → R che soddisfa le seguenti proprietà:

(1) ‖ϕ‖ ≥ 0 (positività)

(2) ‖ϕ‖ = 0 se e solo se ϕ = 0 (definitezza)

(3) ‖αϕ‖ = |α| ‖ϕ‖ (omogeneità)

(4) ‖ϕ+ ψ‖ ≤ ‖ϕ‖+ ‖ψ‖ (disuguaglianza triangolare)

per qualunque ϕ, ψ ∈ X e per ogni α ∈ C (oppure R) è definita norma su X.
Dalle (3)-(4) segue immediatamente che |‖ϕ‖ − ‖ψ‖| ≤ ‖ϕ− ψ‖.

In uno spazio normato, per distanza di ϕ da ψ si intende la ‖ϕ− ψ‖.

Convergenza. Una successione {ϕn}∞n=1 di elementi di uno spazio normato
X è detto convergente in X se esiste un elemento ϕ ∈ X tale che

lim
n→∞

‖ϕn − ϕ‖ = 0,

ossia se, per ogni ε > 0, esiste un intero n(ε) tale che ‖ϕn − ϕ‖ < ε per ogni
n > n(ε).

Successione di Cauchy. Una successione {ϕn}∞n=1 di elementi di uno
spazio normatoX è detta di Cauchy se, per ogni ε > 0, esiste un intero n(ε) tale
che ‖ϕn−ϕm‖ < ε per tutti gli n,m > n(ε), ossia se limn,m→∞ ‖ϕn−ϕm‖ = 0.

Completezza. Un sottospazio lineare U di uno spazio normato X è det-
to completo se ogni successione di Cauchy di elementi di U converge ad un
elemento di U .
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Spazio di Banach. Uno spazio normato X è uno spazio di Banach se esso
è completo.

Continuità. Una funzione A : U ⊂ X → Y che trasforma gli elementi di
un sottoinsieme U di uno spazio normato X in elementi di uno spazio normato
Y è detta continua in ϕ ∈ U se limn→∞ Aϕn = Aϕ per ogni successione
{ϕn}∞n=1 ⊂ U con limn→∞ ϕn = ϕ.

La funzione A è detta continua se essa è continua in ogni ϕ ∈ U . La prece-
dente definizione può essere espressa anche nel modo seguente: una funzione
A : U ⊂ X → Y è continua in ϕ se per ogni ε > 0 esiste δ(ε, ϕ) tale che
‖Aϕ− Aψ‖Y < ε per tutti i ψ ∈ U con ‖ϕ− ψ‖X < δ.

Continuità Uniforme. La funzione A è detta uniformemente continua
se δ dipende unicamente da ε, ossia se per ogni ε > 0 esiste un δ(ε) tale che
‖Aϕ− Aψ‖Y < ε per tutte le ϕ e ψ con ‖ϕ− ψ‖X < δ.

Esempi di spazi di Banach.

1. Indicato con Ω un insieme chiuso e limitato di Rn (Ω ⊂ Rn), sia C(Ω)
l’insieme delle funzioni continue in Ω. Allora, indicato con R+ l’insieme
dei numeri reali nonnegativi, la funzione ‖ · ‖∞ : C(Ω)→ R+, con

‖f‖∞ = max
x∈Ω
|f(x)|,

introduce una norma completa in C(Ω), per cui lo spazio C(Ω), dotato
di tale norma, è uno spazio normato completo e quindi uno spazio di
Banach.

2. La suddetta definizione si può generalizzare ai sottoinsiemi Ω di Rn che
non sono necessariamente chiusi e limitati. In tal caso, indicato con Ĉ(Ω)
l’insieme delle funzioni continue e limitate in Ω, la funzione ‖ · ‖∞ :
Ĉ(Ω)→ R+, con

‖f‖∞ = sup
x∈Ω
|f(x)|,

introduce una norma completa in Ĉ(Ω). Di conseguenza, lo spazio Ĉ(Ω),
dotato di tale norma, è uno spazio di Banach.

3. Indicato con Ω un sottoinsieme misurabile in Rn, sia L2(Ω) lo spazio delle
funzioni al quadrato sommabili (nel senso di Lebesgue) in Ω. Supponia-
mo ora che due funzioni ϕ e ψ in L2(Ω), che assumano valori diversi sol-
tanto su un sottoinsieme di Ω di misura nulla, vengano identificate, dato
che

∫
Ω
|ϕ−ψ| dx = 0. Sotto tale ipotesi, la funzione ‖ · ‖2 : L2(Ω)→ R+,

con

‖f‖2 =

(∫
Ω

|f(x)|2 dx
)1

2

,
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definisce una norma completa in L2(Ω), che pertanto costituisce uno
spazio di Banach.

Sfera aperta e chiusa. Per un elemento ϕ di uno spazio normato X e
un numero positivo r, l’insieme B(ϕ, r) = {ψ ∈ X : ‖ϕ− ψ‖ < r} definisce la
sfera aperta di raggio r e centro ϕ. L’insieme B[ϕ, r] = {ψ ∈ X : ‖ϕ− ψ‖ ≤ r}
definisce la sfera chiusa di raggio r e centro ϕ.

Insieme aperto. Un sottoinsieme di uno spazio normato X è definito
aperto se per ogni ϕ ∈ U esiste un r > 0 tale che B(ϕ; r) ⊂ U .

Parte interna. La parte interna U̇ di un sottoinsieme U di uno spazio
normato X è il sottoinsieme aperto più grande contenuto in U . Esso consiste
in tutti i punti ϕ ∈ U per cui esiste un numero r = r(ϕ) tale che B(ϕ, r) ⊂ U .

Insieme chiuso. Un sottoinsieme U di uno spazio normato X è definito
chiuso se esso contiene tutti i limiti di tutte le successioni con termini in U e
limiti in X.

Chiusura. La chiusura U di un sottoinsieme U di uno spazio normato X
(in X) è l’insieme di tutti i limiti delle successioni con termini in U e limiti in
X. Essa è pertanto il sottoinsieme chiuso più piccolo di X contenente U .

Frontiera. La frontiera ∂U di un sottoinsieme U di uno spazio normato
X è l’insieme di tutti gli elementi di X che sono limiti sia di una successione
con termini in U , sia di una successione con termini in X \ U . Infatti

∂U = U ∩ (X \ U) = ∂(X \ U).

Densità e separabilità. Un insieme U è definito denso in V se V ⊂ U ,
cioè se ogni elemento di V è il limite di una successione convergente di elementi
di U . Uno spazio normato X è detto separabile se contiene un sottoinsieme
numerabile denso di X.

Limitatezza. Un sottoinsieme U di uno spazio normato X è detto limitato
se esiste una costante positiva C tale che ‖ϕ‖ ≤ C per tutti i ϕ ∈ U . In
altre parole, un sottoinsieme U di uno spazio normato X è limitato se esso è
sottoinsieme di una sfera con raggio r ∈ R+.

Prodotto scalare (prodotto interno). Sia X uno spazio lineare complesso
(o reale). Allora una funzione (·, ·) : X ×X → C (oppure R) soddisfacente le

273



seguenti proprietà:

(1) (ϕ, ϕ) ≥ 0 (positività)

(2) (ϕ, ϕ) = 0 se e solo se ϕ = 0 (definitezza)

(3) (ϕ, ψ) = (ψ, ϕ) (simmetria)

(4) (αϕ+ βψ, χ) = α(ϕ, χ) + β(ψ, χ) (linearità)

per tutte le ϕ, ψ, χ ∈ X e α, β ∈ C (oppure R) è definita prodotto scalare o
prodotto interno (il soprasegno indica il complesso coniugato). Dalle (3)-(4)
segue immediatamente la sesquilinearità, o bilinearità

(ϕ, αψ + βχ) = α(ϕ, ψ) + β(ϕ, χ).

Norma indotta. Ogni prodotto scalare induce una norma, cos̀ı definita

‖ϕ‖ =
√

(ϕ, ϕ)

per ogni ϕ ∈ X. Per ogni coppia di elementi ϕ e ψ di X, vale inoltre la
cosiddetta disuguaglianza di Schwartz

|(ϕ, ψ)| ≤ ‖ϕ‖ ‖ψ‖.

Spazio pre-Hilbert. Per spazio pre-Hilbert si intende uno spazio lineare
dotato di prodotto interno.

Spazio di Hilbert. Si definisce spazio di Hilbert uno spazio pre-Hilbert
completo rispetto alla norma indotta dal suo prodotto scalare.

Esempi di spazi di Hilbert.

1. Lo spazio L2(Ω) è uno spazio di Hilbert rispetto al prodotto interno

(ϕ, ψ) =

∫
Ω

ϕ(x)ψ(x) dx.

2. Lo spazio l2 delle successioni complesse {xn}∞n=1 è uno spazio di Hilbert
rispetto al suo prodotto interno

({xn}∞n=1, {yn}∞n=1) =
∞∑
n=1

xn yn.
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