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Prefazione

In questo documento verra presentata la teoria delle funzioni analitiche, anche
detta ’analisi complessa). A differenza dell’analisi reale, la derivazione di una
funzione viene definita rispetto ad una variabile complessa z appartenente
ad un aperto 2 del piano complesso C. In tal modo la forma differenziale
complessa

f(z)dz = [u(x,y) + iv(z,y)](dx + i dy)
= [u(z,y) dz — v(z,y) dy] +i[v(z, y) dz + u(z, y) dy]

dove u = Ref, v = Im f e z = x + iy, risulta chiusa. Se il dominio {2
¢ semplicemente connesso, la forma differenziale ¢ esatta e, di conseguenza,

abbiamo l'identita )

o [yf(z) dz =10

valida per qualunque curva chiusa v contenuta nel dominio (2. I.’equazione pre-
cedente rappresenta il Teorema di Cauchy che costituisce il risultato centrale
dell’analisi complessa.
I punti z € C possono essere messi in corrispondenza biunivoca con i punti
di R%:
z=x+iy € C <= (r,y) € R%.

Oltre alle operazioni usualmente definite in uno spazio vettoriale reale di di-
mensione 2, nel piano complesso C si introduce anche la moltiplicazione definita
nella seguente modo:

(21 4 iy1) (22 + iy2) = (2122 — Y1y2) + i(21Y2 + T2y1),

essendo (i) = —1. Ad ogni numero complesso z = x + iy si associano la

parte reale = e la parte immaginaria y. Utilizzando le coordinate polari in R?
e convertendo il punto (z,y) € R? in un numero complesso z = x + iy, si
definiscono il modulo |z| = /22 + y2 e 'argomento § = arctan(y/z) in modo
tale che

z = |z|(cos 0 +isinf) = |z|e”.



Z=X-+ly

Figura .1: La superfice sferica tocca il piano complesso nel Polo Sud S(0, 0, 0)
e nell’origine complessa z = 0. La retta passante per il Polo Nord
N(0,0,2) eil punto (z,y, 0) interseca la superficie sferica nel punto
F(z) (corrispondente al numero complesso z = x + iy).

Tramite la cosiddetta proiezione stereografica si possono rappresentare i
punti z del piano complesso esteso C,, = CU{o0} come punti di una superficie
sferica (detta sfera di Riemann). Per realizzare tale associazione, consideriamo
la superficie sferica di equazione

Py (z-1)72=1

e il piano ad essa tangente nell’origine di equazione z = (. Tramite la corri-
spondenza (z,y,0) <> x + iy), facciamo corrispondere al piano di equazione
z = 01l piano complesso esteso. Possiamo mettere in corrispondenza biunivoca
il piano complesso e la superficie sferica, facendo corrispondere x + iy con il
punto di intersezione della superficie sferica con la retta congiungente il punto
(x,y,0) [appartenente al piano complesso| con il Polo Nord della sfera [avente
coordinate (0,0,2)]. Le coordinate del punto di intersezione sono:

F(z):( Az dy 2z )

|z|2+ 47 |z]2+4 |22+ 4

Si vede facilmente che il punto di intersezione F'(z) tende al punto (0,0,2) se
|z| = +o0.
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La suddetta superficie sferica si chiama sfera di Riemann. La trasforma-
zione F'~! dal punto della sfera di Riemann ad un punto del piano complesso
esteso si chiama proiezione stereogmﬁca.ﬂ

In questo documento verra dettagliatamente presentata ’analisi complessa.
Nel primo capitolo verra dimostrato il Teorema di Cauchy e i suoi principali
corollari. Nel secondo capitolo tratteremo le funzioni meromorfe e la classi-
ficazione delle singolarita. In particolare, verranno introdotti i residui senza
soffermarci sulle sue applicazioni al calcolo degli integrali definiti. Nel terzo
capitolo verra dimostrato il Teorema di Weierstrass sulla rappresentazione del-
le funzioni analitiche come prodotti infiniti. Verra anche discusso il Teorema
di Hadamard. Nel quarto capitolo verranno dimostrati il Teorema di Run-
ge sull’approssimazione delle funzioni analitiche mediante funzioni razionali e
quello di Mittag-Lefler sulla costruzione delle funzioni analitiche utilizzando le
cosiddette parti principali. Nel quinto capitolo verra discussa la trasformata
di Fourier. Alcuni risultati necessari alla comprensione dei vari argomenti si
trovano nelle Appendici.

! Tramite la corrispondenza biunivoca tra superficie sferica e piano complesso esteso, si
puo definire una topologia su C, tale che C,, & uno spazio compatto di Hausdorff.
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Capitolo 1

Funzioni Analitiche

In questo capitolo introduciamo i concetti di base sulle funzioni analitiche e ar-
moniche e dimostriamo i principali teoremi. In particolare vengono dimostrate
varie versioni del Teorema di Cauchy e vengono discusse alcune proprieta ele-
mentari quali il principio del massimo, il Teorema di Liouville e I'indice di una
curva.

1 Differenziabilita e Analiticita

Sia 2 un sottoinsieme aperto del piano complesso C e sia f : & — C una
funzione. Allora f si dice differenziabile in zy € €2 se esiste finito il limite

f/(ZO) d:f‘f lim f(Z) - f<20> (Il)

Z—r20 z — ZO

Il limite f(zp) si chiama la derivata della f in zp. Ovviamente una funzione

derivabile in zy e continua in zg, poiche
) : (lim |z — zo|) =|f"(20)]-0 = 0.
Z—20

f(z) = f(20)
zZ— 20
Contrariamente al caso della derivazione delle funzioni definite su un intervallo,
il numero z — 2y che appare nella definizione ¢ un numero complesso.
Scegliendo nella z — 29 € R oppure z — z5 € iR, si ottengono le
cosiddette equazioni di Cauchy-Riemann. Infatti, per f = u+iv (u,v: Q@ — R
funzioni reali) e z = x + iy si trova

Jmy 176)= (a1 =

ox

scegliendo z—zp€R

) = G tea) 4 i) = =i (o) + 150 ).

~~
scegliendo z—zp€iR

—_



Quindi seguono le equazioni di Cauchy—Rz'emamﬂ

ou Ov ou v
gu_<dvo gw__9v 1.2
or Oy’ oy ox (12)

Sia €2 un aperto in C. Allora f : Q — Csi dice analitica se f ¢ differenziabile
in ogni punto zy € € e la sua derivata f’ & continua. Una funzione complessa
f si dice analitica in zy se esiste un intorno di zg in cui e analiticaﬂ

Teorema 1.1 (Derivazione della funzione composta) Siano f : Q — C
e g: Q — C funzioni analitiche tali che f[Q] C Q. Allora go f ¢ analitica in
Qe

(9o f) () =g (f()f'(2), z€q

Dimostrazione.  Dimostriamo il teorema soltanto sotto I'ipotesi che esista
e > 0 tale che f(z) # f(z0) per 0 < |z — 29| < e. Cio & ovviamente vero se
f'(z0) # 0. Se la f fosse costante, lo sarebbe anche la g o f, implicando il
teorema.
Quindi supponiamo che f(z) # f(zp) per 0 < |z — 29| < . Allora

(o f)(z) = (g0 f)(z0) _ 9(f(2)) —9(f(20)) f(2) — f(20)
z— 2 f(z) = f(20) z—20

Poiche lim, ., [f(2) — f(20)] = 0 per la continuita della f in zj, allora

tim 9DE =90 NG _ bire gy o).

z2—20 Z— 2

Dimostriamo ora la seguente proprieta.

Proposizione 1.2 Sia ) un aperto connesso in C, f: Q — C differenziabile
e f'(z) =0 per ogni z € Q. Allora f ¢é costante.

Uno spazio topologico X si dice connessose X = AUB con ANB=10ce
A e B simultaneamente aperti e chiusi, implica che A = () oppure B = (.

Dimostrazione.  Fissiamo zy € 2 e poniamo A = {z € Q: f(2) = f(20)}.
Dimostreremo che A € aperto e chiuso in €2, in modo che A = €.

1Secondo (I.2)) le forme differenziali udx — vdy e v dx + u dy sono chiuse.
2Secondo il Teorema di Goursat una funzione f : 2 — C & analitica se e solo se essa &
differenziabile.



Sia z € Q e sia {z,}52, una successione in A con limite z. Allora f(z,)
f(z0) per n = 1,2,---. Per la continuita della f in z ne segue che f(z) =
lim, 0o f(2n) = f(20), cioe z € A. Di conseguenza, A ¢ chiuso in €.

Ora prendiamo un punto w € €2 e scegliamo € > 0 tale che la palla aperta
B.(w) = {2z € Q: |z —w| < e} C Q. Per qualunque z € B.(w) poniamo
g(t) = f(tz+ (1 —t)w), 0 <t < 1. Allora

g(t) —g(s) _ _ 9() = g(s) (t—s)e+(s—thw

t—s (t—s)z4+ (s —tw t—s
Dunque per t — s abbiamo

L glt) — g(s)

t—s t—s

= f’(sz—i— (1 —s)w) . (Z—w) =0,

ossia ¢'(s) = 0 per 0 < s < 1, che implica che g ¢ costante. Quindi f(z) =
g(1) = g(0) = f(w) = f(z), cioe B.(w) C A. In altre parole, abbiamo
dimostrato che A & aperto (in €2).

Essendo A aperto e chiuso in €2, zy € A, e poiche, per ipotesi, {2 € connesso,
si ha A = Q. O

2 Trasformazioni di Mobius

Siano a, b, ¢, d quattro numeri complessi tali che ad — bc # 0. Allora la mappa

az+b

S(z) = (L.3)

cz+d

si dice trasformazione di Mdbius. Noi consideriamo la S come una trasforma-
zione del piano complesso esteso Co, = C U {00} in se stesso.

Proposizione 1.3 Le trasformazioni di Mobius costituiscono un gruppo non
abeliano rispetto alla composizione.

Dimostrazione.  Consideriamo le trasformazioni di Mobius
az+b

ezt f

con ad — bc # 0 e eh — fg # 0. Allora
az+b

(T o S)(z) = T(S(z)) = ecz+d+f ~ (ae+cf)z + (be + df)

b - )
gaz + h (ag + ch)z + (bg + dh)
cz+d

3



dove
(ae + cf)(bg + dh) — (be + df ) (ag + ch) = (ad — be)(eh — fg) # 0.

In altre parole, (T'o S)(z) = (pz + q)/(rz + s), dove

C)-GC )

Quindi T'oS € una trasformazione di Mobius. Nella stessa maniera dimostriamo

che
dz—b

—cz+a
¢ una trasformazione di Mobius (si noti che da— (—b)(—c) # 0) tale che S™1o S

e S o S™! coincidono con la trasformazione identita (che ¢ trasformazione di
Mobius, pera=d=1eb=c¢=0). O

S (z) =

Due trasformazioni di Mobius,

_az+b

az+f
_dEre T(z) =
cz+d’ (2)

oz 40

5(2)

sono identiche se e solo se esiste 0 # X\ € C tale che « = Aa, = Xb, vy = Ace
§ = AP

Ci sono alcune trasformazioni di Mobius particolari: la traslazione S(z) =
z + p, la dilatazione S(z) = Az per 0 # X\ € C, la rotazione S(z) = €z
per 8 € R, e l'inversione S(z) = (1/z). Le traslazioni, le dilatazioni e le
rotazioni costituiscono sottogruppi abeliani del gruppo di Mobius. L’inversione
piu I'identita costituiscono un sottogruppo di ordine 2.

Proposizione 1.4 Ogni trasformazione di Mdobius si puo scrivere come pro-
dotto di traslazioni, dilatazioni e inversioni, dove alcuni fattori potrebbero
mancare.

Dimostrazione. ~ Sia S la trasformazione di Mébius definita dalla (L.3)).
Se ¢ = 0 e quindi ad # 0, allora S = Sy 0.5}, dove S3(z) = (a/d)z & una
dilatazione e S;(z) = z + (b/a) ¢ una traslazione.

Se ¢ # 0, allora S = Sy 0 53085505, dove S1(2) = 2z + (d/c) ¢ una
traslazione, Sy(z) = (1/z) ¢ un’inversione, S3(z) = ((bc — ad)/c*)z ¢ una
dilatazione e Sy(2) = z + (a/c) ¢ una traslazione. O

311 gruppo delle trasformazioni di Mébius ¢ isomorfo al gruppo quoziente SLs(C)/{£1I5},
essendo SLo(C) il gruppo delle matrici complesse con determinante uguale ad 1 e {15} il
gruppo di ordine 2 con elementi +15.



I punti fissi della trasformazione di Mébius ([.3) (cioe gli z per cui S(z) = 2)
sono le soluzioni dell’equazione

c*+(d—a)z—b=0.

Di conseguenza, S ha al massimo due punti fissi, a meno che S non sia
I'identita.

Sia S una trasformazione di Mobius, a, b, ¢ tre punti diversi di C,, e a =
S(a), B = S(b) e v = S(c). Sia T un’altra trasformazione di Mo6bius con
le stesse proprieta. Allora 77! o S ha a,b,c come tre punti fissi diversi e
dunque coincide con l'identita. Di conseguenza T' = S. In altre parole, una
trasformazione di Mobius viene determinata in modo unico dalla sua azione
su tre punti in C.

Siano zs, 23, 23 € C,, tre punti diversi. Definiamo

(
Z — Z3 Z9 — 23
/ ) {22723724} - C?
Z — Z4 29 — Z4
Z — Z3
) g = OQ,
S(z) =% _%
2 7 <4
) z3 = 00,
Z — Z4
Z — Z3
y 24 = OQ.
\ 29 — Z3

Allora S(z3) = 1, S(23) = 0 e S(z4) = 00, mentre S ¢ I'unica trasformazione
di Mobius che ha tali proprieta. Indicando con (21, 22, 23, 24) 'immagine di
z1 sotto S, si ha

o(21, 29,23, 24) = 0(T(21),T(22), T(23),T(24)) (L4

)
per una trasformazione di Mobius T' qualsiasi. Infatti, se S(z) = o(z, 29, 23, 24)
e M = SoT™ ! (ambedue trasformazioni di Mobius), allora M(T(25)) = 1,
M(T(z3)) =0e M(T(z4)) = o0 e dunque

(SoT7')(2) = 0(2,T(2),T(23), T(24))
per ogni z € C,,. Dalla scelta z = z; discende 'affermazione.

Corollario 1.5 Se 29, z3, 24 sono tre punti diversi di Cy, € wo,ws,wy sono tre
punti diversi di C,, allora esiste un’unica trasformazione di Mobius tale che

S(z3) = wo, S(23) = w3z e S(z4) = wy.

Dimostrazione.  Siano T(z) = o(z,22,23,24) € M(z) = 0(z,ws, w3, wy).
Allora, S = M~! o T ha tutte le proprieta che si vogliono. Se ci fosse un’altra
trasformazione di Mobius con le stesse proprieta, allora R~! o S avrebbe i tre
punti fissi diversi 29, 23, 24 € dovrebbe coincidere con l'identita. O



Nella nostra terminologia una retta ¢ una circonferenza che passa per il
punto oco. In tal caso tre punti diversi in C,, determinano una circonferenza
in modo unico.

Proposizione 1.6 Quattro punti diversi zq, 22, 23, z4 di Cs appartengono alla
stessa circonferenza se e solo se o(z1, 22, 23, 24) € R.

Dimostrazione.  Sia S la trasformazione di Mobius definita da S(z) =
o(z, 22, 23, 24). Allora S7!R] = {2z € C, : 0(z,2,23,24) € R}. Basta dimostra-
re che 'immagine della retta estesa R, = R U {oo} sotto una trasformazione
di Mobius ¢ una circonferenza.

Sia S la trasformazione di Mdbius ([.3). Se z € R e z = S(w), allora
Sw)=x=7= S(w). Ciog,

aw+b  aw+b
cw+d ew+d

Moltiplicando ambo i membri per i denominatori otteniamo
(at — ac)|w|* + (ad — be)w + (b¢ — ad)w + (bd — bd) = 0. (1.5)

Se a¢ € R, allora a¢ — a@c = 0; ponendo o = 2(ad — bc) e B = i(bd — bd) e
moltiplicando la per i, otteniamo 0 = Im(aw) — f = Im(aw — ), poiche
B € R. Cioe, w appartiene alla retta {( € C: a{ — f € R}. Se a¢ non ¢ reale,

allora la diventa
|w]? +Fw + 70— 6 =0

per opportune costanti v € C e 6 € R. Quindi |w + 7| = A, dove

ad — bc
A= (P + 0V =|—=| >0.
ac — ac
Quest’ultima equazione rappresenta una circonferenza. O

Teorema 1.7 Una trasformazione di Mobius trasforma circonferenze in cir-
conferenze.

Dimostrazione.  Sia I" una circonferenza e sia S una trasformazione di
Mobius. Siano zg, z3, 24 tre punti diversi di I' e sia w; = S(z;) per j = 2,3, 4.
Allora wy, w3, wy determinano un’unica circonferenza I'. Allora S[I'] = T".

Infatti, per ogni z € Cy si ha [Vedi la (L.4))]
0(2, 22, 23, 24) = 0(Sz, Wz, w3, wy). (1.6)

Secondo la Proposizione , z € T" se e solo se la parte a sinistra della ([.6]) e
reale, mentre Sz € I se e solo se la parte a destra della (l.6]) e reale. In altre
parole, z € I se e solo se Sz € I". O



Corollario 1.8 Per ogni coppia di circonferenze I' e TV in C, esiste una
trasformazione di Mébius T tale che T[] =1".

Ora studiamo il comportamento delle parti interna ed esterna di una cir-
conferenza sotto l'effetto di una trasformazione di Mobius.

Definizione 1.9 Sia I la circonferenza che contiene i tre punti diversi 29, 23, 24
in C,,. Allora i punti z, z* in C, si dicono simmetrici rispetto a ' se e solo se

O'(Z*, 22y %3, Z4) - U<Z7 294 %3, Z4)'

Questa definizione dipende soltanto da I' e non dalla scelta dei tre punti
22, %3, %4.

Il punto z e simmetrico a se stesso rispetto a I' se e solo se z € T'.

Figura I.1: Due punti simmetrici z e 2z*, prima rispetto ad una retta, poi
rispetto ad una circonferenza.

Nel caso in cui I' € una retta, scegliamo z4 = oo tra i tre punti. In tal caso
il punto z* € simmetrico a z rispetto a I" se e solo se

Z* — 23 Z—73

29—23 Z3—73

cioe |z* — z3] = |z — 23| per ogni punto finito z3 € T'. Inoltre,
¥ — 23 Z—73 Z — 23
Im— = Imi = —Im—,
R2 — 23 Z2 — 23 R2 — %3

cioe z e z* appartengono ai due semipiani diversi determinati da I'. Di conse-
guenza, il segmento [z, z*| & ortogonale alla retta T'.

7



Supponiamo che I' = {# € C : |z — 29| = R} and che 2, 23, z4 siano tre
punti diversi di I". Allora

U(Z*; 22, 23, 24) = 0(27 22, %3, 24) = U(Z — 20,%2 T R0,%3 — 20,%4 — Zo)

R? R? R?
=0 <E — 20, )

22—20723—20724—20

R2
U( _722—20,2’3—20724—20>

E—zo

R2
=0 | = _+Z07227Z37Z4 .
zZ— 20

Quindi 2* = zy + (R?*/(Z — %)) oppure (2* — 2)(Z — Zp) = R%. Dunque

* R2
i > 0.
z—z9 |z— 202

Teorema 1.10 (Principio di simmetria) Se una trasformazione di Mébius
S trasforma la circonferenza I'y nella circonferenza I's, allora S trasforma due
punti simmetrici rispetto a I'y wn punti simmetrici rispetto a I's.

Dimostrazione.  Siano zq, z3, 24 tre punti diversi di I';. Se z, z* sono sim-
metrici rispetto a I'y, allora

o(S(z%), S(22), S(23), S(24)) = 0(2", 22, 23, 24)
= 0(z, 29, 23, 24) = 0(5(2), S(22), S(23), S(24)).

Quindi S(z) e S(z*) sono simmetrici rispetto a I's. 0
Discutiamo ora 'orientamento delle circonferenze.

Definizione 1.11 Data una circonferenza I', un orientamento di I' &€ una tri-
pletta ordinata (21,22, 23) di tre punti diversi di I'. Dato un orientamen-
to (z1,22,23) di ', i punti z a destra di T' sono i punti z che soddisfano
Imo(z, 21, 22, 23) > 0, mentre i punti 2 a sinistra di I" sono quelli che soddisfano
Imo(z, 21, 22, 23) < 0.

Teorema 1.12 (Principio di orientamento) Siano I'y e I'y circonferenze e
sia S una trasformazione di Mobius tale che S[I'] = T'y. Sia (21, 22,23) un
orientamento di I'y. Allora S trasforma i punti a destra (sinistra) di I'y in
punti a destra (sinistra) di I's.



3 Teorema di Cauchy: Casi Elementari

Dimostriamo ora che una funzione analitica f : 2 — C puo essere sviluppata
in una serie di potenze attorno ad ogni punto zy € 2.

Proposizione 1.13 Sia f : QQ — C una funzione analitica e supponiamo che
B.(z9) C Q. Sey(t) = 2o +ee, 0 <t < 2m, allora

1
):—./ﬂw)dw, |z — 20| < e.
271 S W =2

Dimostrazione.  Considerando la regione 0 = {(z — z9)/e : 2 € Q} e la
funzione g(z) = f(z9 + €2) si vede facilmente che basterebbe limitarci al caso
2o = 0 e e = 1. In altre parole, supponiamo che m C Q.

Dobbiamo dimostrare che, per |z| < 1,

1 1 2m 18\ 18
ook [ A L e
2mi ), w— 2z 2 Jo e¥ —z

Cioe, dobbiamo dimostrare che

o= [T G o) = /Ozﬂ (& _ f(z)) ds.

0 e —z ey —z
e f(z+te” —2))e
z+tle” — z))e”
t) = . —
©(s,1) . f(2),
dove t € [0,1] e s € [0,27]. Poiche |z + t(e® — 2)| = |2(1 — t) + €*t| < 1,

la funzione ¢ ¢ ben definita e di classe C'. Dunque g(t) = f o(s,t)ds ¢ di
classe C*.

Ora dimostriamo che g(t) ¢ costante e g(0) = 0, che implica g(1) = 0 e
quindi che vale la proposizione. Infatti,

o0~ | " (s, 0)ds = / i (222 1)) as

= f(2) {/O% eifi ~ds - 27r} — 0.

Poi per 0 <t <1siha

2m
J(t) = / ¢ f/(z + 1" — 2)) ds = [—it L (= + t(e* — )], = 0.
0
Quindi la continuita della ¢ in ¢ € [0, 1] implica che ¢g(1) = g(0) = 0. O

9



Sia |z — 29| < € e supponiamo che |w — zy| = . Allora

11 1 1 i z—z2\"
w—z_w—zo _Z—Zo—w—zo wW — 2o

1 n=0
w — 2y

dove |(z — z0)/(w — z)| < 1.

Teorema 1.14 Sia f : Br(z9) — C una funzione analitica. Allora per v(t) =
20+ee, 0<t<2mece€(0,R), si ha

:Z z— 2g) <%/%dw), |z — 20| < R,

n=0

dove il raggio di convergenza della serie di potenze e almeno uguale ad R.

Dimostrazione.  Per |z — zy| < ¢ si calcoli

2m/ f—z 2m/ f—zoi(;):j;)ndw

(w) dw n
—Z [QWZ/TW (2= 20)",
dove la convergenza assoluta della serie di potenze segue dalla stima

[f()l]z = 2[" _ max{|f(w)| : |w = 2| = e} <|z—z0|)"

|lw — z|"tt T £ €

O

Di conseguenza, una funzione analitica f : 2 — C e infinitamente derivabile
e puo essere sviluppata in una serie di potenze attorno ad ogni punto zy € €2
con raggio di convergenza > dist(zg, 02). Inoltre, in tal caso

f(n (ZO) n! / # dw7

2mi — z)"H1

dove y(t) = zg+ee' (0 < t < 27) per qualunque € > 0 inferiore a dist(zy, 9).
Prendendo il valore assoluto sotto il segno dell’integrale e utilizzando |w—zo| =
¢, otteniamo la cosiddetta stima di Cauchy

nl
O < S8 M = max{lf()]: w— 20] = e},

10



Una curva v : [0,1] — € si dice rettificabile se y & di variazione limitata,
cioe se

—sup{thk tk_1)|:O:t0<t1<...<tm:1}<—|—oo.

Il numero L(7) si chiama la lunghezza della curva .

Proposizione 1.15 (Teorema di Cauchy) Sia f : Bg(z9) — C una funzio-
ne analitica e sia v una curva chiusa e rettificabile in Br(zy). Allora

[ f(w) dw =

Dimostrazione.  Per prima cosa dimostriamo che la funzione f ha una
primitiva. Sfruttando il Teorema possiamo scrivere f(z) =Y > a,(z —
20)" per |z — 2| < R. Sia

R =3 (7)o e = -2 fj (525) =

n=0

Questa serie ha lo stesso raggio di convergenza della serie per f (cioeé un numero
> R), poiche (n + 1)"" — 1. Quindi la F & definita in tutto il disco Br(z).
Inoltre, F'(z) = f(2) per |z — 20| < R.

Sia ora v : [0,1] — Bg(20) una parametrizzazione della curva 7. Suppo-
niamo che v sia regolare a tratti, continua, chiusa (cioe v(0) = (1)) e che
esistano 0 = ty < t; < ... < t,, = 1 tali che 7 sia di classe C' in [t;_1, ;]
(k=1,...,m). Allora

/j

Fﬂs

k

fly t)dt = Z/ F'(v(8))7 (t) dt
(Foy)(t)dt =) [F(())L, , =0,

k=1

.
I

Fﬂs

b
Il

1

poiche (to) = (tm).
Infine, se ~ e rettificabile, per ogni € > 0 esiste un poligono

0= [v(to),y(t1), ..., (tm)],

dove 0 =ty <t; <...<t,n=1e~(0)=r~(1), tale che
w) dw — /f )dw| < €.
In tal caso |f7 f(w) dw| < e per ogni € > 0. Dunque fﬂ{ f(w) dw = 0. O
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4 Proprieta delle Funzioni Analitiche

Sia f :  — C una funzione analitica. Allora zo € Q si dice zero di ordine m
della f se esiste una funzione analitica ¢ : Q2 — C tale che g(2) = (2 —20)™g(2)
per z € Ce g(z) #0.

Una funzione intera ¢ una funzione analitica f : C — C. Quindi i polinomi
sono funzioni intere. Altri esempi di funzioni intere sono e, sin(z) e cos(z).
Ogni funzione intera ammette uno sviluppo in serie di potenze con raggio di
convergenza —+00.

Teorema 1.16 (Liouville) Una funzione intera e limitata é costante.

Dimostrazione.  Sia f : C — C analitica e sia |[f(z)] < M per z € C.

Allora . MorR M
| < _/ Md < — i = —,
27 Js—wi=r | — 20/ 27 R? R

qualunque sia R > 0. Quindi f’(z) = 0 per z € C e dunque la f & costante. O

|1'(2)

Corollario I.17 (Teorema fondamentale dell’algebra) Un polinomio di
grado > 1 ha almeno uno zero.

Dimostrazione.  Sia p(z) un polinomio senza zeri e non costante. Allora
f(z) = 1/p(z) & una funzione intera tale che f(z) — 0 se |z] — +oo. 1l
Teorema implica che la f ¢ costante e, in particolare, che f(z) = 0 per
z € C, contraddizione. O

Dal Corollario |[.17] si vede subito, usando il principio di induzione mate-
matica, che ogni polinomio non costante ha la forma

« [e%
p(z) =clz —21)M .. (2 — 2) ",
dove gli zeri 21, ..., 2, sono numeri complessi diversi, 0 #c € C e ay,...,ay,
sono interi positivi.

Teorema 1.18 Sia 2 un aperto connesso in C e sia f : Q@ — C una fun-
zione analitica. Se l'insieme degli zeri {z € C : f(z) = 0} ha un punto di
accumulazione all’interno di ), allora f(z) = 0 per ogni z € C.

Dimostrazione.  Sia zp € ) un punto di accumulazione dell’insieme degli
zeri della f e sia Br(zp) C §2. Allora la continuita della f implica che f(zy) = 0.
Supponiamo ora che ci sia un intero n € N tale che f(z) = f'(20) = ... =
FOY(z) =0e f™(z) # 0. Allora

o0

f(z) = Z ar(z — 2)", |z — 20| < R.

k=n

12



Ponendo g(z) = D2 ax(z — 20)"™", si vede che g : Br(z) — C & analitica,
f(z) =(2—20)"g(z) e g(20) = an # 0. Per motivi di continuita esiste € € (0, R)
tale che g(z) # 0 per |z — 2| < e. Poiche zy ¢ un punto di accumulazione
dell’insieme degli zeri della f, esiste z; tale che 0 < |21 — 29| < e e f(z1) = 0.
In tal caso 0 = (21 — 29)"g(21) e quindi g(z;) = 0, contraddizione. In altre
parole, f™ (%) =0pern=0,1,2,....

Sia A ={z€Q: f™(z) =0pern =0,1,2,...}. Allora A # (). Inoltre,
se {zx}72, ¢ una successione in A con limite z € (2, allora la continuita di
ciascuna derivata successiva f(™ implica che anche z € A. Quindi A & chiuso
in €.

Ora proviamo che A e aperto in 2. Prendiamo zy € A e scegliamo R > 0
in modo che Bg(z) C Q. Allora f(z) = > 7 an(z — z0)" per |z — 2| < R,
dove a, = (n!)~1f™(z) = 0 per ogni n = 0,1,2,.... Dunque f(z) = 0 per
ogni z € Bg(zy), che implica che Bg(zy) C A. In altre parole, A ¢ aperto (in

Quindi A e chiuso, aperto e non vuoto in §2, per cui A deve necessariamente
coincidere con {2, essendo €2 connesso. O

Corollario 1.19 Sia Q un aperto connesso in C. Siano f,g : Q — C due
funzioni analitiche tali che Uinsieme {z € Q : f(z) = g(z)} ha almeno un
punto di accumulazione in 2. Allora f(z) = g(2) per ogni z € C.

Dimostrazione.  Si applichi il Teorema alla funzione h = f — g. O

Corollario 1.20 Sia f : Q@ — C una funzione analitica non costante e sia
f(z0) = 0 per un opportuno zy € Q. Allora esiste R > 0 tale che f(z) # 0 per
0<l|z— 2] <R.

Il Corollario serve a completare la dimostrazione del Teorema E|

Secondo il seguente principio del massimo, una funzione analitica non
costante in un aperto connesso non puo assumere il massimo del suo valor
assoluto all’interno dell’aperto.

Teorema 1.21 (Principio del massimo, versione I) Sia Q) un aperto con-
nesso in C e sia f: Q0 — C una funzione analitica tale che esiste zy € ) per
cui | f(z0)| > |f(2)| per ogni z € Q. Allora f ¢ costante.

Dimostrazione.  Sia B.(zy) C Q e sia y(t) = 2o + e per 0 < t < 2m.
Allora

2m
20) 27”/ f(w _ 1 f(zo + ee™) dt.

— zo 2

4Si dimostra facilmente il seguente: Sia f : Q — C una funzione analitica e sia f’(zy) # 0
per un opportuno zy € . Allora esistono un intorno U di f(z) e una funzione analitica
g:U — C tali che g(f(2)) =z per z € f~1[U] e f(g(w)) = w per w € U.
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Quindi
1 2w ]
Gl < 5= [ 1o+ et < 1o

dove abbiamo utilizzato il fatto che |f(zo + e€™)| < |f(z0)] per t € [0, 2n].
Dunque |f(20)] = |f(20 + g€")| per ¢ € [0,2x]. Quindi la f manda il disco
B.(zp) nella circonferenza |z| = |f(20)]. Utilizzando una trasformazione di
Mobius h dalla circonferenza alla retta reale si ottiene una funzione analitica
g="hof:Q — C tale che g[B.(29)] C R. Ponendo g = u + iv, le equazioni
di Cauchy-Riemann implicano che le derivate della g rispetto a = e y si
annullano. Quindi la g € costante in B.(z) e lo & anche la f in B.(z). 1l
Corollario [[.I9 poi implica che la f & costante in tutto il dominio 2. O

Corollario I.22 (Principio del massimo, versione II) Siano 2 un aper-

to limitato in C e f : Q — C una funzione continua tale che flg € analitica.
Allora

max{|f(2)| : z € Q} = max{|f(2)| : z € 0Q}.

Corollario I.23 (Lemma di Schwarz) Sia D = {z € C : |z| < 1} e sia
f: D — C una funzione analitica tale che

a. |[f(2)] <1 perzeD,

b. f(0)=0.
Allora |f'(0)] < 1 e |f(2)] < |z] per z € D. Inoltre, se |f'(0)] = 1 oppure se
|f(20)| = |20] per un’opportuna 0 # zy € D, allora esiste una costante ¢, con

lc| = 1, tale che f(2) = cz per ogni z € D.

Dimostrazione.  Sia g : D — C la funzione analitica definita da g(z) =
f(z)/zper 0 # z €D e g(0) = f(0). Secondo il Principio del Massimo si ha
per p € (0,1)

max{lg(=)| : |21 < p} = max{lg(z)] : |2] = p} <

SR

Facendo tendere p ad 1 risulta |g(z)| < 1 per ogni z € D e quindi |f(2)| < |z]
per ogni z € D. Inoltre risulta | f'(0)| = |g(0)] < 1.

Supponiamo che |f'(0)| = 1 oppure |f(20)| = |20| per un’opportuna 0 #
zp € D. In altre parole, supponiamo che |g(z)| = 1 per un’opportuna z, € D.
In tal caso il Principio del Massimo implica che g ¢ una costante ¢, con |c¢| < 1.
Di conseguenza, f(z) = cz per ogni z € D. O
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Per a € D consideriamo la trasformazione di Mobius

Z—a

#al2) = 1—az

Allora ¢, ¢ analitica in un disco aperto che contiene . Inoltre,
P—a(pa(2)) = 2 = palp_a(2)), z € D.

Dunque la ¢, trasforma D in se stesso in modo biunivoco: ¢,[D] = D. Poi per
ogni 6 € R si ha

e’ —q

i0
a = " — | == — ]_,
feale)] = =5 = | S
cioe ,(0D) = 0D. Infine,
1 — |af?
/ 2
a(0) = — =1—lal%,
“ (1—-az)?|,_,
1—al? 1
/ _ _ )
O TR, T T

Teorema 1.24 Sia f : D — D wuna funzione analitica biunivoca tale che
fID] =D e f(a) = 0. Allora esiste una costante ¢, con |c| = 1, tale che

Z—a

f(Z)ZC%(Z)ch_aZ, 2 €D.

Dimostrazione.  Poiche (p_, 0 f)[D] = D e (f o v_4)(0) = f(a) = 0,
abbiamo
(f 09-a)'(0) = f'(P-a(0)¢"4(0) = f'(a) (1 — |af*),
mentre dal Lemma di Schwarz segue che |(f o v_,)(0)| < 1. Quindi |f'(a)| <

(1 — |a]*)~!. In modo simile, essendo g la funzione inversa della f (cioe, (g o
f)(z) = z per ogni z € D), abbiamo (¢, 0 g)[D] =D, (p,09)(0) =0e

(000 9)'(0) = ¢.(a)g'(0) = g'(0)

S 1= a’

che implica che |¢'(0)] < 1 — |a|>. Utilizzando il fatto che ¢’(0)f"(a) = (g o
f)(a) = 1, otteniamo |f’(a)| = (1 — |al*)~*. Poiche (f o ¢p_,)[D] =D, (f o
a)(0) =0e

[(f 0 o-a)(0)] = [f(a)¢",(0)] = 1,
risulta lesistenza di un’opportuna costante ¢, con |c| = 1, tale che (f o
¢v_q)(w) = cw per ogni w € D. Ponendo z = ¢_,(w), si ha f(z) = cp,(2) per
ogni z € D. O
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5 Teorema di Cauchy

Finora il Teorema di Cauchy e stato dimostrato per curve chiuse e rettificabili
contenute in un disco aperto di C. Per estenderlo al caso piu generale bisogna
introdurre il concetto di omotopia.

Definizione 1.25 Sia 2 un aperto connesso in C. Allora due funzioni continue
70,71 = [0, 1] —  tali che v9(0) = v9(1) e 71(0) = 1 (1) (cioe, due curve chiuse
in ), si dicono omotope se esiste una funzione continua I": [0, 1] x [0, 1] —
tale che

['(5,0) =v(s) e I'(s,1) =71(s), 0<s<1,
['0,t) =T(1,1), 0<t<I.

L’omotopia e una relazione di equivalenza tra le curve chiuse in 2. In un
aperto semplicemente connesso (per esempio, in un aperto convesso o stellato)
tutte le curve chiuse sono omotope tra loro.

Definizione 1.26 Una funzione continua (oppure: una curva chiusa) v, :
[0,1] — Q tale che v(0) = 70(1) si dice contraibile (oppure: omotopa ad

una costante) se esistono una funzione continua I" : [0,1] x [0,1] — © ed un
punto zp € 2 tali che

In altre parole, 7 si dice contraibile se € omotopa ad una funzione costante.

Teorema 1.27 (Cauchy) Sia vy una curva rettificabile e contraibile, e sia f :
Q — C una funzione analitica. Allora

// F(w)dw =0,

Consideriamo una funzione continua I' : [0,1] x [0,1] — § e un punto
zo € € tali che
['(s,0)
I'(0,7)

Inoltre, supponiamo che I sia di classe C2. Secondo il Teorema di Schwartz

abbiamo 9 /or 9 /er
a(a) :g(a), s,tG[O,l]

16

v(s) e '(s,1) =25, 0<s<1,
(1,1), 0<t<l.

(1.7)



Sia )
- [ G s
Allora ¢(0) = f7 f(w)dw e g(1) = 0. Inoltre,

[ (rews G 5+ reeng (5)) o
0
o

" (rwen GG+ sreng (5)) s
(o)
(0(1,0) G (1,8) = (00,5 0.6) =0

poiche I'(0,¢) = T'(1,¢) per t € [0,1]. Quindi g & costante e f7 fw)dw =

9(0) = g(1)
Dimostrazione. ~ Supponiamo che I' sia continua e verifichi la . Allora

' & uniformemente continua in (s,t) € [0,1] x [0, 1] e dunque T'([0, 1] x [0, 1])
e un sottoinsieme compatto di 2. Di conseguenza,

0.

p = dist(I([0,1] x [0,1]),C\ Q) > 0

L’uniforme continuita di T' implica 'esistenza di n € N tale che |I'(s,t) —
L(s', )] < pse(s—s)2+(t—1t)? < (2/n?). Introduciamo i punti di

ok
ij:F(lv_>7 0§],k§n,
nn
e i rettangoli
—1 7 k—1 k
zjk:|:j 7l‘|><|i 7_:|7 1§]7k§n
n n n n

Poiche il diametro di ciascun rettangolo & uguale a v/2/n, si ha ['(3;;) C
B,(zji). Inoltre, la regione chiusa

_ X t17t27t37t4 € [07 1]7
ij = {tlzjk + tQZJ_Lk + tgzj_l,k_1 + t4Z]7k_1 . tl + t2 + Zf3 + t4 —1

e contenuta in B,(z;;). Dalla Proposizione segue che

/ f(w)dw:/ v - f(w)dw
(25 -1,k-%j] {D(s, ) 2 <s< L}
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per una funzione analitica f : @ — C qualsiasi (j =1,...,n, k=0,1,...,n).
Inoltre, poiche IT;;, C B,(2;i) (vedi la Proposizione [I.15))

f(w) dw =0, g k=1,...,n,

si vede facilmente che

/mf(w)d’w_/mf(w)dw—/ﬂj(w)dw—...—/Mf(w)dw?

dove 7, ¢ il “poligono curvilineo” con vertici 2ok, 21k, 22k, - - - , Znk, 20k Orientato
nel modo indicato sopra. Infine, abbiamo

Afmww:[;mwmwiLfWszAmmﬁguﬂme:&

poicheé quest’ultima curva consiste del singolo punto z. O

Corollario 1.28 Sia () un aperto semplicemente connesso in €2, v una curva
chiusa e rettificabile in Q0 e f: Q — C una funzione analitica. Allora

(Aﬂwwwzﬁ

Sia € semplicemente connesso e sia zg € €). Allora la funzione F': QQ — C,
Fe) = [ flwde
(z0—2)

dove 6(zp — z) € una curva rettificabile in €2 da 2y a 2z, ¢ una primitiva della

f mnel senso che essa ¢ analitica e verifica F' = f. Infatti, per z,z; € Q

abbastanza vicini il segmento [z, z] congiungendo z; con z & contenuto in §.
Quindi potremmo scegliere §(zg — z) = §(20 — 21) U |21, z]. Dunque

F(z) — F(z) () = 1

zZ— 21 Z— 2

S {f(w) — f(z)}dw,

Zz— 2 [21,2]

(w) dw — f(z1)

[zl,z]

che implica

FE ZFE) ] < 156) = £,
2=z
In altre parole,
tim L&) = F) f(z1)
z—21 A A|



6 Indice di una Curva

Una curva chiusa e rettificabile « in C suddivide il suo complementare C\ 7 in
un numero finito di aperti ciascuno di essi caratterizzati da un numero intero,
il cosiddetto indice.

Proposizione 1.29 Sia v una curva chiusa e rettificabile in C e sia zp € C
un punto non appartenente a . Allora

o 1 1
n(y; z) 2 —/ dz
o

2w )., 2 — 2o

e un numero intero chiamato l'indice della curva v rispetto a z.

Dimostrazione.  Seguendo I'approssimazione della curva v presentata nella
dimostrazione del Teorema basta supporre che v sia regolare a tratti.
Dunque esistono 0 =ty < t; < ... <t, = 1 tali che v :[0,1] — C & continua,
v(0) = (1) e y ¢ di classe C' in [ty_1,t;] (k=1,...,m). Sia

g(t):/o %d&

Allora g(0) =0 e g(1) = 2min(y; 29). Inoltre,

gt) = ﬂ, t & {tr,. . tm_1}

7(t) = 20
Quindi
L) SOW, (Fe— 9
7 (€O0(t) = 2]) = ey (1) = g (e " [1() — 2] = 0,
dovet ¢ {t,...,t,_1}. Cid implica che la funzione e =9®)[(#)— 2] non dipende

da t € [0,1]. In altre parole,
e W [y(0) — 2] = e W [y(1) = 2] = e 1O [(0) = 2] = 7(0) — 20,

mentre (0) # zo. Quindi g(1) = 27n per un opportuno n € Z. O

Se zp € C e vy e 4 sono due curve chiuse, rettificabili e omotope in C\ {2},
allora

n(7; 20) = n(7; 20)-
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Inoltre, n(v; zp) dipende in modo continuo dal punto zy € C\ €. Infatti, sia
#(20) = n(7; 2z0) per zo ¢ v. Allora per zg, 21 ¢ 7 si ha

16(z0) — B(z2)] =

T om

/[(z —2) " — (2 — 21) " Ydz

v

1 20 — 21

— dz
2r /¢, (z—20)(z — 1)

< |Z0—Zl|/ |dz| _

- 27 2= 20l |z = 2|

Essendo p = dist(z0,7) > 0, per |20 — 21| < ipez €ysiha |z —z| >p> 3p
e |z — z1] > 3p. Di conseguenza,

|6(20) — o(21)| <

se |20 — z1] < 6 < 3p, che dimostra la continuitd della ¢. Di conseguenza,
poiche la ¢ assume soltanto valori interi, I'indice n(y; z9) € costante in ogni
componente connesso di C\ €.

Sia v una curva chiusa, rettificabile e semplice in C. Secondo il Teorema
di Jordan (un risultato profondo di topologia), C\ v & I'unione di due aperti
connessi, uno limitato e 'altro illimitato. Se z, appartiene al componente
illimitato, allora n(v; z9) = 0. Invece, se zy appartiene al componente limitato,

abbiamo n(7;z9) = 1 se v ha l'orientamente antiorario e n(vy;z)) = —1 se
~ ha l'orientamento orario. Infatti, si puo spostare zy verso l'infinito se si
trova nel componente illimitato e concludere che in tal caso n(vy;z) = 0.

Invece, se zy appartiene al componente limitato, potremmo deformare v in una
circonferenza attorno a zy senza cambiare I'indice e concludere che n(y; zy) =
+1, dove il segno dipende dall’orientamento della circonferenza.

7 Teorema Integrale di Cauchy

In questa parte dimostriamo un’altra versione del Teorema di Cauchy, la co-
siddetta Formula Integrale di Cauchy. Tale formula sara utilizzata per contare
gli zeri di una funzione analitica.

Teorema 1.30 (Formula integrale di Cauchy) Sia f : Q — C una fun-
zione analitica e sia vy una curva chiusa, rettificabile e contraibile in €. Allora

n(v; 20) f(20) = Qim zfﬁzz’o

dz, 20 € Q\ 7. (L.8)
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Dimostrazione.  Poiche ¢(z) = [f(z) — f(20)]/(z — 2z0) € una funzione
analitica in z €  (con il valore g(z9) = f'(29)), risulta per il Teorema di

Cauchy
1
- 2)dz = JAE) I
0 211 = / Z— 2
/ =R e
2m Z— 2y
f(z )
- dz — )
omi )2 — 2 z = f(z0)n(7; 20),
che implica la ([.8)). O

Se v € una curva chiusa, rettificabile e contraibile, derivando la (L.8) m
volte, si trova:

! f(2)
LYy = T d
n(vy; z 20) = = 2z, 20 € C\ n.
) = g | o 0€C\ 7
Corollario 1.31 Sia €2 un aperto connesso, v una curva chiusa, rettificabile e
contraibile e f : Q — C una funzione analitica. Sia f : 2 — C una funzione
analitica che non si annulla nei punti di v. Allora

1 '(2) N ,
% . f(Z) dz = ; Nkn(77ak)7

dove o, . .., auy, sono gli zeri diverst della f con molteplicita py, . . ., fip,-
Dimostrazione.  La funzione f ammette la seguente rappresentazione:
f(2)=(z—a)" ... (2 — an)g(2), z €,

dove g : 2 — C & una funzione analitica senza zeri. Allora

f'(2) _ — M q'(2)
2) _; z—ak+ g(z)"

Quindi
f’ 2) - / 1 1 [d(2)
— - dz + — d
27rz (2) ; omi J, 2 — ay, i 2mi J., g(z) :
=0, a’;uchy

[
NE

Nkn(% 04k)~

i

1
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8 Funzioni Armoniche

Identificando il piano complesso C con il piano euclideo R? tramite la legge
che ad ogni 2 = x + iy € C associa (z,y) € R?, per le equazioni di Cauchy-
Riemann le parti reali e immaginarie delle funzioni analitiche f(z) soddisfano
I’equazione di Laplace

Uzz + Uyy = 0.

Tali soluzioni si chiamano funzioni armoniche. Per definizione le funzioni ar-
moniche sono di classe C?. Data la funzione analitica f(z), allora u = Re f e
v =1Im f si dicono coniugate armomche.ﬂ

Consideriamo ora una funzione armonica u(zx, y) in un aperto semplicemen-
te connesso Q) in R2. Risolviamo ora il sistema di equazioni di Cauchy-Riemann

ov ou ov  Ou

or oy’ By ox

La funzione v(x,y) esiste ed ¢ unica (salvo per un termine costante), essendo
Q) semplicemente connesso. Poiche u ¢ di classe C', lo ¢ anche v. Quindi
f = u+iv ¢ analitica in 2 = 2 + iy € Q, dove Q = {z + iy : (z,y) € Q}.
In altre parole, una funzione armonica di classe C! definita in una regione
semplicemente connessa ha una coniugata armonicaﬁ

Teorema 1.32 (Teorema della media) Sia u : @ — R wuna funzione ar-
monica e B, (g) un disco chiuso contenuto in 2. Se vy ¢é la circonferenza
|z — 20| =€, allora

1 27 )
u(zo) = %/0 u(zo + ee) df.

Dimostrazione.  Sia D un disco tale che B, (¢) C D C Qesialaf: D — C
analitica tale che u = Re f. Allora

1 f(Z) 2=2p+ee'? 1 °n 10
- | L=y aTee ) de.
f(z0) 21 ), 2 — 20 - 2m Jo J(z0+ee)
Il teorema segue calcolando la parte reale. O

5Se v; e v sono ambedue coniugate armoniche della funzione armonica w, allora u+iv; e
u+ ivg sono funzioni analitiche. Di conseguenza, i(v; — v3) € una funzione analitica a valori
immaginari, cioe una costante in ogni componente complesso del suo dominio.

6La funzione u(z,y) = 3 log(x? + y?) ¢ armonica in R? \ {(0,0)} ma non ha coniugata
armonica in R?\ {(0,0)}. Infatti, u = Re f(x,y), dove f(z) = log(z), mentre zero & un punto
di diramazione della funzione logaritmo. Per trovare la coniugata armonica di u, bisogna
restringere il dominio ad una sottoregione semplicemente connessa.
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Teorema 1.33 (Principio del massimo) Sia u : Q@ — R una funzione ar-
monica. Supponiamo che esista zy € Q tale che u(z) < u(z) per ogni z € Q.
Allora w é costante.

Il teorema vale anche sotto l'ipotesi u(z) > wu(zp) per z € . Basta
considerare —u al posto di .

Dimostrazione.  Sia E = {z € Q: u(z) = u(z)}. Allora, per la continuita
di u, E e chiuso in Q. Per z; € E, scegliamo ¢ > 0 tale che B, (¢) C (.
Supponiamo che esista z; € B, (¢) per cui u(z1) < u(zp). Poiche u ¢ continua,
esiste p > 0 tale che u(z) < u(z) se |z — 21| < p. Applicando il Teorema [[.32]
si ha

1

27
u(zo) = %/ u(zo + |21 — z0|e’0) o,
0

dove la funzione sotto il segno dellintegrale ¢ < u(z), & continua ed & minore
di u(z) per almeno un valore di . Quindi la parte a destra & minore di u(z),
una contraddizione. Di conseguenza, u(z) = u(zg) se |z — 29| < e. Quindi £
¢ aperto. Poiche E ¢ aperto e chiuso in €2 e € ¢ connesso, abbiamo F = () e
u(z) = u(zp) per ogni z € . O
Se f ¢ analitica in un aperto € contenente il disco Br(0) e non ha zeri,
allora log(|f|) & armonica in tale disco. Infatti per il Teorema[[.32] si ha

log(|O)) = 5= | log(|£(Re"))) . (19)

Il seguente teorema generalizza tale risultato al caso in cui la f ha zeri
all'interno del disco Bg(0).

Teorema 1.34 (Formula di Jensen) Sia la f analitica in un aperto che
contiene il disco Br(0). Siano zy,...,z, gli zero della f (ciascuno con la
propria molteplicita) in Br(0). Allora

o170 == 3 1o (72 ) + 5 [ loutlf R as, (110)

dove f(0) # 0.

_ Dimostrazione.  Per [(| <1 la trasformazione di Mébius 2 — (2 — ¢)(1 —
¢z)7! trasforma il disco B;(0) e la sua chiusura in se stesso. Quindi

R*(z — z)

Z
R? — 72
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trasforma il disco Bg(0) e la sua chiusura in se stesso. Dunque la funzione

R? — 72

F(Z)Zf(z)nm

k=1

¢ analitica in un aperto contenente Bg(0), non ha zeri in Br(0) e verifica
|F'(z)| = |f(2)| per |z] = R. Applicando la alla funzione F' otteniamo

log(|F(0)]) = —— / “log(|F(Re?))) do,

2w
dove
R
FO =fO [ (-—)-
k=1 k
Come conseguenza otteniamo la (|[.10]). 0

Sia ng(t) il numero degli zeri della f nel disco B.(0). Enumerando gli zeri
tali che 0 < |z1| < ... <|z,| < R, otteniamo

(07 0 S t S |Zl|7
]_, |le <t S |ZQ|7
ng(t) =q:i
n—1, |zp1| <t <zl
(7, |zn| <t < R.
Quindi
R |22 | 23] |zn| R
ne(t dt 2dt n—1)dt ndt
/ L)dt:/ —+/ —+...+/ ¥+/ ndt
o ¢ ETR I PR el EA
n R
:log@+210g|z—3l+...+(n—1)logﬂ|log—
|21] |22 [2n—1]" " |24l

n n R
= —Z log |zx| + nlog R = Z log —.
k=1 k=1 |2l

Quindi la formula di Jensen ([.10)) ammette la forma alternativa

| 0y L /0ﬂlog(lf(Re”)\d9—log(!f(0)\)> (L11)

dove f(0) # 0.
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Capitolo 11

Singolarita e Serie di Laurent

In questo capitolo discutiamo le serie di Laurent, i vari tipi di singolarita
e il calcolo dei residui. Dimostriamo in particolare il Teorema di Casorati-
Weierstrass sulle singolarita essenziali, il principio dell’argomento e il Teorema
di Rouché.

1 Classificazione dei Punti Singolari

Le funzioni analitiche possono presentare dei punti di singolarita, ossia dei
punti nei quali si verifica un comportamento non ordinario. Un punto z, e
definito ordinario se esiste un suo intorno nel quale la funzione e analitica, ossia
se esiste un § > 0 tale che la funzione ¢ analitica per ogni z con |z — zy| < 4.
Diversamente zq € definito singolare, ossia rappresenta un punto di singolarita
per f. I punti di singolarita possono essere di vario tipo.

a. Singolarita eliminabili: Un punto zg rappresenta una singolarita eli-
minabile per f se f(zp) non e definito, ma il limite lim,,,, f(z) esiste
finito.

b. Poli: Un punto z; € un polo di ordine n se esiste un intero positivo n
(necessariamente unico) tale che

lim (z — 2z0)"f(2) = a #0,

Z—r20
dove o € C. Se n =1 il polo e detto semplice.
c. Singolarita essenziali: Un punto zy rappresenta una singolarita essen-

ziale per f se essa ¢ analitica in {z € C: 0 < |z — 29| < 0} e non esiste
alcun intero positivo n tale che

lim (z — 2)"f(2) =a #0.

Z—r 20
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d. Singolarita isolate: Un punto zy rappresenta una singolarita isolata
per f se essa ¢ analitica in {z € C: 0 < |z — 29| < d}. Ci sono due tipi
di singolarita isolata: il polo e la singolarita essenziale.

Nel caso di un punto di diramazione 2z, non esiste alcun § > 0 tale che la f ¢
analitica in {z € C: 0 < |z — 29| < §}. Invece in un tale intorno la f ha piu di
un valore, come evidenziato dalle funzioni /z e log(z) per zo = 0.

In modo analogo si possono classificare le singolarita all’infinito. Una fun-
zione f definita per |z| > R (cioe, in un intorno di co) ha una singolarita
di un certo tipo se g(z) = f(1/z) ha lo stesso tipo di singolarita in zy = 0.
In particolare, i polinomi di grado n hanno un polo di ordine n all’infinito,
mentre una funzione intera che non € polinomio ha una singolarita essenziale
all’infinito.

Teorema I1.1 (Serie di Laurent) Sia f(2) analitica per Ry < |z—2| < Rs.
Allora

o0

F) = 3 anlz— =),

dove la convergenza é assoluta e uniforme per py < |z — zo| < po per qualunque
p1, p2 tali che Ry < p1 < pa < Ry. Inoltre,

ap = L/Ldz (I1.1)

2w ), (2 — )t

dove v ¢é la circonferenza |z — zo| = p con orientamento orario per qualunque
p < (Rl, Rg)

Sono ammessi i valori Ry = 0 e Ry = +00 per i raggi delle circonferenze.

Dimostrazione.  Siano pi, p costanti positive tali che Ry < p1 < py <
Ry. Allora le circonferenze v; = {# € C : |z — 2| = p;} per j = 1,2,
con l'orientamento antiorario, sono curve chiuse e omotope. Dal Teorema di
Cauchy segue che fm g(z)dz = fw g(z) dz per qualunque funzione analitica
g:{z€C: Ry <|z— 2| < Ry} — C. In particolare, le costanti a,, definite
dalla ([II.1)) non dipendono dal raggio p della circonferenza ~.

Definiamo ora le due funzioni f; e f5 nella seguente maniera:

pe = [ I as g
|lw—=z0|=p1 -

271 w—z

271 wW— z

fo(2) = —i—i/ de, |z — 20| < p2.
|w—z0|=p2
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Allora fi(z) ¢ analitica per |z — 29| > p1 e fo(2) € analitica per |z — zo| < pa.

Se R < |Z—Z()| < RQ, scegliamo P1, P2 tali che Ry < P11 < |Z—Zo| < p2 < Rs.
Sia v;(t) = 20 + pje™ (j = 1,2, 0 < t < 2m). Si scelga anche un segmento
o(t) = 20+ [(1 = t)p1 + tpa]e® (0 < t < 1) che non contiene il punto z.
Allora la curva chiusa v = v9 — 0 — 7, + o & contraibile. Inoltre n(yy;2) =1e
n(v1;z) = 0. Applicando la Formula Integrale di Cauchy risulta

f(w)
27m/ —zdw
f

1
Y B Ol e (C) (I1.2)
27rz , W— 2 211 W=z
fo'e) —1
:f +fl Zanz_ZO)n+ Z an(z_'zO)na
n=0 n=-—oo

dove fy(z) viene sviluppata in una serie di potenze in (z — zg) (con raggio di
convergenza > po) e f1(z) in una serie di potenze in 1/(z — zg) (con raggio di
convergenza > (1/p1)). In tal caso sostituiamo nella (II.2))

r 1 i z—z0\"
w—z—w—zonzo w — 2
se |z — 2| < |w—2] =p2e

[e%) m —1
-1 . -1 w — 2o . n —(n+1)
w_%—z_%z(z_%) —= 3 G-

m=0




per |z—zp| > |w—2zy| = p1. Cosl otteniamo l'espressione (II.1]) per i coefficienti
. O

o0
n=—oo

Corollario I1.2 Sia zy una singolarita isolata e sia f(z) =
la sua serie di Laurent per 0 < |z — 29| < R. Allora:

an(z—20)"

a. zy € una singolarita eliminabile se a, = 0 per ogni n < 0.
b. 2y € un polo di ordine m se a_,, # 0 e a, =0 per ogni n < —m.

c. 2o € una singolarita essenziale se a, # 0 per un numero infinito di pedici
negativi n.

Dimostriamo ora un risultato sorprendente sul comportamento di una fun-
zione analitica in un intorno di una singolarita essenziale. Osserviamo che una
funzione analitica f con un polo a z verifica

lim [ f(2)] = +o0.

Teorema I1.3 (Casorati-Weierstrass) Sia zy una singolarita essenziale di

f. Allora esiste un § > 0 (abbastanza piccolo) tale che l'insieme dei valori
{f(2): 0 < |z — 20| <&} é denso in C.

Dimostrazione. ~ Supponiamo che f sia analitica in {z € C : 0 < |z —
2o| < 0}. In tal caso bisogna dimostrare che per ¢ € C e € > 0 esiste z con
0 < |z — 29| < d tale che |f(2) —¢| < e. Ragioniamo per assurdo e supponiamo
che I'affermazione sia falsa. Dovrebbero quindi esistere ¢ € C e ¢ > 0 tali che
|f(2) —c| >eper0<|z—z| <. In tal caso

f(z) —c

Z — 20

lim
Z—rZ20

= +OO,

che implica che (f(z) — ¢)/(z — 2p) ha un polo in z;. Se m fosse l'ordine del
polo, allora lim, ., (z — 29)™[f(2) — ¢] = 0. Quindi

|2 = ao|™|f(2)] < |z = 20|™[f(2) — | + |z — 20| ™[]

implica che lim, ,,, (z — 20)™f(z) = 0. Di conseguenza, (z — z)™ ' f(z) ha
una singolarita eliminabile in zy. Contraddizione. a

In altre parole, per qualunque ¢ € C esiste una successione {z,}°; con
limite 2o tale che lim, o f(2,) = c¢. Si puo infatti dimostrare (Teorema di
Picard [6l, Theorem 9.16]) che per un ¢ > 0 abbastanza piccolo 'insieme dei
valori {z € C : 0 < |z — 2| < d} coincide con tutto il piano complesso con
I'eccezione di al pit un punto. Per esempio, f(z) = e* ha una singolarita
essenziale all’infinito, mentre per 0 # ¢ € C I'equazione e* = ¢ ha almeno una
soluzione in ogni intorno dell’infinito.
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2 Residui

Sia f una funzione analitica nel disco {z € C : 0 < |z —zy| < d} privato del suo
centro zg. Allora f ¢ sviluppabile in serie di Laurent, ossia ¢ possibile scrivere

o0

f(z) = Z an(z — 29)", 0<|z—2]<d,

n=—oo

dove per qualsiasi p € (0, 9)

ay = L/ L dz n € 7.
|z—z0l=p

2mi (z — zo)ntt 7

11 coefliciente

a_q = f(2)dz

270 J)e—sol=

si dice residuo della funzione f in zy, ossia

f(z) = Resy, ().

Se la f ha un polo di ordine m in zg, allora

Res.,(f) = lim —— (di)m (2 — 20)™ f(2)].

Nel caso di un polo semplice risulta

Res,, (f) = lim (z — 29) f(2).

Z—r20

Teorema I1.4 (Teorema dei residui) Sia f una funzione analitica in €
con [’eccezione dei punti isolati z1, . . ., Zm. Sita ¥ una curva chiusa, rettificabile
e contraibile in ) che non passa per i punti z1, ..., zy,. Allora

1 m
3w | 1) 2 = 3 no ) e ()
J=1
Dimostriamo il Teorema dei Residui soltanto nel caso in cui le singolarita
isolate z1,..., z, sono poli della f. Nella dimostrazione apparira una somma
finita che nel caso piu generale sarebbe una serie infinita. Per giustificare la
convergenza di quest’ultima occorre utilizzare il Teorema di Mittag-Lefler.
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Dimostrazione.  Sia p; l'ordine del polo z; (j = 1,...,m). Allora esiste
una funzione analitica g : 2 — C e costanti aj, (j =1,...,m, k=1,..., ;)
tali che

m My
EDB) DY et
j=1 k=1 J
Di conseguenza,
m My m
)dz = )
27m/f °T Zzajk%m/ (z — z;) Zaﬂn%zj
1= 1 k=1 ]:1
Infine osserviamo che a;; = Res. (f) (j =1,...,m). O

Sia 2 un aperto in C. Una funzione f definita e analitica in €2 con 1’ecce-
zione di poli si dice funzione meromorfa in Q. Ponendo f(z;) = oo in ciascun
polo, si costruisce una funzione continua f : 2 — C

Teorema I1.5 (Principio dell’argomento) Sia f una funzione meromorfa
in 0 con poli py1,...,pm (di ordine py, ..., 1uy) € zeri zi,...,z, (di ordine
Ciy---,Ch). Sia vy una curva chiusa, rettificabile e contraibile in 2 che non
passa née per i poli né per gli zeri. Allora

— f 2 ZQ} n(viz) = Y mn(vipe)- (IL.3)
k=1

271 z

Dimostrazione.  Esiste una funzione analitica g : 2 — C senza zeri tale

che
(z—20)% ... (2 — z,)%

U P N R
Allora ) "
B g6 S G
O SR Sy
che implica la ([1.3]). O

Teorema II.6 (Rouché) Siano f e g funzioni meromorfe in Q e B, (R) C
Q. Supponiamo che la circonferenza v = {z € Q : |z — 29| = R} non contenga
alcun polo o zero delle funzioni f e g e che

1f(2) —g(2)| < lg(2)], |z — 2| =R

Allora
Zf_Pf:Zg_Pg7
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dove Zy e Z, sono il numero di zeri di f e g all’interno del disco B,,(R) e Py
e Py sono il numero di poli di f e g all’interno del disco B,,(R), conteggiati
ctascuno con la corrispondente molteplicita.

Dimostrazione. ~ Chiaramente h = f/g ¢ una funzioni meromorfa in €2 con
un numero finito di poli e zeri, tutti collocati all’esterno della circonferenza ~.
Siccome

|h(z) — 1] < 1, z €7,

abbiamo hly] C Bj(1). Osserviamo ora che log(z) ¢ una funzione analitica
in By(1) che verifica log(1) = 0. Allora log(h) ¢ una funzione analitica in un
intorno della circonferenza v e h’/h & una sua primitiva. Dunque

1 (Z) &

:ﬁ

_ ! 7 z— — 9() z
27?2/7 f(2) d 27?2'/7 g(2) d
Zf_Pf) (Z _Pg>7

che implica il teorema. O

Passiamo ora ad una seconda dimostrazione del Teorema Fondamentale
dell’Algebra.

Corollario I1.7 (Teorema fondamentale dell’algebra) Un polinomio di
grado > 1 ha almeno uno zero.

Dimostrazione.  Sia f(z) = 2" + an_ 12" + ... + ag, con 0 # a, € C,
un polinomio di grado n. Sia g(z) = a,2". Allora per |z| = R risulta

-1 . -1
<Yl 5 Lol g
§=0 jan| B j=0 7

|an|

‘f(

dove 'ultima somma e minore di 1 per R abbastanza grande. Siccome f e
g non hanno poli, la f ha esattamente n zeri di modulo minore di R per R
abbastanza grande. O
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Capitolo 111

Fattorizzazioni delle Funzioni
Analitiche

In questo capitolo discutiamo i Teoremi di Riemann e di Hadamard sulla
rappresentazione moltiplicativa delle funzioni analitiche.

1 Prodotti Infiniti

Definizione III.1 Sia {z,}22; una successione di numeri complessi. Si dice
che il prodotto infinito 7, z, esiste e che z ¢ il suo valore se

n
z = lim H 2z = lHm (z121... 2, 12n).

Quindi il prodotto infinito e il limite dei corrispondenti prodotti parziali.

Supponiamo ora che z, # 0 per n € N e che z = [[’_, 2, esista e sia
diverso da zero. Sia p, = [[}_, 2 il prodotto parziale n-esimo. Allora

2
2 = Pn — =1, n — 00.

Pn—1 z

Quindi z, — 1 ¢ una condizione necessaria (ma non sufficiente) affinché il
prodotto infinito HZ‘LI z, di numeri z, diversi da zero converga ad un numero
complesso diverso da zero.

Consideriamo il seguente esempio. Sia z, = a, dove a € C con 0 < |a| < 1,
in modo che p, = a" e, conseguentemente, lim,,_,,, p, = 0. Questo esempio
mostra che, oltre che 'esistenza del prodotto infinito, occorre che anche z sia
diverso da zero (condizione necessaria) affinché lim,, o, 2, = 1.

Applicando la funzione logaritmica si puo tradurre il prodotto infinito z =
[, z» di numeri diversi da zero in una serie ), log(z,). Per evitare
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problemi con il punto di diramazione della funzione logaritmica, supponiamo
che Re z,, > 0 e consideriamo la funzione analiticalog : {z € C: Rez > 0} — C
tale che log(1) = 0 e exp(log(z)) = z per ogni z € C con Rez > 0.

Proposizione II1.2 Sia Rez, > 0 per ogni n € N. Allora [[72, 2, converge
ad un numero diverso da zero se e solo se la serie’y | log(z,) é convergente.

Dimostrazione.  Siano s tale che z = €°, |Ims| < (7/2) e p, = 21... 2p.
Allora

= log(py) Z log(zx).

Se ¢ convergente la serie >~ | log(z,) con somma s, allora

pn=exp()_ log(zi)) = exp(s,) — €* £ 0.
k=1

D’altra parte, supponiamo che {p,}°, abbia un limite diverso da zero
2z =|zle? con —7 < § < 7. Allora s, = log(|pa|) + i6,, + 2mik,, dove § — 7 <
0, <0+ mek,eZ Intal caso s, — s,_1 = log(z,) — log(1l) = 0, mentre
log(|pn|) + i0,] — log(|pn_1]) +i0,_1] — 0. Di conseguenza, (k, —k,_1) — 0 e
dunque k,, = k ¢ costante per n > ng. Cio implica che s, — log(|z|) +i0+2mik;
in altre parole, la serie ">, log(z,) & convergente. O

Consideriamo la serie di potenze

log(1+ z) = i "lz

n=1

con raggio di convergenza uguale ad 1. Allora per |z| < 3 si ha

.1z 1
ZH—— <3
21—z — 2

e quest’ultima disuguaglianza vale soltanto per |z| < % Quindi

log (1+2)

i-

_lgl_log(l—i-z)gl, ]2]_1,
2 z 2 2
possiamo riscrivere le ultime disequazioni come
1 3 1
—|z| < |log(1 < = < -,

Di conseguenza ¢ immediato il seguente risultato.
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Proposizione I11.3 Sia Rez, > —1 per ogni n € N. Allora la serie

Z log(1 + 2,)
n=1

¢ assolutamente convergente se e solo se il prodotto infinito Y~ | z, & assolu-
tamente convergente.

Non e immediato introdurre la definizione di convergenza assoluta di un
prodotto infinito. Ovviamente ¢ convergente il prodotto [[°7, |z,| se z, =
(—1)", ma il prodotto [ ]2, z, stesso non ¢ convergente. In altre parole, se vo-
lessimo far seguire la convergenza di un prodotto infinito dalla sua convergenza
assoluta, ci vuole un po di cautela nel definire la convergenza assoluta.

Definizione III.4 Sia Rez, > 0 per ogni n € N. Allora il prodotto infinito
[12, zn si dice assolutamente convergente se ¢ assolutamente convergente la
serie Y > log(z,). In tal caso, grazie alla Proposizione , un prodotto
infinito assolutamente convergente & convergente.

Corollario II1.5 Se Rez, > 0 per ogni n € N. Allora il prodotto infinito
[, zn € assolutamente convergente se e solo se la serie Y o (z, — 1) ¢é
assolutamente convergente.

Passiamo ora alla convergenza uniforme in x € =, dove = ¢ un sottoinsieme
del piano complesso.

Lemma II1.6 Sia {f,}>2, una successione di funzioni complesse su Z che
converge uniformemente a f in x € Z. Supponiamo che Re f(x) < a per ogni
x € 2. Allora exp(fn(z)) — exp(f(z)) uniformemente in x € =.

Dimostrazione.  Per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che |¢* — 1| < ee™® per
|z] < 0. Scegliamo ny € N tale che | f,,(z) — f(x)] < per ogni x € = e n > ny.
Dunque

explf (o)) ~ exp((a))| = | SR 1| exp(re ()

<ee “exp(Re f(z)) <e.

-1

O

Lemma II1.7 Sia = un sottoinsieme compatto di C e sia {g,}5°, una suc-
cessione di funzioni complesse continue tali che Y ", gn(x) converge assolu-
tamente e uniformemente in x € Z. Allora il prodotto infinito

o0

f(x) =TT+ gu(@))

n=1
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converge assolutamente e uniformemente in x € Z. Inoltre, f(x) =0 se e solo
se esiste n € N con g, (z) = —1.

Dimostrazione. ~ Supponiamo che Y >° | g,(z) sia assolutamente conver-
gente, uniformemente in x € =. Allora esiste ny € N tale che |g,(z)| < % per
ognin > ng e x € =. Cio implica che per tali (n, z) abbiamo Re (1+¢,(x)) >0
e [log(1 4 gn(x))| < 2|gn(z)|. Allora

oo

h(z) = log(1+ ga(x))

n=ng+1

converge uniformemente in x € =Z. Siccome h € continua e = & compatto, h &
limitata. La limitatezza di h implica ’esistenza di un’opportuna costante a tale
che Reh(x) < a per x € =. Usando il Lemma si ottiene la convergenza
del prodotto infinito

o0

exp(h(z)) = [ (1+ga(x)),

n=ng+1

uniformemente in x € =. Infine si trova

f(x) = (14 g1(2)) ... (1 + gno(2)) exp(h(z)).

Quindi f(x) = 0 se e solo se esiste n € N con g, () = —1. O

Lemma II1.8 Sia Q2 un aperto in C e sia {f,}°°, una successione di funzioni
analitiche in § tali che lim,, o f,(2) = f(2) uniformemente in z € Z per ogni
compatto = in . Allora f : Q — C é analitica.

Dimostrazione.  Sia z € e sia € > 0 tale che B.(z) C €. Allora, per il
Teorema Integrale di Cauchy, possiamo scrivere

i 1a(0)
ful2) = 5 /|< =3

Siccome f,(z) — f(z) uniformemente in z € B.(z) C €, risulta

f(2) = — 1) g,

211 |¢—z|=¢ C —Z

e quindi f ¢ analitica in B.(z). O
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Teorema II1.9 Sia 2 un aperto connesso in C e sia {f,}°2, una succes-
sione di funzioni analitiche in ), nessuna di loro identicamente nulla. Se
Yoo (fu(z) = 1) & assolutamente convergente uniformemente in ogni compat-
to di Q, allora T])_, fu(2) converge ad una funzione analitica in Q uniforme-
mente in ogni compatto di 2. Inoltre, se f(a) = 0, allora f,(a) = 0 per un
numero finito di indici n, mentre la molteplicita dello zero a della f é uguale
alla somma delle molteplicita degli zeri a delle f,.

Dimostrazione. ~ Sia la serie >~ (fn(z) — 1) assolutamente convergen-
te, uniformemente in ogni compatto di Q. Allora, grazie al Lemma [[T[.7] il
prodotto infinito [[)7, f.(z) converge assolutamente, uniformemente in ogni
compatto di €. Inoltre, il Lemma implica analiticita della f.

Supponiamo che f(a) = 0 e che B,(¢) C Q per un opportuno & > 0. Allora
Yo (fa(z) — 1) converge uniformemente in z € B,(e) C Q. Dunque, grazie
al Lemma [[TL.7) esiste n € N tale che f(z) = fi(2)... fa(2)g(z) e g(z) # 0 per
ogni z € B,(e) C . Quindi la molteplicita dello zero a della f vale la somma
delle molteplicita degli zeri a delle f,. O

2 Teorema di Weierstrass
Un polinomio non costante p puo essere fattorizzato nel seguente modo:

p(z)=clz—ar)...(z — an),

dove 0 #£ c € C, neil grado e ay,. .., a, sono gli zeri (ciascuno con la propria
molteplicita). Un risultato analogo vale per le funzioni intere con un numero
finito di zeri. Percio una funzione intera f ammette la fattorizzazione

f(z) = eg(z)(z —ay)...(z—ayp),

dove g € una funzione intera e ay, ..., a, sono gli zeri (ciascuno con la propria
molteplicita). Per generalizzare il risultato al caso in cui il numero di zeri e
infinito occorre utilizzare i prodotti infiniti. Purtroppo ci sono casi in cui il
prodotto infinito [[ 7, (# — a,) non converge. In tal caso bisogna modificare i
fattori (z — a,,) per arrivare ad un prodotto infinito convergente.

Definiamo ora i cosiddetti fattor: elementari:

Eo(2)=1- 2z,
22 2P
E,(2) =(1—z)exp (z—i———l—...—i——),
2 p
dove p = 1,2,3,.... Allora E,(z/a) ha uno zero semplice in a e nessun altro

Zero.
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Lemma II1.10 Per|z|<1ep=0,1,2,... si ha |1 — E,(2)] < |2PTL.

Dimostrazione.  Per p = 0 il risultato ¢ banale. Per p > 1 consideriamo la
serie di potenze

E,(z) =1+ Z apz®.
k=1

Allora

E;(z) = Z kagz"1
k=1

2 D
={-1+(1—-2)Q+z+22+...+2" ") }exp (z+z—+...+z—>

2 p

22 2P

:—zpexp(z+——|—...+—>,
2 p

che implica a; = ... = a, = 0 e a;y < 0 per &k > p+ 1. Di conseguenza, per
|z| <1 risulta

(o) (o)
|Ep(2) — 1| = Z ap®| = |z|PT! Z a2 Pl
k=p+1 k=p+1
o0 o0
<Y ar] = =[P D
k=p+1 k=p+1

= |27 (1= Ep(1)) = [o".
O

Teorema II1.11 Sia {a,}2, una successione di numeri complessi tali che
a, # 0 per ogni n € N e lim,_, |a,| = +00. Supponiamo che {p,}>2, sia
una successione di interi non negativi tali che

o r pnt1
> (W) < 400 (IIL.1)

n=1
per ogni v > 0. Allora il prodotto infinito
= z
= E, | — II1.2
=115 () (112

converge uniformemente in z € Z per ogni compatto = in C. La f é una fun-
zione intera che non ha altri zeri oltre gli a,, ciascuno di essi con molteplicita
uguale al numero di volte in cui viene ripetuta a,,.
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Dimostrazione. Il Lemma implica che

pn+1 pntl
B, (2) 1)< (12 < (1
" \an || ||

per |z] <r <lay,|. Per r > 0 esiste ng (che dipende da r) tale che |a,| > r per
ogni n > ng. Per ogni r > 0 la serie Y | |E,, (z/a,) — 1| viene maggiorata
termine a termine dalla serie per z € By(r). Il Teorema implica
che il prodotto infinito in e assolutamente convergente, uniformemente
in z € By(r) per ogni r > 0. Inoltre, f risulta essere una funzione intera. O

Siccome |a,| > 2r per ogni n tranne un numero finito, abbiamo per tale n

r\" - 1\"
|| 2)
Quindi si verifica la condizione sufficiente (IIL.1)) per p, =n — 1.

Teorema II1.12 (Weierstrass) Sia f una funzione intera. Siano m [ordine
dello zero della f in zero (dove m = 0 se f(0) # 0) e a, gli altri zeri della f
(ciascuno con la propria molteplicita). Allora esistono una funzione intera g

e interi p, tali che
— oM e9(2) e (2.
1@ =] (2)

Il prodotto e finito se la f ha soltanto un numero finito di zeri.

Dimostrazione.  Secondo il Teorema |III.11]si possono scegliere gli interi p,,

tali che
z
—.ITE (£
2) =z 1;[ "(an>

ha gli stessi zeri della f con le stesse molteplicita. Dunque f/h ha delle sin-
golarita eliminabili in zero (soltanto se m > 1) e nei punti a,. Quindi f/h &
una funzione intera senza zeri. Siccome il piano complesso e semplicemente
connesso, esiste una funzione intera g tale che e9 = (f/h). O

Se la serie Y>>, (1/]an|) & convergente, allora si puo prendere p, = 0
dappertutto. Questa situazione si verifica nel caso degli zeri delle funzioni
intere sin(y/z)/v/z e cos(y/z). Cio vuol dire che esistono funzioni intere g e h
tali che

oo

L Z 2n+ ) _eg(Z)H<1_n2Z7r2>’

=0

S iy (- i)

n=0 n=1

3

COS
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Tra poco vedremo che g(z) = h(z) = 0. Invece, se ¢ convergente la serie
S>> (1/|an|P™) per un opportuno p = 0,1,2,..., si pud prendere p, = p
dappertutto.

3 Crescita delle Funzioni Intere
Sia f una funzione intera. Poniamo

My (r) = max |f(z)| = max |f(2)|.

|2|=r |2|<r

Secondo il Principio del Massimo la funzione My (r) ¢ crescente in r. Infatti,
se f non e una funzione costante, M(r) ¢ strettamente crescente in r. Per
dimostrare la continuita di My(r), prendiamo 71,73 con 0 < r; < ry e scegliamo
Oy € [—m,7) tale che M (ry) = | f(reei®)[; in tal caso

0 < My(rs) = My(r1) < | f(r2e™)] = | f(rie™)] < e
se rg — 11 < 0(€). Di conseguenza, M¢(r) dipende in modo continuo da .

Proposizione II1.13 Se esiste n € N tale che M(r) < costr™ per r > 0,
allora la f € un polinomio di grado < n.

Dimostrazione.  Sia

f2) =) ezt (IIL.3)

per z € C. Allora la funzione

R

¢ una funzione intera. Per » > 1 abbiamo

M(r) = eo| + |er|r + ...+ |en|r™
Mg(r) S 1 + yntl )

che tende a zero se r — +00. Secondo il Teorema di Liouville risulta g(z) =0
e quindi f(2) =co+c1z+ ...+ 2" O

Una funzione intera f si dice di ordine finito se esiste k > 0 tale che

Me(r) <e", r > ro(k).
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Il limite inferiore di tutte tali k si dice ordine della f. In tal caso, per ogni
€ > 0 esistono rg > 0 e una successione 0 < r; < ry < ... — +00 tali che

e < Mg(rj) per j =1,2,3,...; Ms(r) < e per r > rq.
Dunque

log log M (r;) perj—1.2.3.. log log M (r)

< p+eperr >rg.
logr; log r

(p—e) <

Di conseguenza,
log log M
» = maxlim 28108 M (1)
r—+00 logr

Per f(z) = cos(y/z) e g(z) = sin(y/z)/+/ risultano

(I11.4)

" eV 4 e VT

fmmzij;w:mmwa:—jf—n
> r’ sinh(y/r eV — e VT
> _sinh(yF) _ |

(=)
—~

2n+1)!  r 2T

Quindi ambedue le funzioni hanno ordine p = %

Rappresentando una funzione intera f dalla sua serie di potenze ([11.3)), si

ha -
" 1
L0 11O,
n! 21 J )=y ¢
Quindi
L, My(r) _ My(r)
len] < %277“ s s (IIL.5)
Proposizione II1.14 L’ordine di una funzione intera f(z) =Y " ¢,2" ve-
rifica
1
p = max lim nooen (I11.6)

n—oo log(1/lenl)
Dimostrazione.  Essendo la f di ordine finito, abbiamo M(r) < exp(Ar*)

per ogni 7 > 0 e quindi |c,| < r "exp(Ar*) per r > 0. Quest’ultima
espressione assume il suo massimo per r = (n/Ak)"/* e quindi

n/k
len| < (e’ik) . (IIL7)
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D’altra parte, sia vera la ([IL7) per n > ng(k, A). Per n > m, = [2ke¢Ar¥]
e r > 0 sufficientemente grande si ha grazie alla (11.7)

Ak\"* n/k
len 2" = |en|r™ < (6—> ( n 2"“) =27", lz| =r
n

eAk
e dunque
P ealr™+ D0 2= el 27 2] =
n=0 n=m,—+1 n=0

Ora sia u(r) = max, |c,|r". Allora

M;(r) = max | f(2)| < (14 my)u(r) +27™ < (1 + 2%eAkrF)u(r) + 27

|z|=r

Siccome p(r) < max,{(eAk/n)"*r" e quest'ultima espressione assume il suo
massimo per n = Akr®, abbiamo p(r) < exp(Ar*), che implica

Me(r) < (1+ e AkrF) e + 27 < (2 4 e AkrF) e < B
per un’opportuna costante B > A > 0. O

Consideriamo f(z) = cosh(y/2), dove ¢, = (—1)"/(2n)! Alloralog(1/|c,|) =
log[(2n)!] = 372" logk. Calcolando gli integrali ffn log z dx e fan log = dx
utilizzando le somme di Riemann inferiori e superiori, otteniamo

2n 2n 2n+1
/ log:vda;<21ogk:</ log x dx,
1 1

k=1
oppure
n
2nlog(2n) —2n+1 < Z logk < (2n+1)log(2n + 1) — 2n.
k=1
Dunque
n logn n logn n logn

(2n+1)log(2n+1) — 2n < log(1/]cn|) < 2nlog(2n) —2n + 1

Siccome le parti a sinistra e destra tendono a 1 se n — 0o, otteniamo p = % Di
conseguenza, cosh(y/z) ¢ una funzione intera di ordine ;. Nella stessa maniera
si dimostra che sin(y/z)/+/z) (dove ¢, = (=1)"/(2n+1)!) & una funzione intera
di ordine %
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Definizione III.15 Sia {a,}3%, una successione di numeri complessi diversi
da zero tali che lim,,_,, |a,| = +00. Allora

=1
inf{A>0:Z PR <—i—oo}
n=1 n

si dice esponente di convergenza della successione. L’esponente di convergenza
vale +00 se ¢ divergente Y - | |a,|™* per ogni A > 0.

Per a,, = (n?m?)~! abbiamo esponente di convergenza 3. Noi collegheremo
I’'ordine di una funzione intera f ha I’esponente di convergenza della successione
dei suoi zeri diversi da zero.

Proposizione II1.16 Data una successione {a,}5, di numeri complessi di-
versi da zero tali che lim,_,o |a,| = 400, sia n(r) = #{k : |ax| < r}. Allora
il suo esponente di convergenza vale

. logn(r)
p1 = maxlim ————=.
r—+4-00 log r

Dimostrazione. ~ Ovviamente, per A > pg, essendo py l'esponente di con-

vergenza,
i 1 _/OO dn(t)
ol Sy

Integrando per parti si ha

[0, [,

t)‘ 7")‘

quindi ¢ convergente l'integrale generalizzato

/ Tnl) gy (111.8)

t>‘+1

Dunque per £ > 0 esiste 79(¢) tale che per r > r¢(e)
*n(t) *dt  n(r)
oppure r*n(r) — 0 se 7 — +o00. Di conseguenza, p; < A e quindi p; < po.
D’altra parte, per ¢ > 0 abbastanza grande si ha

n(t) < tP1+(e/2)

Quindi l'integrale generalizzato (I11.8]) converge per A = p;+&. Di conseguenza,
Po < p1. O
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Stimiamo ora E,(u).

Lemma II1.17 Perp=1,2,3,... eu € C si ha
’u‘p-&-l

log(|Ep(u)|) < 3e(2 + logp) i

Per p =0 abbiamo
log(|Eo(u)]) < log(1 + |ul).

Dimostrazione.  Siccome Ey(u) = 1 + u, 'ultima parte del lemma segue
subito. Ora sia p € N. Allora

u? uP
log(|E,(u)|) = Re [log(l —u)+u+ -t "
Uk |u’k ’u‘p—i—l
— —Re Z - < < Jufrtt
2 E SR S et

per [u| < (p/(p+1)). Per |u| > (p/(p+1)) la disuguaglianza log(1 + |u|) < |u
implica

2 p
log(|E,(w)|) < 2|u| + Ju +...+ Jul?

:‘“VJGW;
<l |2 %
§|uyp<1+ ) ( g%)
(1) (2

< |ufPe(2 +logp) <

< ful?

O

Lemma III1.18 Se ¢ convergente la serie Y o | |a,|~ @Y, allora il corrispon-
dente prodotto infinito 1(z) = [0, Ey(z/an) verifica la disuguaglianza

n=1

(1)) < by ([ e [ 20 r).

dove ko =1, k, =3e(p+1)(2+1logp) perp e N, r=|z| e z € C.
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Dimostrazione.  Dal Lemma segue per p=1,2,3,...

p+1 ©  dn(t
L :36(2+10gp)rp+1/ _dn(t)

log(|TI(2)]) < 36(2+10gp); P N

(lan| +7)

Utilizzando lim,_, ;o 7~®*Yn(r) = 0 [che segue dalla convergenza della serie]
e integrando per parti risulta per p =1,2,3,...

Cpr+(p+ 1)t
log(|TI(2)]) < 3e(2 + logp)rp“/o W”(ﬂ di

n(t)

< 3e(2+1 1 p“/ — 7

< 3e(2+1logp)(p+1)r (/0 1 dt +r B dt | .

Teorema II1.19 (Borel) L’intero non negativo p nel prodotto infinito
M(z) =[] Eo(z/an) (IIL.9)
n=1

verifica p < py, dove py é l’esponente di convergenza della successione {a, }5 ;.

Dimostrazione.  Dal Lemma segue

log(|I1(z)]) < Cikyr” (/ tApl dt—l—r/ P2 dt) = B,\Cyr?,
0 r

dove

1 1
B, = .
g kp<A—p+p+1—A)

In altre parole, 'ordine p del prodotto II(z) verifica p < A per ogni A\ > py,
cioe p < py. O

Ora dimostriamo che I'esponente di convergenza p; della successione degli
zeri di una funzione intera f verifica p; < p, dove p & 'ordine della f.

Lemma II1.20 Sia f analitica in un intorno del disco Be.(0) e sia f(0) = 1.
Allora
ns(r) <log My(er).
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Dimostrazione.  Dalla ([.11]) segue

er dt er t 1 27 )
ng(r) = nf(r)/ — < / nf—() dt—/ log(|f(ere’0)|) df <log M;¢(er),
. , t 2w Jo
che dimostra il lemma. O

Teorema I11.21 L’esponente di convergenza della successione degli zeri di
una funzione intera € al massimo uguale al suo ordine.

Dimostrazione. ~ Supponiamo prima che f(0) = 1. Dal Lemma [[11.20]segue
che

logn, log log M
o = limsup 287 ) i g 08108 Msler)
r— 00 log r 400 log er
che dimostra il teorema. Per un valore di f(0) qualsiasi consideriamo
— | - f(Z)
iz) = (A\)z F(0)
al posto della f, poiche la f) ha lo stesso ordine e lo stesso esponente di
convergenza della f. O

Teorema I11.22 (Hadamard) Sia f una funzione intera di ordine finito p.

Allora
m V4 Z
1&)=L 5, ()

dove m ¢é Uordine dello zero di f in zero, a, sono gli altri zeri e P(z) é un
polinomio di grado < p < p.

Dimostrazione.  Per 'ordine p nel prodotto abbiamo p < p;, secon-
do il Teorema [[TL.T9, D’altra parte, p; < p, Uordine della funzione intera f,
secondo il Teorema Quindi p < p, ordine della f.

Ci rimane dimostrare che la funzione g(z) nell’esponente ¢ un polinomio di
grado ¢ con g < p. Sia
f(z)

2mI1(z2)’

una funzione intera senza zeri. Quindi ¢ (z) = e9%) per una funzione intera g.
Allora la 1 ha ordine < p e quindi, per ogni € > 0, verifica

log([y(2)) <r7™e, |zl =,

per r abbastanza grande. Di conseguenza, per ogni € > 0 risulta

Mg<r) <t

U(z) =

per r abbastanza grande e quindi la g € un polinomio di grado < p. O
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Se 'ordine p € (0, 1), il Teorema di Hadamard implica la rappresentazione

£(2) = cost.z™ 1;[ (1 - ain) ,

dove il numero di zeri e per forza infinito. Nel caso contrario la f sarebbe un
polinomio. Si vede subito che la costante vale lim,_,o(z27" f(z)). Applicando il
Teorema di Hadamard a due funzioni intere note di ordine %, troviamo

P (-1 =T (1 )

Di conseguenza,

sin(z) = z E[l (1 - nf;) , cos(z) = ﬁ (1 - #) . (IIL10)

Per z = (7/2) risulta l'illustre formula di Wallis (1656)

T . M (2k)? , 2.2.4.4.6.6.....(2m)(2m)
— = lim H = lm .
2 mooo L (26— 1)(2k+ 1) moe 1.3355.7....(2m — 1)(2m + 1)

Esempio II1.23 Consideriamo ora la funzione intera di ordine 1

1 - z
_ vz 1 _) —z/n
I'(2) e H ( YA

n=1

dove v & un’opportuna costante tale che I'(1) = 1. In altre parole,

1 vz 1 —z/n
P(Z>:ze EEI( /n).

Grazie al Lemma [[TI.10] e al Teorema [[T[.11], il prodotto infinito converge uni-
formemente in z in ogni compatto del piano complesso. Gli zeri della funzione

intera 1/I'(z) sono —1,—2, =3, ..., essendo tutti semplici. Siccome I'(1) = 1,
scegliamo v = —log(c), dove
c:ﬁ 1—|—l e V>0
n=1 n '
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Quindi
'y:—i log 14—1 e~k
k

_ i (% “log(k+1) + log(k))

k=1

" /1
= lim — —log(k + 1) + log(k
Hoozkzl (k Bk 1)  log ))

im (14242 gt 1)
= —4+-+...+=--1o
v 53 o osn )

la cosiddetta costante di Eulero [y ~ 0.5772]. Inoltre,

1 z+k
I — Yz 13 v —z/k
rm = e
— lim 2(z4+1)(z+2)...(z+n) O SRS
n—00 n!
— lim 2(z+1)(2+2)...(2+n) 1= g2(1-1- = m L log(n)
n—oo n!
— lim z(z+1)(z+2)...(z+n).
n—00 n!n?
Di conseguenza,
z I 2(z+1)(2+2)...(2+n) 2+ 1+n 1
——— = lim = :
I'(z+1) n- n!n? n I'(2)
Inoltre,
1 I (z4+1)...(24+4n) (1—2)2—-2)...(n—2) n+1—2
—————— =2 lim
F(Z)F(l — Z) n—00 n! n! n? nl—=
—_——
—1
= 22 sin(7z)
— 1—-2) =
© }_[1 < n2) T
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Capitolo IV

Approssimazione Razionale

In questo capitolo discutiamo il Teorema di Runge sull’approssimazione razio-
nale delle funzioni analitiche e il Teorema di Mittag-Lefler sulla costruzione
delle funzioni meromorfe dalle sue parti principali.

1 Teorema di Runge

In questa sezione ci proponiamo di dimostrare il Teorema di Runge sull’uni-
forme approssimazione delle funzioni analitiche mediante funzioni razionali.
Premettiamo il seguente lemma sul riempiemento degli aperti tramite una
successione di compatti.

Proposizione IV.1 Sia Q0 un aperto in C. Allora esiste una successione
{K,}5°, di compatti con le sequenti proprieta:

(a) Pern € N linsieme K,, ¢ contenuto nella parte interna di K, 1.
(b) Ogni compatto K in Q & contenuto in un opportuno K,.

(¢) Ogni componente connesso di Cy, \ K,, contiene un componente connesso

di Coo \ Q.
(d) Q=0 K,.

Dimostrazione.  Sia zy € () e sia

K, = B,(z) N {z € Q:dist(z,C\ Q) > l}

n

Allora K,, C Q e K,, & chiuso e limitato e quindi compatto. Inoltre,

K, C Bpy1(20) N {z € Q :dist(z,C\ Q) > o

(&

1
1} C Ky (IV.1)

VvV
aperto in 2
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Quindi, se K & un compatto in €2, gli aperti in ([V.1]) costituiscono un rico-
primento aperto di K mediante una successione crescente di aperti. Dunque
esiste m € N tale che

K C Bpii(z0) N {z € Q:dist(z,C\ Q) > } C K1

+1
O

Teorema IV.2 (Runge) Sia Q un aperto in C e sia E C Cy, \ Q tale che la
sua chiusura E abbia un’intersezione non vuota con ogni componente connesso
di Co \ Q. Allora per ogni funzione analitica [ : Q2 — C, per ogni compatto
K C Q e per ogni € > 0 esiste una funzione razionale R(z) i cui poli sono in
E e tale che

|f(z) — R(2)| <e, z e K.

Corollario IV.3 Sia Q un aperto in C tale che Cy \ Q sia connesso. Allo-
ra per ogni funzione analitica f : Q — C esiste una successione {p,}5°, di

polinomi tale che p,(z) tende a f(z) uniformemente in z in ogni compatto di
Q.

11 Corollario segue immediatamente dal Teorema[[V.2] prendendo F =
{00} e sfruttando il fatto che le funzioni razionali con un singolo polo all’infinito
sono i polinomi non costanti. Per dimostrare il Teorema di Runge [[V.2] faremo
uso di due importanti lemmi.

Lemma IV.4 Sia v : [0,1] — C wuna curva rettificabile e K un compatto
disgiunto da [0, 1]. Considemta f:7[0,1] — C continua e £ > 0, esiste una
funzione razionale R(z) con tutti i suoi poli sulla curva v[0,1] tale che

R(2)| < &, z€e K.

—Z

Dimostrazione.  Poiche ~[0,1] N K = (), esiste un numero r tale che 0 <
r < dist(K, 7). Quindi per t,s € [0,1] e z € K

fO@®) — F((s)

1) =z (s) ==

L IFGO)() = FGDAE) — 2 ((B) = F ()]

< lIf(v(t))l Iv(s) —y(t)| + %Iv(t)l |f(v(s)) = f(v(D))]
|Z||f( () — F(v(1))
< £ (100~ 7(5)] + 2170 ~ FND.
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dove K U~|[0,1] UIm(f) C B.(0). L'uniforme continuita di v e f o~ implica
Iesistenza di 0 < t; < ... < t, =1 tali che

t t;
00 SOWD | ek
() =z () —2|  Var(v)

Sia

- V(t5) — (1)

Zl f(’}/( J 1)) fY(tj?l) .

J_
una funzione razionale avente i suoi poli nei punti v(0),v(¢1),...,v(tn—1).

Allora per z € K risulta

w—z

Fo) Fet)
[ ﬂwaD—th@>

tj
dly[(t) <
ti—1
O

Lemma IV.5 Sia K un compatto in C e siano a,b due punti in C\ K tali
che

1
la —b] < §dist(b, K).

Allora per ogni e > 0 e per ogni funzione razionale R(z) avente il punto a come
suo unico polo, esiste una funzione razionale Q(z) avente il punto b come suo
unico polo tale che

1Q(2) — R(2)| <, 2 e K.

Dimostrazione. Caso R(z) = (z —a)~" per n € N. Per ipotesi,

z e K.

a—> 1
<_7
z—b‘_2

Quindi

e §:<k+n_1>(ziz>a v:2)

e la serie a secondo membro & maggiorata (per z € K) da
i k+n—1\ 1
k 2k’
k=0

o1



inoltre
(32 1kt
(Fro—k 2 k41

1

Percio la serie di funzioni in (IV.2) & uniformemente convergente in z € K.
Per N abbastanza grande la funzione razionale

-y () ()

k=0

ha il punto b come suo unico polo e verifica |Q(z) — R(z)| < € per z € K.

Caso generale. Se

R(:) =3 2y +0(e)

dove p(z) € un polinomio, allora per j = 1,..., m esiste una funzione razionale
();(2z) con il suo unico polo in b tale che

1

(2 —a)l

_Qj<z)‘<L L e K.

M
m|r;]

Se r; = 0, scegliamo ovviamente Q;(z) = 0. Quindi

Q) = Z 1;Q;(2) + p(z)

€ una funzione razionale con il suo unico polo in b e tale che

Q(2) — R(2)| <&, z2€K.

Siamo ora pronti a dimostrare il Teorema di Runge (Teorema [IV.2)).
Dimostrazione (del Teorema [IV.2)) Per prima cosa consideriamo una

successione {K,}>°, di compatti in ©Q come nella Proposizione Allora
esiste N € N tale che K e contenuto nella parte interna di K. Poniamo

H={zeC: dist(z,C\ Ky) > %dist(z,K)}

U{z € C: dist(z,C\ Ky) > %dist(K,C \ K}
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Quindi H e chiuso e
K C H C int(Ky)
¢ la parte interna di K. Dalla compattezza di K, segue quella di H. Dal

Lemma segue l'esistenza di una funzione razionale Q(z) con tutti i suoi

poli contenuti in int(Ky) \ H tale che
€
& -QEI<5. zem

Possiamo scrivere Q(z) come somma Q;(2) + ...+ Q. (z) di funzioni razionali
();(z) con un singolo polo. Sia a € int(Ky) \ H il polo di Q1(2).

Dalla compattezza della frontiera 0K di Ky segue l'esistenza di b € 0Ky
tale che |a — b| = dist(a,C \ Ky). Siccome a ¢ H, abbiamo

la —b| < %dist(K, C\ Ky) < %dist(b, K),
dove 'ultima disuguaglianza deriva dal fatto che
dist(K,C\ Ky) = dist(K,0Ky).
Scegliamo ora b’ € C\ Ky tale che [b— /| < dist(K,C \ Ky) in modo che

1
b= < Sdist(V/, K).

Sia D il componente connesso di C, \ Ky che contiene il punto ¢'. Secondo
la costruzione della Proposizione [[V.1], D contiene un componente connesso di
Cs \ ©; in particolare, D N E # (). Scegliamo ¢ € DN E # §. Si possono
presentare due casi.

Caso ¢ # co. Poiche ' e ¢ appartengono allo stesso aperto connesso (e

quindi connesso per archi) D in C, esistono sg,...,s, € D tali che s =V,
Sp=ce
1
sk — spr1]| < Edist(K,C\KN), 2<k<p-1. (IV.3)
Siano sp = a e s; = b. Scegliamo s, € £ tale che
1
’C — 8p+1‘ < §dlst(K, C \ KN) (IV4>
Quindi
L.
lsk — sk1| < idlst(skﬂ, K). (IV.5)

Infatti per 2 < k < p—11la (IV.5) segue dalle (IV.3)-(IV.4) e da {s; :2 <k <
p+ 1} C C\ Ky. Per k = 0,1 la (IV.5) coincide con le stime precedenti per
la — b| e |b— V'], rispettativamente.
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Applicando il Lemma troviamo le funzioni razionali S1(2), ..., Sp41(2)
tali che s; € I'unico polo di Si(z) e

3

[Sk(2) = Sk41(2)| < ma

ze K, 0<k<p,

mentre Sp(z) = @Q1(2). Sia Ryi(z) = Sp11(2). Allora R;(z) € una funzione
razionale con I'unico polo s,y appartenente ad E' e tale che

3

(Q1(2) = S1(2) < D I5k(2) = Se(2)] < 5
k=0

om’

Caso ¢ = oo. Si segua la stessa procedura utilizzando la distanza lungo la
sfera Riemanniana C., anziché quella nel piano complesso.

Per concludere la dimostrazione basta applicare la stessa procedura a tutti i
termini Q1(2), . .., @m(z) in modo da arrivare alle funzioni razionali R;(2), ...,
R,.(z) con tutti i loro poli in E tali che

|Qj(z)_Rj(Z)|<g, e K.

Poniamo ora R(z) = Ri(2) + ...+ Ru(z). Allora R(z) ha tutti i suoi poli in
E e

|R(z) — f(2)| <e¢, z € K.

2 Teorema di Mittag-Lefler

Dimostriamo ora il seguente teorema.
Teorema IV.6 (Mittag-Lefler) Sia Q un aperto in C, {z;} una successione
in Q senza punti di accumulazione all’interno di €2, e

mg

Sk(z) =) Az — z) 7.

J=1

Allora esiste una funzione meromorfa f in Q i cui poli sono esattamente i
punti z e le cui parti principali in z sono esattamente Si(z).

o4



Dimostrazione.  Costruiamo i sottoinsiemi compatti K, di {2 come nella
Proposizione [[V.1] Allora ogni K,, contiene soltanto un numero finito di punti
z1. Definiamo gli insiemi di interi ,, (disgiunti tra loro) nel seguente modo:

Il :{]fZZk GKl}, In:{/{?IZkEKn\anl},

per n > 2. In altre parole, N = U | I,,. Sia

ful2) = 3 Sie),

kely

con fu(z) = 0se I, = 0. Allora f, & una funzione razionale con poli in
K, \ K,_1. Siccome f, & analitica in un intorno di K, 1, per il Teorema di
Runge esiste una funzione razionale R,,(z) con poli in Cy \ 2 tale che

1

he =Rl (3) e

Poniamo

f(2) = i)+ ) [fal2) = Ra(2)]; (IV.6)

e dimostriamo che tale funzione f e la funzione meromorfa enunciata nel
teorema.

Infatti, sia K un compatto contenuto in Q \ {ax : k € N}. Allora K C Ky
per un N € N. Risulta

1

Quindi la serie di funzioni e uniformente convergente in z per ogni
compatto di Q \ {zx : k € N}. Poiche ogni suo termine ¢ analitico in Q \ {z :
k € N}, f e meromorfa in Q. Inoltre, fissato k € N, esiste € > 0 tale che
|2; — 2| < € per j # k. Dunque f(z) — Sk(z) ¢ analitica in z € B,, (¢). Di
conseguenza, zj ¢ un polo della funzione f e Si(z) € la corrispondente parte
principale. O

Qual’e la funzione meromorfa (in C) piu semplice che ha poli semplici in
tutti gli interi n con parte principale 1/(z — n)? Siccome per z € C\ Z la
serie > (z—n)~! & divergente, non possiamo semplicemente prendere la
somma delle parti principali. La soluzione del problema e

T 1 2z
= -+ Z 22— (IV7)




dove z € C\ Z. Poiche [vedi ([I1.10))]

o0 2
sin(mz) = 7z | | <1 - 2—2) :
n
n=1

si ottiene facilmente che f(z) = mwcotan(wz).

Esempio IV.7 Dimostriamo nuovamente che la parte a destra della ([V.7))
¢ uguale a mcotan(wz). Infatti, sia f(z) una funzione meromorfa in z € C

con poli semplici in 2y, ..., zy e corrispondenti residui aq,...,ay. Allora per
Cy={2€C:|z] = Ry} con Ry = max(|z|,...,|zn|)+1 si ha
N
1 f(w) ap
- TN =
QWijchw—z v f(z)—i—; 2p — 2

dove abbiamo applicato il Teorema Integrale di Cauchy alla funzione analitica
N
9(z) = f(2) + >, (an/(z — 2,)). Dunque

L de:f(z)—f(0)+zan( 1 i)- (IV.8)

2mi Jo,, w(w — 2) 2 — 2 2

Consideriamo una funzione meromorfa f(z) in z € C con poli semplici
in z = z, con corrispondenti residui a, (n = 1,2,3,...). Sia {Ry}%_; una
successione di raggi tali che |z;| > Ry > |z| per j > N > k e sia f(z) limitata
in z € U¥_,; Cn. In tal caso l'integrale nella parte a sinistra della si
annulla (per z € C fisso) se N — +00. Se & convergente la serie a destra (per

z # z,), risulta
1= 10+ a (2o 1)

n=1

Consideriamo ora la funzione f(z) = mwcotan(wz) — (1/2) e Ry = N + 3.
Allora f(0) =0¢e

1 1 1 —( 1 1
t _ - = — =
meotan(mz) . Z (z—n+n> Z(z—n+z+n>’

da cui la ([V.7)).
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Capitolo V

Trasformata di Fourier

In questo capitolo facciamo un richiamo della teoria delle serie di Fourier e
introduciamo la trasformata di Fourier, sia per le funzioni nella classe L'(R)
sia per quelle nella classe L*(R).

1 Serie di Fourier
Consideriamo la serie di Fourier

oo
= ?0 + Z an, cos(nz) + by, sin(nx)) , (V.1)

n=1
dove i coefficienti Fourier ag, a,, e b,, sono numeri complessi. La serie in e
convergente se la funzione f(z) e periodica con periodo 27 e regolare a tratti.
La somma ¢ uguale a f(z) nei punti di continuitd di f ed a 3[f(z™) + f(z™)]
nei punti in cui f ha una discontinuita di prima specie (cio¢ un salto)E] La
serie converge uniformemente per x che appartiene a tutti gli intervalli
chiusi e limitati in cui f e continua. I coefficienti di Fourier si ricavano dalla

funzione f(x) nel seguente modo:

ag = %/W f(z)dx, (V.2a)
an = %/W f(z) cos(nz) dx, (V.2Db)
b, = %/W f(z)sin(nz) dz, (V.2¢)

!Esistono funzioni continue e periodiche con periodo 27 per cui la serie di Fourier &
divergente in ogni x € R. Quindi non basta la continuita di f per garantire la convergenza
della sua serie di Fourier.
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dove n =1,2,3,.... Inoltre, si ha la cosiddetta identita di Parseval

2 [ 1@k =SS o+ ). (V.3

T™J_n

L’identita di Parseval (V.3)) puo essere estesa alle funzioni f(z) periodiche
con periodo 27 che appartengono allo spazio di Hilbert L?(—7, 7). Poiche

I'insieme
{7 (e e} |
——, ¢ —=cos(nz), —= sin(nz
2m ﬁ ﬁ n=1
¢ una base ortonormale di L?*(—m,7), si ottiene

F(@) = Go—— + i <dn%cos(nm) + Bn% Sin(nx)) ,

dove

Un altro modo per rappresentare una serie di Fourier ¢ il seguente:

o0

fl@)=> cae™, (V.4)

n=—oo

dove f(z) e periodica con periodo 27 e regolare a tratti; inoltre

1 [7 ,
Cp = —/ f(x)e ™ dx.
2 ) .

I coefficienti ¢, sono collegati ai coefficienti di Fourier precedenti nel seguente

modo:
[a, — iby], n=123,...,

n =20,
sla_n +ib_y], n=-1,-2,-3,...,

Cp =

1= NI N
)
=

e la corrispondente identita di Parseval ha la forma

o0

f@Pde= )" el (V.5)

n=—oo

L’identita di Parseval (V.5)) puo essere estesa alle funzioni f(z) periodiche
con periodo 27 che appartengono allo spazio di Hilbert L?(—x, 7). Sfruttando

il fatto che l'insieme
1 . o
{ GZTLIE }
\% 27 n=-—00

o8
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¢ una base ortonormale di L*(—m,7), si ottiene

1 [ >

f@Pdr= 3" Jel? (V.6)

n=—oo

2 ),

Definiamo la trasformata di Fourier discreta nel seguente modo:

Fd(f) = {cn}fbo:—oo‘

Allora (2m)~Y2F, & un operatore unitario dallo spazio di Hilbert L?(—m, )
sullo spazio di Hilbert EZ(Z)EI Infatti, I'identita di Parseval puo essere scritta
nella forma

@2m) 2] fll2 = (| Fafll2,

dove le norme sono quelle in L?(—m, 7) a sinistra) e £*(Z) (a destra).
La trasformata di Fourier discreta F; puo essere definita anche per le
funzioni f € L'(—m, 7). In tal caso si ha

1 > ~
e = 50 | [ e

qualunque sia n € Z. Inoltre, ¢, — 0 se n — ioo.rf]

1 [ 1
<5 [ Wr@lde =50l

2 Trasformata di Fourier: funzioni integrabili

Sia f(z) una funzione in L'(R). Allora la funzione f(¢) (€ € R) definita
dall’integrale di Lebesgue

i) = / " o f(2) da (V.7)

o0

si dice trasformata di Fourier di f. Ovviamente, la stima

) < / @) dx = (£l < +oo

o0

implica l'integrabilita della funzione e*® f(x) (essendo £ € R un parametro).
Lemma V.1 (di Riemann-Lebesgue) Sia f € L'(R). Allora

lim f(€)=0. (V.8)

E—+oo

2¢2(Z) @ lo spazio di Hilbert di tutte le successioni complesse ¢ = {c,}>2 __ per cui la
serie >°° __|e,|? & convergente.
3Cio segue subito dal Lemma di Riemann-Lebesgue (Teorema .
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Dimostrazione. ~ Prima consideriamo il caso in cui f(z) = 1 per z € [a,b]
e f(x) =0 per x € R\ [a,b], essendo [a, b] un intervallo compatto. Allora

~

fo-|

iex =0 ich _ ita 1. sin({(b—a
e } € € _ 2€§Z(a+b)§M — 0, g — +00.

i€ |,y i ¢
Scegliendo —oo < ¢ < ... < ¢, < +oo tali che f(x) =0 per z ¢ [c1,¢,) €
flx)=fiperci <z <ciy (j=1,...,n—1),si ha

. 2L sin(i e — ¢)E)
f(&) =2 exileatern) 227 20 50, € — oo
=1 §
In altre parole, il Lemma di Riemann-Lebesgue vale se f e una funzione
semplice (integrabile con un numero finito di valori diversi).
Sia f € L'(R). In tal caso esiste una successione {fy}3_, di funzioni

semplici tali che ||f — fy]l1 = 0 se N — 4o00. Quindi, per un opportuno
e > 0, esiste un intero N tale che ||f — fn]l1 < (£/2). Utilizzando la stima

(&) = IO < 1f =l

e una costante ¢ > 0 tale che |fN(§)] < (g/2) per [§] > ¢, si vede che per ogni
e > 0 esiste ¢ > 0 tale che |f(£)| < € per || > ¢. Di conseguenza, f(§) — 0 se
& — £o0. O

Il Teorema della Convergenza Dominata implica:

Proposizione V.2 Sia f € L*(R). Allora f(£) dipende da € € R in modo

continuo.

Dimostrazione.  Facendo tendere £ a 7, si trova

fim (€)= lim [ ¢ fla)do= [ e o) do = fn),
§—m §=1J _oo —oc0
sfruttando la stima |e®® f(x)| < |f(x)] e il fatto che f € LY(R). O

La trasformata di Fourier costituisce un operatore lineare F dallo spazio
di Banach L'(R) nello spazio di Banach Co(R) con la seguente proprietaf]

IF flloe = Sup FOI<Ifl,  fel'(R).

4Ch(R) & lo spazio di tutte le funzione continue g : R — C tale che g(£) — 0 se & — +oo.
La norma &: ||g|loc = maxeer |g(§)].
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3 Teorema di Plancherel

Sia f € L'(R)NL2(R). Allora la sua trasformata di Fourier Ff = f appartiene
a C()(R)

Teorema V.3 (di Plancherel) Sia f € L'(R) N L*(R). Allora

1

G / )2 da. (V.9)

Inoltre, F ammette un’estensione lineare ad L*(R) che verifica (V.3) per ogni
f € L*(R) ed ¢ un operatore lineare invertibile su L*(R).

Dimostrazione.  Sia f una funzione continua e regolare a tratti con sup-
porto in (—m, 7). Allora la serie di Fourier di f converge uniformemente ad f
per x € [—m, 7| (vedi [4], Teorema 2.5.2, Vol. 2):

flz) = % + Z (a,, cos(nx) + by, sin(nz))

n=1
+Z ( n zn;t+ an—;an —zna:) — Z Cneinac7
dove ¢, = (1/2m) [ f(z)e ™ da = (27) "L f(—n) e
2 _ ’a0|2 - 2 2
[ f@Pds == (T+;<|anr + [l >>

oo 1 o

_ 2 2

=2 3 el =5, 3 1)

Poiche c,[e ™ f] = %f(n +1t) per ogni n € Z,t € Re |f(z)]* = e f(z)|?,
risulta

/_Z|<>de—//|f ) det = /17|€mf<x>|2dm

72@/0 fn+ 1) dt = Z/ ©Fdi =5 [ 1P i

—00
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Se f ha supporto compatto in R, si scelga ¢ > 0 tale che g(z) = ¢!/ f(cx)
abbia supporto in (—m, 7). In tal caso

[ R ICR Y RGIRE
:_/ () = = /IEW%

Infine, se f € L'(R) N L?(R), approssimiamo f da funzioni continue e regolari
a tratti con supporto compatto e troviamo ([V.3)).

L’equazione dimostra che la F puo essere estesa ad un operatore
lineare F da L?(R) in L?*(R) che verifica (V.3)). Infatti, 7 manda i vettori
appartenenti al sottospazio denso L!'(R) N L*(R) di L*(R) in vettori apparte-
nenti al sottospazio denso Cy(R) N L*(R) di L*(R) e 'immagine di F ¢ chiusa
in L?(R). Di conseguenza, F ¢ un operatore lineare invertibile sullo spazio di
Hilbert L?(R). O

Dal Teorema si vede subito che U = (2)~'/2F & un operatore lineare
unitario sullo spazio di Hilbert complesso L*(R). L’applicazione dell’'operatore
lineare (27)~Y/2F ad una funzione f € L?(R) non cambia la sua norma in L2.

Corollario V.4 Sia f € L*(R). Allora l’operatore inverso ha la forma

F ) = e F0) = 5o [ FOan (vao)

Dimostrazione.  Secondo la formula di polarizzazione si puo esprimire il
prodotto scalare complesso in norme al quadrato:

(f,9) = 2If+all3 = 2If = gl5+ il f +igll5 — il f —ig|3,

dove f,g € L*(R). Applicando tale regola alle immagini dell’operatore unitario

U = (2rn)7Y2F (cioe ||Ufll2 = ||f||2 per ciascuna funzione f € L?(R)), si ha

(Uf,Ug) = iIlUf+Uglls = IUf = Uglls + §illUf +iUglls = §illUf=iUyg][3
= illULf +gllls = NULf = alll3 + 3illULf +iglll3 — 2e|ULf —iglll3
= 3lf +al3 = 3llf = gll3 + Fill f +iglls = 3illf —igll3 = (f, 9)-

Di conseguenza,

3 | fei@d= [ s (V.11)



Poiche F~' = (27)~2U~1, si ha

= (2n) (], Ug) = 5-(f. Fo)
Infine, osservando che

(Fg)(§) = (Fg)(=¢), (V.12)
otteniamo (V.4)). O

4 Proprieta della Trasformata di Fourier

In questo paragrafo dimostriamo alcune proprieta aritmetiche della trasforma-
ta di Fourier.

Teorema V.5 (di convoluzione) Siano f,g € L*(R). Allora il prodotto di
convoluzione f x g definito da

(f * 9)a / e

appartiene a L'(R). Inoltre,

A

(F*9)(©) = 1(©4(6).

Dimostrazione.  Si vede facilmente che

| i@ waavie = [~ [ el dsds = 1l

Quindi, per ogni ¢ € R, la funzione F(xz,y) = €™ f(x — y)g(y) & integrabile in
(z,y) € R% Applicando il Teorema di Fubini si ha

Fra©-[ f[/ e - )dy}dx
:/OO z+y/ F(2)a(y) duds

_ / " s £(2) / e g(y) dydz = F(£)§(©).

o0
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Teorema V.6 Supponiamo che, per un opportuno intero k = 1,2,3,..., la
funzione (1+ |z|)* f(x) appartenga ad L'(R). Allora la trasformata di Fourier
f(€) ¢ di classe C* in £ € R,

) = (i) / " ke f(2) da,

e fB(E) = 0 se &€ — +oo.

Dimostrazione.  Se fosse permesso calcolare la derivata k-esima sotto il se-
gno di integrale, la tesi sarebbe immediata. Ma questo fatto (derivabilita sotto
il segno di integrale) segue dall’utilizzo del principio di induzione matemati-
ca rispetto a k e dal Teorema della Convergenza Dominata. Dal Lemma di
Riemann-Lebesgue segue infine che f*) (&) = 0se & = t+oo. O

Teorema V.7 Supponiamo che, per un opportuno intero k = 1,2,3,..., la
funzione f(x) sia di classe C* e che f,f',..., f* appartengano a L'(R).
Allora la trasformata di Fourier di f*(x) verifica

F®(E) = (—i€)" £(©)-
Inoltre, (&) = o(€¥) se € — 0.

Dimostrazione.  Basta eseguire k integrazioni per parti successive. O

5 Classe di Schwarz

La classe di Schwarz S consiste di tutte le funzioni f : R — C di classe C'*
per cui, per k,m = 0,1,2,3,..., (1 + |z[)™f*(z) tende a zero se 2 — +oo0.
In altre parole, una funzione appartenente alla classe di Schwarz e tutte le sue
derivate successive hanno un decadimento all’infinito di ordine (1 + |z|)™™,
qualunque siam =0,1,2,....

Proposizione V.8 Sia f € S. Allora per k,m =0,1,2,3,... si ha

/00(1 + |z))™f P (z)| dx < +o0.

[e.9]

Dimostrazione.  Fissati m e k, esiste una costante M tale che
1+ |2)™ 2| fP (@) <M,  zeR
Allora

I 2:2M<+oo.

| e < [T s

0 )
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E quasi immediato il seguente teorema:
Teorema V.9 Sia f € S. Allora la sua trasformata di Fourier f € S.

Dimostrazione. Per j,k=0,1,2,3,... si ha

ettt () da = (i) /

o0 —0o0

e} o)

a0 = e | o () e

dove sono stati applicati i teoremi e[V.7 Quindi

(14 €)1 F96)] < Z( )|s|f|f<k>< )

fj( )/ (d) (o £ (o)}
§< ) ()

= 1) (k= [ =]+ Dlal IO )| da < oo,

IN

IN

X k

Quindi la funzione (1 + [¢])™f®)(€) ¢ limitata in & € R. Poiche ¢ limitata
anche la funzione (1 + [£[)™ ! f*¥)(€), segue che (1 + [¢])™ f*®)(£) tende a zero
se £ — F00, qualunque siano m,k =0,1,2,3,.... Di conseguenza, f € S. O

Introduciamo una topologia in S che rende continua la trasformata di Fou-
rier F : § — §. Prima osserviamo che F & uno spazio vettoriale complesso
nel senso che \f £ ug € S se f,g € S e \,u € C. Purtroppo non si riesce a
cambiare § in uno spazio di Banach o di Hilbert, introducendo un’opportuna
norma o un opportuno prodotto scalare. Invece possiamo definire in S una
metrica completa.

Per ogni coppia di interi non negativi m e k, definiamo la seguente semi-
normaf

[ f ke = sup (1 + )™ f9 ()]

Si dice che una successione {f,}22, in S converge ad una funzione f € S se
per ogni coppia di interi non negativi m e k si ha

lim || f, = fllmx = 0. (V.13)
n—oo
®Una seminorma || - || in uno spazio vettoriale M & una funzione | - || : M — R con le

seguenti proprieta: 1) [|f + gll < [[f] + [lgll per f,g € M, 2) [IAf]| = [A[[f] per A € Ce
f € M. In generale, una seminorma non ha la seguente terza proprieta che la rende una
norma: 3) ||f|| = 0 se e solo se f =0.
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In parole, f, — f in S se e solo se, per ogni coppia di interi non negativi m e
k, (14 |z))™fF (z) tende a (1 + |z|)™f*®) () uniformemente in z € R.

Teorema V.10 La trasformazione di Fourier F : § — S € continua.

Dimostrazione. ~ Durante la dimostrazione della Proposizione abbiamo
trovato la seguente stima:

[ QO @lde < 2sup (4 )@ (Vag)

(e 9]

dove m,k = 0,1,2,3,.... Utilizzando la stima contenuta nella dimostrazione
del Teorema [V.9] si ha:

(1 + eI ¢ f;( )ieriF e
i (" (di) (@

IA

/'OO
j=0

min(j,k

< 2%& ( ) () %ﬂ,p (1+ ) 94742 10 2)  do.

Quindi, se f, — f in S, allora (1 + lé\zm\fékZ(f) — f®(&)| tende a zero
uniformemente in £ € R. Di conseguenza, f, — fin S. O
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Appendice A

Integrazione secondo Lebesgue

L’integrale di Riemann non basta per studiare la fisica matematica, grazie alle
sua pessime proprieta di convergenza. D’altra parte, l'integrale di Lebesgue
copre tutte le applicazioni di fisica matematica ma non e facile da introdurre in
poco tempo. Fortunatamente lo studio degli insiemi di Borel e delle funzioni
misurabili secondo Borel ci permette a generalizzare il concetto di integrale
abbastanza ma a farlo in tempi ragionevoli.

1 Insiemi di Borel

Un sottoinsieme di R™ e detto insieme di Borel se appartiene alla famiglia
di sottoinsiemi di R™ piu piccola ottenuta dagli insiemi aperti applicando le
seguenti operazioni: 1) unione finita o numerabile, 2) intersezione finita o
numerabile, e 3) complementazione [cio¢ Uoperazione B — R"\ B]. E chiaro
che tutti i sottoinsiemi aperti e chiusi di R" sono di Borel. Per n = 1 gli
intervalli [a,b) = N2, (a — £,b) e (a,b] = N2, (a,b+ +) sono di Borel.

Siano a,b € R", dove a = (ay,...,a,), b = (by,...,by), a1 < by, ...,
a, < b,. Allora

m([a,b)) = (b1 —aq1) ... (b, — ap)

e la misura del pluriintervallo [a,b). Per un’unione finita o numerabile F di
pluriintervalli due a due disgiunti si definisce la sua misura m(E) come la
somma delle misure dei pluriintervalli, possibilmente con m(FE) = +o00. Allora
m([a,00)) = 400, dove [a,+o0) = {z € R" : 21 > ay,...,T, > a,}. Siccome
tutte le palle B.(a) = {x € R" : ||z — al|s < e} sono unioni numerabili due
a due disgiunti di pluriintervalli, anche la misura di B.(a) si puo calcolare.
Osservando ora che tutti gli aperti sono unioni finite o numerabili di palle, si
puo estendere la misura a qualsiasi sottoinsieme aperto di R™.
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Sia Y la cosiddetta o-algebra degli insiemi di Borel in R", dove o-algebra
vuol dire una famiglia di sottoinsiemi chiusa rispetta all’'unione finita e nume-
rabile, all’intersezione finita e numerabile e alla complementazione che contiene
I'insieme vuoto e R"™ stesso, insieme con la misura di Borel. Questa misura ha
le seguenti proprieta:

1. m(0) =0 e m(R") = +oo0,

2. Se {B,}>2, ¢ una famiglia numerabile di insiemi di Borel due a due
disgiunti, allora U;?, B,, € un insieme di Borel e

m (fj Bn> = i m(B,).

n=1 n=1

Di conseguenza, se {C,}22, ¢ una successione crescente di insiemi di Borel,

allora
m (U Cn> = lim m(C,).
n=1

Purtroppo la o-algebra degli insiemi di Borel ha la proprieta che non tutti
i sottoinsiemi degli insiemi di Borel di misura zero sono di Borel. Per questo
motivo la o-algebra di Borel viene estesa a quella di Lebesgue: Un sottoinsieme

A di R” si dice misurabile (secondo Lebesgue) se esiste un insieme di Borel B

tale che la cosiddetta differenza simmetrica AAB & (A\B)U(B\ A) ¢ un

sottoinsieme di un insieme di Borel di misura zero. In tal caso si definisce
come la misura m(A) quella dell’insieme di Borel B. Si puo dimostrare che gli
insiemi misurabili secondo Lebesgue costituiscono una o-algebra con le seguenti
proprieta:

1. m(0) =0 e m(R™) = +o0,

2. Se {B,}2, ¢ una famiglia numerabile di insiemi misurabili due a due
disgiunti, allora U2, B,, € un insieme misurabile e

m (U Bn> = m(B,).

n=1

Di conseguenza, se {C,,}7°, ¢ una successione crescente di insiemi misurabili,

allora
m <L_J1 Cn> :nh_{gO m(Cy).
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E molto difficile individuare un sottoinsieme di R che non ¢ misurabile.
Dall’assioma di scelta segue la sua esistenzaﬂ Purtroppo esistono altri as-
siomi della teoria degli insiemi che conducono ad una situazione in cui ogni
sottoinsieme di R™ ¢ misurabile.

2 Integrale di Lebesgue

Si dice funzione semplice una funzione complessa ¢ definita in R™ che ha
soltanto un numero finito di valori e per cui tutti gli insiemi {z € R" : p(z) =
c}, per 0 # ¢ € C, sono misurabili di misura finita. Essendo A, ..., A, i valori
diversi della funzione semplici ¢, si ha

)\j, T € Ej,
0, zeR"\U" E,

p(z) = Z AiXg, (1) =

dove E, ..., E,, sono insiemi misurabili di misura finita disgiunti due a due e
X € la funzione caratteristica di E (cioe, yg(z) =1se x € E, e xyg(z) =0 se
x ¢ E). Come integrale di Lebesgue si definisce

/gp(x) dr & Z Am(E;).

Una funzione f : R"” — C si dice misurable se per ogni insieme di Borel £
in C I'immagine inversa

fUE)={zeR": f(z) € B}

e misurabile. In particolare, le funzioni continue f : R” — C sono misurabili.
Le funzioni misurabili hanno le seguenti proprieta:

1. Se f,g: R" — C sono misurabili, allora f + g e f — g sono misurabili.

2. Se f:R™ — C e misurabile e A € C, allora A\f ¢ misurabile.

Dim: La relazione # ~ y <= x —y € Q & una relazione di equivalenza in [0, 1)
che suddivide [0,1) in classi di equivalenza. Applicando I’Assioma di Scelta, sia E un

sottoinsieme di [0,1) che contiene esattamente un elemento di ogni classe di equivalenza.
def

Allora, per ogni ¢ € [0,1)NQ, E, = [(¢+E)N[0,1)]U[(¢—1+ E)N[0,1)] & un sottoinsieme
di [0,1) che contiene esattamente un elemento di ogni classe di equivalenza. Se E fosse
misurable, lo sarebbe anche E; per ogni ¢ € [0,1) N Q. In tal caso la misura di E, non
dipenderebbe da ¢, mentre Uge(o,1yng Eq = [0,1). Quindi sia l'ipotesi m(£) = 0 che quella
m(E) > 0 condurebbe alla contraddizione che m([0,1)) € {0, +oc0}. Di conseguenza, F non
puo essere misurabile.
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3. Se f,g: R™ — C sono misurabili, allora fg ¢ misurabile.

4. 5e f : R* — Ce g : C — C sono misurabili, allora il prodotto di
composizione g o f : R — C & misurabile.

5. Se f,g : R™ — R sono misurabili, allora max(f,g), min(f,g), |f| =
max(f, —f), f+ = max(f,0) e f- = max(—f,0) sono misurabili.

6. Se fi, fa,... sono misurabili e f = lim,,_,o f,, allora f e misurabile.

Definiamo ora l'integrale di Lebesgue per le funzioni misurabili non ne-
gative. Sia f : R®™ — R* misurabile e non negativa. Allora esiste una suc-
cessione crescente di funzioni semplici non negative {f,}22, tali che f(x) =
lim, o fn(z) per ogni z € R™ (tranne in un sottoinsieme d1 misura zero). In
tal caso la successione degli integrali di Lebesgue [ f,(z)dx ¢ crescente e il
suo limite (che potrebbe essere uguale a +00) si deﬁnlsce come l'integrale di
Lebesgue della f:

/f(a:) dr = lim fn(z) dzx

n—oo

Nel seguente teorema i valori degli integrali possono essere uguali a +oc0.

Teorema A.1 (Beppo-Levi) Sia {f,}>°, una successione crescente di fun-
zioni misurabili non negative. Sia f(x) =lim, o fn(x) per x € R™. Allora

lim [ f.(z) dmz/f(x) dx

n—oo

Passiamo ora all’integrazione delle funzioni a valori reali. Sia f : R” — R
misurabile. Poniamo fi = max(%f,0). Allora fy : R” — R" sono misurabili

e non negative e f, — f_ = f. Poniamo ora
[ s
[ fi(z)de — [ f-( se ambedue gli integrali sono finiti,
def | +00 seff+ Jdx =+ooe [ f_(x)dx < +oo,
e se [ fi(z)de <+ooe [ f_(x)dr=+o0,
non esistente se [ fi(z)de = [ f_(z)dr = +o0.
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Inoltre,

5@l

[ fe(x)de+ [ f-( se ambedue gli integrali sono finiti,
def | +00 seff+ Jdz =+oc e [ fo(z)dr < +oo,
)+ se [ fi(x d:c<—|—ooeff )dx = 400,
non definito se [ fi(z)de = [ f_(z)dz = +o0.

Una funzione misurabile f : R" — R si dice sommabile se ambedue gli integrali
[ f+(z)dz sono finiti.

Per definire gli integrali delle funzioni misurabili f : R®™ — C, si osservi
prima che Re f : R® - R e Im f : R® — R sono misurabili. In tal caso, se
sono definiti ambedue gli integrali [ Re f(z)dz e [Im f(x) dz finiti, allora

/f( d:cd—ef/Ref(x)d:chi/Imf(:c)d:c

Una funzione misurabile f : R™ — C si dice sommabile se e finito l'integrale
della funzione |f| = \/(Re f)2 + (Im f)2.

L’integrale di Lebesgue ha le seguenti proprieta:

- J(f(x) £g(z))de = ff(:c) de + [ g(z)dx

Jef(x)yde=c | f(x)

NS F@)de| < [1f (@) de.

Se {x € R": f(x) # g(x)} ha misura zero, allora [ f(z)dz = [ g(x)dx

L’ultima proprieta ¢ di estrema importanza per capire l'integrale di Lebesgue:
Il suo valore non si cambia se la funzione viene modificata su un insieme di
misura zero. Due funzione f, g come nella proprieta 4 si dicono quasi uguali.
Oppure: Si dice che f(x) = g(x) quasi ovunque.

Infine, se E e un sottoinsieme misurabile di R", una funzione f : £ — C si
dice misurabile se la sua estensione f : R™ — C definita da

= Jfl@), ze€k,
f@_{o, r€R\ E,

=~ W N

¢ misurabile. In tal caso

/E fayde ™ [ Fopxe(s) do

dove xg(z) =1perxz € E e xp(xr) =0 per z € R"\ E.
Discutiamo ora il seguente esempio illustrativo.
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Esempio A.2 Sia f: RT — R definita da

sin(z)
, x>0,

fla) =9 =
1, z = 0.

Allora la f e continua per x > 0 e quindi misurabile. Vale l'integrale di
Riemann generalizzata

o0 1 N .
/ _sm(x) de ¥ lim / sin(z) dr = =
0 x N—+oo [ x 2

Purtroppo questo integrale non e un integrale di Lebesgue. Infatti,

Q.

sin(z)
, 2n—1)mr <x < (2n—1)m,
fulg) =4 o A Umses@nmd
0, altrove;
sin(z)
— , 2n—1)mr <z < 2nm,
f-(x) = x ( )
0, altrove,
dove n =1,2,3,.... Osservando che
(2n—1)m 2nm
/ sin(z) dx = —/ sin(z) dx = 1,
2(n—1)m (2n—1)m

si vede facilmente che

[ @
/ fo(2)de

Quindi [ f(z)dz non esiste nel senso di Lebesgue.

Z 2n—1 = oo,

Ly
— = +4o00.
2

| \/

I ME_% I

3 Alcuni Teoremi Importanti
Il seguente risultato riguarda lo scambio tra limite e integrazione.

Teorema A.3 (della convergenza dominata, di Lebesgue) Sia {f,}>2,
una successione di funzioni misurabili tali che

a. lim, o fo(x) = f(x) per quasi ogni x,
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b. per n = 1,2,3,... si ha |fo(x)| < g(x) per quasi ogni x, dove g é
sommabile.

Allora

n—oo

lim [ f.(z)dx = /f(x) dx.
La seconda condizione € assolutamente necessaria.

Esempio A.4 Sia ¢ : R — R una funzione continua e non negativa tale che

lim ¢(z) =0, /_OO o(z)dx = 1.

r—7Fo00

Ponendo f,(x) = ¢(x — n), si vede facilmente che

lim folz)dx =1, / lim f,(x) dz =0.
————

n—oo n—00

sempre uguale ad 1 uguale a 0 g.o.

Dunque non é consentita I'applicazione del Teorema della Convergenza Domi-
nata.

Esempio A.5 Sia ¢ : R — R* una funzione continua e non negativa tale che

r—F00

»(0) > 0, lim x¢(z) =0, /_OO o(x)de = 1.

Ponendo f,(x) = n¢(nzx), si vede subito che f,(z) — 0 per x # 0 e f,(0) —
+00. Quindi

lim /fn(:v) de =1, / lim f,(z) de=0.
n—oo n—o0
—— N——
sempre uguale ad 1 uguale a 0 q.o.

Dunque non ¢ consentita 1’applicazione del Teorema della Convergenza Domi-
nata.

Il Teorema della Convergenza Dominata e fondamentale e ha molti corollari
di importanza. Per esempio, sia f(-,&) : R” x @ — C una funzione somma-
bile che depende in modo continuo dal parametro { € Q. Allora [ f(x,§) dx
depende in modo continuo da £ € () se esiste una funzione sommabile
g : R" — C tale che |f(z,&)| < g(z) per quasi ogni x € R™ e ogni & € Q. In-
fatti, scegliendo n € €2, basterebbe considerare una successione in {7, }7°, in
convergente ad 7 e la successione di funzioni f,(z) = f(z,n,) pern =1,2,3,...
per dimostrare il corollario.

L’ultimo risultato riguarda il cambio dell’ordine di integrazione.
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Teorema A.6 (Fubini) Sia f : R — C, scritta come funzione di z =

(x,y) con z € R", y € R™ e z € R"™™™  misurabile e non negativa, oppure
sommabile. Allora

/W flz)dz = / ( - f(z,y) dy) dx = /m ( s flz,y) da:) dy. (A.1)

In particolare, la (A.1]) vale nei sequenti casi:

1. almeno uno degli integrali [ [ |f(z,y)|dydz e [ [|f(z,y)|dxdy é finito.

2. La f € non negativa quasi ovunque.
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Appendice B

Esempi

Si dimostra facilmente la seguente tesi: Sia f : 2 — C una funzione analitica
e sia f'(z9) # 0 per un opportuno z, € Q. Allora esistono un intorno U di
f(20) e una funzione analitica g : U — C tali che g(f(z)) = z per z € f[U]
e f(g(w)) =w perw e U.

Esempio B.1 Applichiamo la tesi alla funzione analitica

o0 n

f == =

n=0

N

S

attorno al punto 2z, = 0. La funzione esponenziale ha la proprieta e**¢ = ee¢,

mentre
{z€C:e* =1} ={2imr :m € Z}.

Quindi, per ogni m € Z, esiste una corrispondenza biunivoca tra la striscia

verticale
{zeC:(2m —1)ir <Rez < (2m+ 1)in}

e il piano complesso tagliato lungo 1’asse reale negativo
U={weC:w¢R}U(0,+0).
La funzione inversa, detta funzione logaritmica principale,
g9(w) = log(w)
viene definita sull’insieme U tale che
glU] ={2z € C: —im < Rez <ir}.

In tal caso g(w) = log(w) ha gli stessi valori del solito logaritmo naturale se w
¢ reale e positivo. Per w = pe?, con p > 0 e —7 < 0 < 7, abbiamo

g(w) = log(p) + i,
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essendo reale il numero log(p).
Il punto w = 0 si dice punto di diramazione della funzione logaritmica.

A

Esempio B.2 Consideriamo la funzione analitica
f(z) =22

attorno al punto z; = 1. Esiste una corrispondenza biunivoca tra il semipiano
destro
{z€C:Rez >0}

e il piano complesso tagliato lungo 1’asse reale negativo
U={weC:w¢R}U(0,+00).
La funzione inversa, detta radice quadrata principale,
g(w) = Vw
viene definita sull’insieme U tale che
glU] ={z € C:Rez>0}.

In tal caso g(w) = /w ha valori positivi se w & reale e positivo. Per w = pe®,
con p > 0e —7m < 6 < m, abbiamo

g(w) = Vw = /pe””?,

essendo positivo il numero /p.
Il punto w = 0 si dice punto di diramazione della radice quadrata principale.
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Esempio B.3 Consideriamo, per n = 3,4, 5, ..., la funzione analitica
flz)=2"
attorno al punto zg = 1. Esiste una corrispondenza biunivoca tra il settore
T T
{z eC:——<arg(z) < —}
n n
e il piano complesso tagliato lungo 1’asse reale negativo
U={weC:w¢R}U(0,+00).
La funzione inversa, detta radice quadrata principale,
g(w) = Yw
viene definita sull’insieme U tale che

glU] = {z eC: —% < arg(z) < %}

In tal caso g(w) = {/w ha valori positivi se w & reale e positivo. Per w = pe®,
con p > 0e —7m < 6 < m, abbiamo

g(w) = Jw = /pe?m,

essendo positivo il numero {/p.
Il punto w = 0 si dice punto di diramazione della radice n-esima principale.

Esempio B.4 Consideriamo ora la funzione
f(2) =V22—1=vVz+1vVz-1

pensata come prodotto di due funzioni analitiche sull’intersezione dei loro
domini. Definiamo

fl(z) = \/Eewl/za z=-1+ pleiela —nm< 91 <,
fo(2) = /P22 2 =1+ pae', 0 < 6, < 2m,
essendo positivi p; e po. In tal caso f(z) = fi(z)f2(z) viene definita per

ciascuna z € C, con l'eccezione dei tagli (—oo, —1] e [1,+00). Se invece
definiamo

filz) = Vpre" P 2= =1+ pie”, 0 <6, <2m,
fQ(Z) = \/56202/27 z=1+ P2€i927 0< 92 < 27T7

dove sono positivi p; e po, la funzione f(z) = fi(z)f2(z) viene definita per
ciascuna z € C, con 'eccezione del taglio [—1, 1].
Ci sono due punti di diramazione: z = —1e z = 1.
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+i+Hi(—)  +Hi(+1) ++(+)

—1+H(+) ++Hi(+1) +—(-)
+i+Hi(—=)  +Hi(+D) ++(+)
FH(D) —H(=) =

Figura B.1: Indicazione dei valori di fi(z), f2(2) e f(2) sopra e sotto il taglio,
per il primo esempio e poi per il secondo.
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