Secondo Parziale
del Corso di Analisi Matematica 4!

1. Calcolare il minimo e il massimo della funzione
flx,y,2) =2 +y+=

nel dominio D = {(x,y,2) € R : (x — 12+ (y —2) + (2 — 3)? <
36}. Interpretare il risultato geometricamente. Soluzione: Ponendo
H(z,y,2,\) =z+y+2z—AN(z—1)*+ (y—2)*+ (2 — 3)? — 36] risultano
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a:—(a:—l)z—(y—2)2—(2—3)2+36:O.
Per A = 0 risulterebbe 1 = 0, cioe A # 0. Cio implica z = 1—1—%,
y=2+ 3, 2 =3+, ¢ dunque 36 = 3 (%) implica & = +2V/3,

(z,9,2) = (1 423,24 2v/3,3 4 2v/3) con il valore della f uguale a
6[1 + \/g]v essendo un massimo e un minimo. I corrispondenti piani
sono tangenti alla sfera di equazione (x —1)?+ (y —2)? + (2 — 3)? = 36.

2. Determinare I’equazione del piano tangente all’iperboloide z = 2% — 2y?
nel punto (2,1,2). Soluzione: Parametrizzando la superficie tramite
0 :R? = R3 p(x,y) = (z,y, 2% — 2y?), otteniamo

dp dp B dp Op
ax - (1707 2I), 8y - (07]-7 4y)7 895 X 8y _< 2I74y71)

Quindi il piano tangente in ¢(zo,yo) ha I'equazione
—2x0(z — 20) + 4yo(y — yo) + (2 — [x5 — 2y3]) = 0.
Per zp =2 e yp = 1 risulta -4z +4y+ 2+ 2 = 0.

3. Calcolare I'area della porzione del piano x 4+ z = 2 all’interno del do-
minio {(x,y,2) € R3 : z > 22 + y?}. Com’¢ fatta l'intersezione del
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piano e della paraboloide? Soluzione: Sostituendo z = 2 — z nella
disuguaglianza z > z? + y? otteniamo (z + %)2 + 9% < 2. Quindi la

4
superficie ha la parametrizzazione

0:D =R o(x,y) =(r,y,2 —2),
D={(z,y) eR*: (x+5)*+¢* <}

Dunque
dyp op _ 890 ¢ _ 890
(1,0, -1 1 1,0,1),

Quindi l'area & uguale a /2 volte I'area del disco D, cioe Zwﬂ. L’in-
tersezione tra il piano e la paraboloide & I'elisse di equazione {(z,y, z) €
R¥:(z+3)°+y*=2 z=2—z}.

. Sia S la superficie di equazione

{Q—xz—yz se z >0,
z =

—/9—22—9y% sez<N0.

Sia F = (23,1 2%). Calcolare l'integrale di superficie IJs (F,v)do,
specificando esplicitamente la direzione del versore normale v. Solu-
zione: Applichiamo il Teorema della Divergenza, dove divF = 3(z% +
y* + 2?) = 3(r? + 2?) utilizzando le coordinate cilindriche. Risulta

[ vt [T [ [ s

—QW/ /W r +Z2)=27T/0 (3r3[—m+(9—r2)]
+r[=(9 =123 4 (9 — 1)) dr.

Sostituendo r = 3sin « risulta

/2
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5. Sia S la superficie
{(z,y,2) eR* 12 +9° + 27 =4, 2 > —1}.

Sia F' = (y*, 23, 22). Calcolare lintegrale di superficie [/ (rot F.,v)do,
specificando esplicitamente la direzione del versore normale v. Solu-
zione: Invece della S si puo prendere S = {(z,y, —1) : z*+y* < 3} sen-
za cambiare il risultato, poiche quest’ultimo dipende soltanto dalla fron-
tiera 8S. Scegliendo v = (0,0,1) e avendo rot F' = (=322, —2z, —413),
abbiamo

//(rot ﬁ‘,y) do = // (—4y®) dx dy = 0,
S {(z,y):x2+y2<3}

poiche —4y3 ¢ dispari rispetto a y e non dipende da z, mentre il dominio
di integrazione non cambia sotto le trasformazioni y — —y e x — —ux.

6. Consideriamo la trasformazione f : R? — R? definita da

f(xvy) = (U(]J,y),@(l’,y)), u:x2_y27 v =2Y.

Trovare tutti i punti (u,v) € R? che hanno un intorno U in cui esiste
la funzione inversa f~' : U — X (con X C R?). Soluzione: Si calcoli
prima la matrice Jacobiana

o= (5,)

di determinante 2(z* + y?). Osserviamo ora che

u2 4 41]2 — (SL’2 - y2)2 —i—4(xy)2 — (332 4 y2)2.

Dunque il determinante si annulla sse + = y = 0 sse u = v = 0.
Quindi per ogni punto (ug, vg) = f(xo,yo) diverso dall’origine esistono
un intorno W e una funzione g : V. — R? tali che g(uo, vo) = (o, yo)
e f(g(u,v)) = (u,v) per (u,v) € W. Sinoti che ogni punto (ug,vg) €
R?\ {(0,0)} ha due controimmagini (¢, yo) € R?\ {(0,0)}.2

2Ponendo xg = 1o cos Oy e yo = ro sin Oy per 1o > 0, risultano 1o = /u2 + 4v2, cos 26, =
bl 0 0

up/\/ug + 4v3 e sin 20y = 2vg/+/u3 + 4v3.



