Primo Parziale
del Corso di Analisi Matematica 4!

1. Calcolare la soluzione generale dell’equazione differenziale

@ 4 3y 4 3y®) 4 @ —

Soluzione: Sostituendo y = e si arriva all’equazione caratteristica

A5+ 3A 4+ 33+ A2 = 0, cioe A2(A+1)% = 0 con lo zero doppio A =0 e
lo zero triplo A = —1. Quindi y = ¢; + cox + cze™% + cqze ™ + csx’e ™.

2A. Calcolare la soluzione generale dell’equazione differenziale
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osservando che y;(z) = (1/x) e yo(x) = 23 sono soluzioni della cor-
rispondente equazione omogenea. Soluzione: Utilizzando il metodo
della variazione dei parametri poniamo y(z) = ¢y (z)x ™! +co(2) 23, dove

zt 23 (i) (0
—x72 322 ) \cy(z)) — \22%) "
Il determinante della matrice Wronskiana vale 4z e quindi
dz)y _ 1T 3z? —x 0\ _ —1°
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Dunque ¢;(z) = ¢; — $52° € ¢o(x) = ¢ + 12, Dunque

1 1 1
y = [cl - Ex6] x4 |:CQ + Za:Q} 23 =t + e + 6935.

2B. Considerando la serie di potenze
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3A.

3B.

si stabilisca I'insieme di tutti gli x € R per cui la serie di potenze ¢
(assolutamente) convergente? Soluzione: Per il raggio di convergenza
troviamo
1 r [3n+1 + 2n+1]5n+1 on 4 gn
— = lim
R n—oo 2t 4 3ndl 30 4 2n5n
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e dunque R = % La serie di potenze ¢ assolutamente convergente se
——<x<—ed1vergentesea:<——esex>— Perx—i la serie ¢
ST
n=0 2/5)”

Siccome il suo termine generale non tende a zero se n — oo, € divergente
— 41
anche per xr = +3.

Calcolare la soluzione generale dell’equazione differenziale?
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Si riesce (e poiche si o poiche no) trovare una soluzione y : [-1,1] - R
dell’equazione differenziale tale che y(1) = 17 Soluzione: La se-

dzx.

parazione delle variabili conduce all’equazione ﬁdy = —

Quindi
arctan(y) = v 1 — 22 + cost.

Dunque y = tan(cost. + /1 — 22). Malgrado il fatto che I'equazione

differenziale ¢ y' = f(z,y) con una f che non & neanche definita in

(z,y) = (1,1), esiste la funzione y = tan(§ + /1 — 22) continua per
€ [—1,1] tale che ¢ = f(z,y) per x € (—1,1).

x
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Consideriamo la funzione periodica f : R — R di periodo T tale che
f(x) = cosh(x) = & 1[6 + e~ "] per ——T <z< 1T ~T/2 <z <0.

a. Calcolare 1 suoi coefficienti di Fourier.

2La soluzione generale ¢ da rappresentare nella forma y = F(z, cost.).



b. E uniforme (in z € R) la convergenza della sua serie di Fourier?
Poiche si o poiche no?

c. Calcolare la sua somma per ogni z € R.
Soluzione: Siccome la f e pari, abbiamo by = 0, mentre

LT 4
ap = f/o cosh(z)dr = T sinh(7'/2);

4 (T2 2
ap = T/ cosh(z) cos ( 7;{{:95) dx

0
2 orkaz\1"* 2 [T 2k
= {cosh(x) sin( Zﬂx)L - %/0 sinh(x) sin< 7;96) dx

T orkr\ 172 T /2 2rkx
= inh — h d
[7?%2 sinh(z) cos ( T )] i 5 /o cosh(z) cos ( T ) x
T . T?
= W<_1)k Slnh(T/2) — m@k,

1
e quindi ay = =2 (—1)*sinh(%) [1 + %} . La somma

2 dg > 2rkx
flx) = 5 +kz:;akcos( T )

vale f(z) (periodo T'). Siccome la funzione f ¢ continua e regolare a
tratti, la sua serie di Fourier ¢ uniformemente convergente in x € R.

4. Consideriamo la forma differenziale
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a. Verificare se la forma ¢ chiusa nel dominio

Q={(z,y) €R*:y > |z| > 0}.

Se esiste, costruirne una primitiva.

b. Esiste una primitiva nel dominio {(z,y) € R?: 0 < z* + y* < 4}7
Perche esiste o perche non esiste?



Soluzione: La forma differenziale e chiusa, poiche

0 2 —y? 0
Ay 22 1 42 (z2+ 42?2  Ox 22 1 42
Siccome Q = {(x,y) € R? : y > |z| > 0} ¢ convesso e quindi sem-

plicemente connesso, ¢ esatta la forma differenziale. Risolvendo le
equazioni

of Yy of 2
) L2 L1432 —
or  * +:1:2—|—y2’ oy +y
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risulta prima

1
fz,y) = 562”” + arctan (g) +9(),

dove g(y) & una costante di integrazione. Sostituendolo nella seconda
equazione si ha ¢/(y) = 1 + 3y? e quindi g(y) = y + y> + cost. Per
(x,y) € Q arriviamo alla primitiva

1
f(z,y) = 562”" + arctan (g) +y 4+ y> + cost.

Per stabilire se ¢ esatta la forma differenziale in R? \ {(0,0)}, si faccia
un’integrazione curvilinea lungo la circonferenza unitaria, dove la forma
differenziale ha i componenti

(62C059 +sin#, 1 + 3sin? 6 — cos 9)

in coordinate polari. Quest’integrale curvilineo vale

27
1= / [— (62C0S9 + sin 9) sin 6 + (1 + 3sin? 6 — cos 6) cos 0] df
0

2

1 1
= {562(:039 ~ 5 exp(2sin ) +sin @ +sin® 6 — (sin®§ + cos?0)| = —2m.
0

Di consequenza, non puo essere esatta la forma differenziale nel dominio

R*\ {(0,0)}.



d.
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6B.

Calcolare la lunghezza della curva spaziale definita in coordinate cilin-
driche da

p(0) = e 2(0) = e, 0<6<2r.

Soluzione: Lunghezza: ¢(#) = (e7? cos(#), e~ sin(), e~?). Dunque

L= /0 11(0)] b = /0 " [(—e lcos(9) + sing])?
+ (e ?[cos(0) — sin6])® + (—e ?)?] Y20 = \/3/27T e?df =31 —e

Calcolare il volume del solido rinchiuso tra le coniche di equazione

z=14+/224+y? e z = 4 — 2y/2%2+y%. Soluzione: In coordinate

cilindriche abbiamo le coniche di equazione z = 1+ 1r e z = 4 — 2r.
Cercando l'intersezione risulta 1 +r = 4 — 2r, cioe r = 1 e z = 2.
Quindi l'intersezione ¢ la circonferenza {(z,y,z) : 2 +y* = 1,2 = 2}.
Inoltre, per 0 < r <1 abbiamo 1 +r <4 — 2r. Per il volume risulta

/%/ A=) = (1+ 7)) drdo

—27T/ [3T—3T’]d T =T.
0

Calcolare la soluzione generale dell’equazione differenziale

y® —y=0.

Soluzione: Sostituendo y = e si arriva all’equazione caratteristica

A —1=0, cioe z = cos(m—l—zsm 27T’“) per k=0,1,2,3,4,5,6,7. Cioe,

2= LI+ i)vV2,0,4(-1 +i)v2,—1,3(=1 — i)v2,—i, 1(1 — z)\/§.
Quindi

y = cre” + cpe™V? cos(= x\/_) + cger” V2sin(= m\/ﬁ) + ¢4 cos(z)

+ cssin(x) + cge 272 % cos(= :)3\/_) + e 2 V2 sin(= x\/_) + cge™



