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Scritto Generale
del Corso di Analisi Matematica 4!

Calcolare la soluzione generale dell’equazione differenziale
y© + 64y = 0.

Soluzione: Sostituendo y = e risulta A\ = —64. Quindi A =
2[cos(&(2k+1))+isin(%(2k+1))] per k = 0,1,2,3,4,5. Di conseguenza,

zV/3

y = c1e”3 cos(z) + cae®V?

sin(z) + ¢3 cos(2x)

+ cysin(2z) + cse V3 cos(x) + coe VP sin(z).

Calcolare la soluzione generale dell’equazione differenziale

) = 327 +2
2(y — 1)

Indicare una funzione continua y : [0,00) — R* che ¢ soluzione per
x > 0 e verifica la condizione y(0") = 1. Poiche non si riesce a trovare
una soluzione y(x) in un intorno di * = 0 che verifica la condizione
y(0) = 1?7 Soluzione: Dalla separazione 2(y — 1)y’ = 32> + 2 segue
(y — 1)* = 23 + 22 + cost. oppure y = 1 £ Va3 + 2x + cost., definita
per x > x4 dove x + 2z + cost. = 0. Sotto la condizione y(07) = 1
si trovano le due soluzioni y = 1 + va3 + 2z definite per > 0. La
non esistenza di una soluzione in un intorno di x = 0 che verifica
la condizione y(0) = 1 non contraddice la teoria, poiche la funzione
(z,y) — (32% +2)/2(y — 1) non si puo definire in (0, 1).

Consideriamo la funzione periodica f : R — R di periodo T tale che
f(x)=2%per —T/2 <x <T)2.
a. Calcolare i suoi coefficienti di Fourier.

b. Calcolare la sua somma per ogni x € R. E uniformemente conver-
gente la serie di Fourier? Spiegare la risposta.
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Soluzione: Siccome Is f e pari, abbiamo b, = 0 per k =1,2, ...,
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Siccome Is f e continua e regolare a tratti in x € R, la serie di Fourier
¢ uniformemente convergente in € R e ha f(z) come la sua somma.

. Calcolare il minimo (assoluto) della funzione f(z,y,z) = x? + y? + 22
sotto i vincoli x4 2y+3z = 6 e 3x+y+ 2z = 6. Interpretare il risultato
geometricamente. Soluzione: Sia H(x,y, 2, \, 1) = 22 +y*+ 22— Nz +
2y +32—6) — pu(3x +y + 2z —6). Allora

OH 0H

— =2r—-A—-3u=0 — =2y—2\—pu=20
OH
— =22-32—-2u =0,
0z
o _ 2y—324+6=0 o _ 3 224+6=0
oy = T3z =0 G~ r—y—2z = 0.
Allora
A+ 3p 20+ 3N+ 24
x = , Y= , zZ= :
2 2 2
Sostituendola nei vincoli risulta il sistema lineare
AN+ 11p A+ 3 2N+ 1 3A+2p
= p _
5 5 + 5 +3 5 6,
1IN+ 14p A+3p 22+ 3A+2p
=3 2 = 0.
2 2 - 2 * 2
Dalla sua soluzione A = p = (12/25) seguono (z,y,2) = (5,5, 2)
et +y?+22 = % Geometricamente abbiamo dimostrato che la

distanza tra l'origine e la retta intersezione dei piani x 4+ 2y + 32z =6 ¢
3z +y+ 2z =6 ¢ uguale a £/2.



4. Dimostrare, mediante il teorema del Dini, che la seguente equazione
F(z,y,z) =y —2zx+1In|zz| =0

definisce una funzione z = f(z,y) di classe C' in un intorno del pun-
to (1,2, —1). Determinare il piano tangente alla superficie {(z,y, 2) :
F(z,y,z) = 0} in questo punto. Soluzione: Abbiamo F, = —2 +
(1/x), F, = 1e F, = (1/z). Nel punto (1,2, —1) abbiamo grad F' =
(—1,1,—1) e quindi I'equazione del piano tangente & —(z — 1) + 1(y —
2) —1(z + 1) = 0 oppure —z + y — z = 2. Siccome non si annullano le
tre derivate parziali in questo punto, esistono un intorno U di (1,2) e
una funzione f : U — R di classe C! tali che F(z,y, f(z,y)) = 0 per
(z,y) € U. Infatti, f(z,y) = —e**7Y/x.

5. Calcolare I’area della porzione della superficie sferica di equazione 2 +
y? + 2?2 = 4 interna al cilindro di equazione z? + y? = 2y e sopra il
piano xy. Soluzione: Il disco {(z,y) : 2% + y*> < 2ysi pud intestare
nel seguente modo: D = {(rcosf,rsinf) :0 <6 <7m,0<r <2sinf}.
La superfice sferica x? + 4% + 22 = 4 per z > 0 si descrive nel seguente
modo: ¢(r,0) = (rcosf,rsinf, /4 —r?). In tal caso

cosf) —rsinf
M — sin @ rcos @
8(7", 9) _ r 0
e

Quindi il prodotto vettore delle sue colonne vale

r2cosf r?sinf >
r )

A7B7C = ) )
( ) (\/4—7“2 V4 — 172
e dunque VA% + B2 + C? = 2r/v/4 — r2. Quindi
2sin 6

T 2sin 6 T ™
Area = ———drdf = —2v4 —r? do
' /0 /O \/4—7°2 " /0 |: " i|7‘:0
T /2
:4/ (1—\cose|)d0:47r—8/ cosfdf = 4m — 8.
0 0

6. Calcolare I'integrale di superficie [ (rot F.,v)do, dove

F = (y,2z,0)



e S ¢ la porzione della paraboloide z = 1 — 2% — 2 che si trova sopra il
piano z = 0. Indicare al quale versore normale corrisponde il risultato.
Soluzione 1: Invece della S si puo anche calcolare I'integrale sul disco
S" = {(z,y,0) : 2> + y*> < 1} [dove v = (0,0, 1)], poiche S e S’ hanno
la stessa curva di frontiera. Siccome rot F' = (0,0,1), risulta

//(rotﬁ’,u)da:// (rotﬁ’,y)daz// dxdy = 7.
S ¢ z2+y2<1

Soluzione 2: Scegliendo 'orientamento antiorario lungo la curva di
frontiera per farlo corrispondere al versore normale uguale a (0, 0, 1) nel-
Iapice (0,0, 1) della paraboloide, risulta secondo il Teorema di Stokes

2m
// (rot F',v) do = / (yde +2xdy) = / (sinfd(cos )+ 2cosfd(sinf))
S as 0
(103 0 3 o
= /0 (5 + 5 cos(20)> df = {5 + 2 8111(29)} =.

0=0

. Calcolare la lunghezza della curva

2
o(t) = (12, §t3), 0<t<2.

Soluzione: Si ha ¢'(t) = (1,2t,2t?) e quindi

@' ()] = V1 + (20)2 + (2£2)% = 1 4 2¢°.

Di conseguenza, L = f02(1 + 2t%)dt = 2.



