Scritto Generale
del Corso di Analisi Matematica 4!

1. Calcolare la soluzione generale dell’equazione differenziale
y® +8y® + 16y’ = 0.
Soluzione: Sostituendo y = e** risulta A(A\* + 4)? = 0. Quindi

Y = €1 + co cos(2x) + c3sin(2x) + cy4x cos(2z) + csz sin(2x).

2A. Calcolare la soluzione generale dell’equazione differenziale
y = 32°(y* +1)

e indicare la soluzione che verifica la condizione y(7) = —1. Soluzione:
Dalla relazione (y'/(y? + 1)) = 32? risulta arctan(y) = z* + ¢. Quindi
y = tan(z® +¢). Sostituendo z = 7 e y = —1 abbiamo —(7/4) = ™3 +¢
e quindi ¢ = —[(7/4) + 7*]. Dunque sotto la condizione y(r) = —1
abbiamo la soluzione y = tan(x® — (7/4) — ).

2B. Discutere la convergenza puntuale e uniforme della serie di Fourier della
funzione f(z) = sinh(z) (-1 < 2 < T) di periodo T In particolare,
calcolare i coefficienti di Fourier e la somma della serie. Soluzione:
Abbiamo una funzione dispari: ag = a, = 0. Inoltre,

4 (TP ki
b = ?/0 sinh(z) sin (%) dx

= % {cosh(x) sin Ime} 0T/2 - 4;—; OT/2 cosh(z) cos ke dx

= % {cosh(x) sin Ime} 0T/2 - 4;—; [Sinh(m) cos kﬁ%] OT/2

— 4];?32 /OT/2 sinh(z) sin (?) dx

= % {cosh(:v) sin kﬁ%} 0T/2 — 4113—: [Sinh(:r) coS IWT:U} 0T/2 - k;jj by
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Quindi

4T cosh(T'/2) sin(km/2) — 4km sinh(T'/2) cos(km /2)

B T? + k22 ’

dove sin(kr/2) = 0 per k pari, sin(kr/2) = (—1)*~1/2 per k dispari e
cos(km/2) = (—1)k. La serie converge a f(x) tranne nelle discontinuita

% + kT per k € Z dove la somma vale zero. La convergenza e uniforme
in tutti gli intervalli chiusi e limitati che non contengono discontinuita.

b,

. Calcolare il minimo (assoluto) della funzione f(z,y,z) = 2% + y* — 22

sotto il vincolo = + 2y + 32 = 6 e interpretare il risultato geome-
tricamente. Poicheé € un minimo il punto trovato? Soluzione: Sia
H(z,y,2,\) =22 +1y? — 22— Mz + 2y + 32 — 6). Allora

OH OH
Ox . ’ Oy Y ’
oOH oH
5 z—3A=0, B3\ 6—r—2y—32=0

Quindi (2,y,2) = (3A, A, —3X), A = =3 e f = —9. Per vedere che c'¢
un minimo, sostituiamo il vincolo z = 6 — 2y — 3z nella funzione

g(y,2) = f(6 —2y — 32,y,2) = 5y* + 82% + 12yz — 24y — 362 + 36.

Risultano (0g/0y) = 10y 4+ 12z — 24 e (0g/0z) = 12y + 162 — 36; si
annullano simultaneamente se e solo se y = —3 e z = %. In tal caso la

matrice Hessiana
10 12
12 16

ha soltanto autovalori positivi e quindi abbiamo trovato un minimo.
. Consideriamo la funzione f : R? — R? definita da
fz,y) = (u(w,y), v(z,y)) = (z° = 3zy®, 32%y — ).

Per quali punti (z,y) € R? esiste un intorno in cui si puo definire
la funzione inversa f~'? Poiche non esiste la funzione inversa f=! :
R?\ {0} — R?\{0}? Soluzione: Troviamo prima la matrice Jacobiana

g et O0(u,v) _ 322 — 3y? 6y
o(z,y) —6ry 32— 3y?




con determinante det J = 9(z? — 3?)? + 362%y* = 9(2* + »?). Quindi
si puo applicare il Teorema delle Funzioni Inverse nelle immagini di
tutti i punti (z,y) € R? per cui detJ # 0, cioe per (z,y) # (0,0)
oppure per (u,v) # (0,0). Per ogni punti (ug,v9) € R*\ {(0,0)}
esistono un intorno U e una funzione bigettiva g : U — X (con X C
R%\ {(0,0)}) di classe C" tali che g(f(x,y)) = (z,y) per (z,y) € X
e f(g(u,v)) = (u,v) per (u,v) € U. Per dimostrare 'impossibilita di
scegliere U = X = R?\ {(0,0)}, basta dimostrare I'esistenza di piu
di un punto (z,y) con immagine (ug,vo) € R*\ {(0,0)}. Per esempio,
f(1,0) = f(-3,4V3) = f(-1,-3Vv3) = (1,0). Pit generalmente,
abbiamo
u+iv = (z +iy)?

e quindi per ogni (u,v) € R*\ {(0,0)} esistono tre punti diversi (z,y) €
R*\ {(0,0)} tali che f(z,y) = (u,v).

. Calcolare I'area della porzione della paraboloide z = 4 — 22 — y? che si
trova sopra l'iperboloide z = 2zy e sopra il piano xy. Indicare al quale
versore normale corrisponde il risultato. Soluzione: La superficie ¢
definita da ¢(z,y) = (z,y,4 — 2* — y?) per (x,y) € D, dove (z,y) € D
seesolose z=4—a2% —y>>0e4—a2?—y? > 2zy. In altre parole,

D={(z,y) e D:a*+y* <4 |z +y|l <2}

Inoltre,
1 0
a(@h P2, 903) _ 0 1
6(177 y) —2r —2y ’

(A, B,C) = (22,2y,1) e VA2 + B2+ C? = \/1 + 4(22 + y?). Quindi

Area:// \/1+4(x2+y2)d:cdy:2// V14 4(22 + y?) dedy
D

Dn{(z,y):y=0}
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7r 1 V17(1 4+ u?)? + 4u(l — u?)
= —(17v17 -1 - d
12< )+3/0 (14 u?)(1 —u?+ 2u) “

dove abbiamo sostituito u = tan(#/2) nell’ultimo integrale.

. Calcolare I'integrale di superficie [ (rot F,v)do, dove F = (y,z,2) ¢
S ¢ la porzione della paraboloide z = 9 — 22 — 3% che si trova sopra il
piano z = 0. Indicare al quale versore normale corrisponde il risulta-
to. Spiegare poiche si trova lo stesso risultato per f f p (rot 13’, v)do se
S ={(x,9,0) € R?: 22 + y? < 9}. Soluzione: Scegliendo v = (0,0, 1)
nell’apice (0,0, 9) della superficie paraboloide, possiamo convertire I'in-

tegrale su S in un integrale curvilineo lungo la circonferenza 22 +y% = 9
nel piano xy con orientamento antiorario. Risulta

// (rot F, v)do = }{ (Fidz + Fody + F3dz) = j{ ydx
S as as
21 2
= / (3sinf) d(3cosf) = —9/ sin? 0 df
0 0

2T .
_ _9/ 1 — cos(20) d0— —or.
0 2

Il Teorema di Stokes implica che si pud cambiare S nel disco {(z,y,0) €
R : 22 + 4> = 9} con v = (0,0,1), poiche¢ c’¢ la stessa curva di
frontiera. Siccome rotF = (—1,—1,—1), abbiamo (rotF,v) = —1 e
quindi [ [ (rot F.,v)do = =97 (meno Darea del disco).

. Calcolare la lunghezza della curva

@(t) = (cosh(t) cos(t), cosh(t) sin(t), t), 0 <t<In(2).
Soluzione: Si ha
¢'(t) = (— cosh(t) sin(t) +sinh(t) cos(t), cosh(t) cos(t) +sinh(¢) sin(¢), 1)

e quindi

16/ (O = \/eosh?(¢) + sinh()][sin2(¢) + cos?(£)] + 1 = V2 cosh(t).

Dunque

L= " V2 cosh(t) dt = v/2[sinh(#)]™® = v2sinh(In(2)) = 2\/5

0



