Facolta di Scienze MFN, Universita di Cagliari
Analisi Matematica 1 (Informatica), a.a. 2007/08

Esercizi: Parte 1
Insiemi numerici: sup 4, inf A

1. Verificare se A, nel caso sia non vuoto, ¢ limitato superiormente, inferiormente, e trovare sup A4,
inf A, e max A, min A (se esistono), dove

= linsieme formato dai numeri —5, 7/3, 2, —11/2 1
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{z: 2% 6z —7<0} (4)
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:n=1,2,...} 2

= {z: |4z —3| <5} 5
= {z: |4z — 3| > 103} 6
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n

= {3+(_§) —2t=" sy =1,2,.. ) 7

Cenni su alcune soluzioni: (1) €& un insieme finito, quindi Imazx e Imin, nel nostro caso si
ha max A = 7/3, min A = —11/2; per (3) (rispettivamente, (4)) si ha, dopo la risoluzione della
disequazione quadrattica, A =| — 7, —1[ (rispettivamente, A = [=7,—1], quindi negli ambedue
casi si ha supA = —1, inf A = —7, (4) esistono max e min: per A definito da (6) si ha A =
| —o00,—53/ 2[U]25, +o0], quindi A non & limitato ne superiormente ne inferiormente, cioe, in breve
sup A = +o0, inf A = —oo0.

2. Studiare per estremi superiori, inferiori e massimi, minimi (se esistono)
A=qlJe, B=q[)e

dove

a) Q={z: 2’ +4x+3<0},0={x: |22 3| <5};
D) Q={z: 2> +42+3<0},0 ={z: |22 -3|<5};

) Q={z: 2 +42+3<0},0={z: |20 3| <5}

) Q={z: 22 +42+3<0},0={z: |22 -3| <5}

Cenni su alcune soluzioni. Per a) si ha Q =] —3,—1[ © =] — 1, 4], quindi A =] — 3,4[\{—1} (I-
intervallo | —3,4[ senza —1 e sup A = 4, inf A = —3, non esistono max A e min A, mentre B = (). Per
d) si ha Q@ =[-3,-1] © = [-1,4], quindi A =[-3,4] e supA = max A =4, inf A = min A = -3,
mentre B = {—1}, quindi sup B = max B = inf B=min B = —1

Induzione: un esempio

1. Dimostrare, mediante il metodo dell’induzione, che 3" > (n + 1) per n € N, n > 2. Che cosa
capita per n = 17

Cenni su possibili soluzioni: Per n = 2 vale (con =). Supponiamo che sia vera per n = k, cioe
3k > (k+ 1)2. Dobbiamo dimostrare che:

3FHL > (k4 2)2
Si ha, usando l'ipotesi induttiva:

3kl > 338 > 3(k 4+ 1)2



Quindi basta osservare che 3(k + 1)2 > (k + 2)? per k € N. Si puo arrivare alla stessa conclusione
mediante
(k+2%=(k+1)2+2k+1)+1<3"4+2(k+1)? <3423~ = 3k+!

usando 2(k +1) +1 < (k+ 1)
Binomio di Newton

Ricordiamo che

(a+b)" = i < Z > a" ki

k=0

dove

1. Trovare i coefficienti in fronte di
a) x, 22 in (1 — 32)2%:
b) z, 22 in (2 — 32)5;
0) €1 in (34 €)%,
d) t? in (1 — 3t)°.
Cenni sulle soluzioni. a) Si ha

quindi il coefficient in fronte di = &

206 206!
( | ) (=3) = =B1p05 = —3 % 206 = ~718,

in fronte di 22 ¢

3 —721204!

= 190035, ma va bene anche nella forma del prodotto.

206!
(206>(—3)2—9 =9 x 205 x 103

Successioni

1. Studiare se esiste il limite mediante le definizione del limite (anche per successioni divergenti
verso infinito) della successione a,,, dove:

3 on +3
a)an:ﬁ§b)an:2n+1;c>an:_n3;
Cenni sulle soluzioni. b) Si ha
5+3/n - 5
an = n— oo .
"241/n 3
Sia € > 0. Allora, poiche
5 5+3/n 5 1/n 1
— 2| = — —| = < —K
o =5l =l m 2l = raml S < F

basta scegliere I'indice v > 4%.
2. Per la successione a,, n € N:

i) Trovare lim a,.
n—oo
ii)* Studiare se la successione ¢ monotona e ponendo A = {a,, : n € N}, trovare sup A, inf A e

min A, max A (se esistono),
dove



At 419 -5

a) an = 1 3n ,neN
9"+t —18n 4 2
b)an =g g el
3" -1
C) Ay — 371“7_2, n €N
. _o3n—1 .
3. Sia a, = sm(mﬂ), n € N una successione.

a) Trovare lim a,.

n—oo
. . -1
b) Studiare se la successione b, := 3l g ° monotona.
c¢) Dopo aver risolto b), ponendo S := {a, : n € N} trovare sup S, inf S e min S, max S (se
esistono).
Cenni su possibili soluzioni. Si ha
. 3" —1 ) 3" —1 1
lim lim — = —

n—>oo3n+1—2:n—>0033n—2 3
e quindi, lim a, = sin(7/3) = v/3/2. Per la monotoni, si osserva che
n—oo

Sk N S
g+l _9 3 3(3ntl —2)

quindi, a,, & strettamente crescente e inf S = min S = sin(27/7), mentre sup S = sin(r/3) = v/3/2,

Amax S.
Limiti, funzioni continue

1. Trovare i limiti:
a) lim (V22 —4z+11+z—3);

Z——00
x? —3x — 10

b) li
) ooty sin(mx)
ea;—i—l o 4x+1
lim
e——1In(5+2z) + 22+

d) lim (vVa* — 522 +5 — 2?);

r—+00
)i Vat+ a2 —Te+22—4

e) lim
a——1 e+l — 2+ cos(z + 1)

f) lim {logy(22* + x4+ 1) — logy(z® + 1)} .
r—-+00

3sin(2x) -1

&) iy =)

c)

n* li 1 cotg %
LG T
D* lim bSzlnvaz?+ 2z — )

T—+00

Cenni su possibili soluzioni:
a) Osserviamo che dalla somma dei limiti basta studiare 22 — 4z + 11 + 2. Si razzionalizza,

(V22 —dz4+1142) (V22 =424+ 11— 2 —4z 42

22— 42+ 11+ 2= _

V22 —4z4+11—2 V22 —4z4+11—2

!Suggerimento: Potete usare la periodicitd del seno, che implica sin(76) = sin(nf 4 2k7) = sin(7 (6 + 2k)) per
keN.




e alla fine, tenendo conto che z = —v/22 se z < 0, si ottiene
= 4 — 2
—/1—4/z+11/22 -1

per x — —oo. Quindi il limite originale =2 — 3 = —1.
Si puo razzionalizza anche direttamente, con calcoli un po pitu lunghi:,

(V22 —4z+1142-3) (V22 —4z2+11—2+3 2z +2
V22 —4z24+11—-24+3 V22 —4z2411—2+3

e alla fine, tenendo conto che z = V22 se z < 0, si ottiene di nuovo limite = —1;

b) si osserva che sinma = sin(m(x — 2)) e poi si dividono il numeratore e il denominatore con
x — 2. Si conclude usando limiti notevoli (quali?). Si pud anche cambiare ¢ = = — 2 e si passa al
limite per t — 0.

¢) immediato! = 0/1In3 = 0. Si fa riferimento a operazioni con i limiti (quale regola?).

f) si ha

22 —4z41142—-3=

X

—>c0tg %
22 — x + 2006

(1+

x 1
——————cotg 5=
T 22242006 | 22—2+2006 °'8 3z

14— =
( Jrar:2—af)+2006)

T

~ eSin 2+ (22 —2+2006)

e poiche
T 3z2

~

sin 5- (22 — ¢ 4+ 2006) 22 — x 4 2006

per & — 00, otteniamo come per il limite €.

i) si ha
Selnvx? + 2z —z) =5xIn(l — (Va2 +2z —x+1))
1 T -

S5x1In(l — ~ — T — +oo=
( \/x2+2ac+x—1) \/x2+2ac+x—1)

2

4. Studiare per quali valori dei parametri la funzioni f € continua, dove
a) f(z) = ar’+3 se x>2
Tl 3z—1 se x<2
psin({5z) se x € [3,400]
b) f(z) = px + v se x €] —1,3
(veos(mz) —p  se x €] — o0, —1]
c)
. In(2 — cos(2x
Sia f(z) = fau(z) = (2>\())
x
. In(2 — cos(2z
5%. Sia f(z) = fau(z) = (293,\())
a) Trovare tutte le A € R per quali il limite destro lim,_,5+ f(x) rappresenta una forma inde-
terminata. Inoltre, studiare lim,_,y+ f(x) al variare di A € R. 2

b) Trovare il limite sinistro lim f(z) al variare di p € R.
z—0~

c)* Trovare tutte le coppie (A, i) tali che f € C(R).

per z > 0, e f(x) = pcos(2z) per x < 0 dove A,y € R.

per >0, e f(z) = pcos(2x) per x < 0 dove A\, p € R.

Cenni su possibili soluzioni:
Si ha, per x > 0:

2Suggerimento: Potete usare 'identita 2 — cos(2t) = 14 2sin® ¢ e limiti notevoli.



f@) = In(1 + 2sin® z) _ In(2 — cos(2x)) siniw

22 2sin? x z
In(2 — 2 ]
n( cos(2x)) . 51n$)2x2_A

2sin? x
400 per A>2

Dai limiti notevoli (quali?) ne segue che lim+ flx) = 1 per A=2

z—0

0 per A\ <2
D’altra parte, lim,_,g- f(z) = p. e quindi, f € C(R) se e solo p =0, < 2 oppure g = 1, A = 2.

Calcolo Differenziale

1. Data la funzione f(x), i) Trovare la derivata prima f’(x) e la derivata second f”(z). 3; ii) Scrivere
Pequazione della retta tangente al grafico di f nel punto (zg, f(z0)); ¢)* Applicare il teorema di
Lagrange per f nell'intervallo [a,b]. *, dove

a) f(x) = 2 r>0,20=1,a= 1/2. %

b) f(z) =2°®*%, 2> 0,x0 =7, a=7/2, b=2m.

Cenni su possibili soluzioni: a) Si ha f(z) = 27%" = ¢ * "%, Quindi

fl(z) = e*x2l”(—2xlnx—x)

f(x) = e’ T (4221 +Inz)? — 2Inz — 3)

e quindi /(1) = -1, f"(-1) = =3.

Poiche f(1) = 1, I'equazione della retta tangente al I'y (il grafico di f) nel punto (zo, f(z0)):
y = f(zo)+ f(x0)(x —x0). Quindi, nel nostro caso, poiche f(1) =1,siha: y=1—(x—1) = —x+2.
Osservazione: Si puo scrivere anche il polinomio di Taylor, si ha Ty(z) = 1 — (z — 1) — 3(z — 1)2/2.

2. Studiare il grafico della funzione f seguendo un piano del tipo: determinare il dominio di
definizione, eventuali asintoti verticali; trovare f’(z), massimi e minimi, studiare gli intervalli di
monotonia. ©; trovare f”(x) e studiare per la convessita, concavita, punti di flesso. Alla fine,
disegnare il grafico (in modo schematico, indicando i punti "notevoli”), dove

a) f(z) = 2% — 122 + 1;

b) 3 + 122 + 1;

c) f(x) = x3%;

d) f(z) = 237"

e) xlnx;

f) f(a) = —z’€";

g) f(z) = Va? — 5z — 6;

h) f(z) = V-2 + 5z + 6;
22?5z +11

z—1 ’
1

)
D f(x) = zew;
0 @) =

8

Cenni su possibili soluzioni: i) Si osserva che f(x) puo essere scritta come f(x) = 2x—3+71.
x —_—

Dominio di definizione, x # 1, non & ne pari, ne dispari.

3Suggerimento: Potete usare 'identita a® = e*™°.

4Osservazione: Si ricorda che a® = 1 per a > 0.
®QOsservazione: Si ricorda che a® = 1 per a > 0.
5Si pud disegnare una prima approssiamzione del grafico di f.



Asintoto verticale: z = 1, limjE (x) = £o0.
z—1

Asintoto obliquo: y = 2z — 3. Poi, f(z) — (2 —3) = il’ quindi f(x) > 2z — 1 per x > 1
T —

mentre f(x) < 2x — 3 per z < 1.
La derivata prima puo essere espressa

8 20 —1)*-8 22 —4z+6
fy=2- S AU R 2 ot
(x —1)2 (x—1)2 x—1
e fl(fx) =0perx = —1ex =3, f(x) > 0 per x €] — oo,—1[J]3, +c[, f'(z) < 0 per = €
| — 1,1[UI1, 3[. Quindi, f \, negli intervalli | — 1,1[ e |1, 3] mentre f \, negli intervalli | — co, —1]
e ]3,4o00[. Massimo locale (forte) di f in z = —1, f(—1) = —9, mentre per z = 3 la funzione

ammette massimo locale (forte), f(3) = 7.

La derivata seconda: f”(x) = 5, quindi f"(z) > 0 (e f & strettamente convessa) per

8
@—1)
x <1, f(£) <0 (e f & strettamente concava) per z > 1.

Intersezioni con I’asse Ox: non ci sono, f(x) =0 non ha soluzioni.



